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RPR€S€NTRęnO 


Nao sabemos, exatamente, desde quando se discutem propostas sobre o tipo 
de ensino de matematica mais adeąuado a formaęao do estudante. Para Platao 
(427-347 a.C.), o estudo da matematica deve ser essencialmente teórico, desligado 
das aplicaęoes praticas e yoltado para a contemplaęao. Em contraposięao a essa 
concepęao esta o pensamento de Isócrates (436-338 a.C.), mais preocupado com 
as situaęóes pi aticas, para quem a filosofia nao passa de um jogo inutil desvincu]ado 
da realidade do cotidiano. 

Essas duas correntes de pensamento deram origem a (sempre atual) questao: 
0 ensino mais adequado a formaęao do indmduo seria o mais teórico ou o mais 
voltado as situaęóes do dia-a-dia? Novamente esse tema vem a tona, fazendo 
fervilhar o meio educacional. 

Este Iivro tenta atingir o ponto de equilibrio entre as duas concepeóes de 
ensino, com incursóes freąuentes ao cotidiano, sem se descuidar dos aspectos 
teóricos e do ioimalismo necessario. Os conteudos, que seguem a orientaęao da 
2- edięao das Matrizes Curriculares de Referenda para o Saeb (Sistema Nacional 
de Avaliaęao de Educaęao Basica), sao apresentados sob a forma de textos teóricos 
e de athndades compostas de exercicios resolvidos, exercicios basicos e exercicios 
complementares. Essas atividades contem questóes do Enem (Exame Nacional de 
Ensino Medio) e de vestibulares de todo o pais, alem de questoes ineditas. 

Algumas informaęóes sobre a estrutura do livro sao necessarias para um bom 
aproveitamento no estudo de seus conteudos: 

• Quando necessario, os textos teóricos sao complementados com exercicios 
resoividos, ou, ate mesmo, com exercicios propostos. Nesses casos, o texto 
complementar sera destacado em boxe. 

• Os exercicios basicos, que seguem rigorosamente a ordem crescente de 
dificuldade, sao a ponte para se chegar aos exercicios complementares. 

• Após cada serie de exercicios basicos ha urna indicaęao sobre quais dos 
exercicios complementares podem ser resolvidos a seguir. 

• Alguns exeicicios sao acompanhados de urna sugestao, sem, no entanto, 
prejudicar a descoberta e a criatividade. 

• As aplicaęoes, no cotidiano, dos assuntos estudados sao apresentadas em 
exercicios e em boxes ao longo da obra. 

• Algumas questóes exigem uma resposta pessoaJ do estudante. Quando isto 
ocorrer, a chave de respostas, no finał do livro, apresentara um exemplo de uma 
possivel resposta. 

Na expectativa de que este livro contribua para o seu desenvolvimento como 
estudante e, acima de tudo, como cidadao ou cidada, desejo-lhe um bom trabalho. 


Manoel Paiua 


A Jose e Rachel, meus maiores professores, 
pelas lięóes de amor e honra. 
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Ccipitulo 1 

O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS 




1. CLASSIFICACAO DOS NUMEROS 
Numeros naturais 

Quantos alunos ha em sua classe? Quantas capitais 
tem seu estado? Quantas diagonais tem um triSnguJo? A 
resposta a qualquer uma dessas perguntas resulta de uma 
contagem de unidades. Qualquer numero que resulte de 
uma contagem de unidades e chamado de numero natu- 
ral. Indica-se por IN o conjunto dos numeros naturais e 
por IN* o conjunto dos numeros naturais nao-nulos: 

IN = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 11,...} 

IN* = {1,2. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,11,...} 

Numeros inteiros 

A subtracao nem sempre e possfvel em IN, por exem- 
plo, nao existe numero natural que represente a diferenęa 
3 — 5. Por isso, foi criado o conjunto dos numeros intei¬ 
ros. Nesse conjunto a diferenęa 3 - 5 e representada por 
— 2. Indica-se por % o conjunto dos numeros inteiros e 
por r Ł* o conjunto dos numeros inteiros nao-nulos: 

7L= {...,-4, -3,-2, -1,0, 1,2,3,4,...} 

W - {-, -4, -3, -2,-1, 1,2, 3,4, ...} 

Observe que todo numero natural e inteiro, Por isso, 
escrevemos IN C Z (le-se “IN esta contido em 2?’ ou “IN e 
subconjunto de 2T). 

Numeros racionais 

A divisao nem sempre e possfvel em TL. por exemplo, 
nao existe numero inteiro que represente o ąuociente 
—3 : 2. Por isso, foi criado o conjunto dos numeros 
racionais. Nesse conjunto o quociente —3 : 2 e indicado 
3 

por — — ou por —1,5. lndica se por Q o conjunto dos 

numeros racionais e por Q* o conjunto dos numeros 
racionais nao-nulos: 

Q = |y | a G % e b G wĄ 

Q* = j-^- | a £ 21* e b £ 21* j 

Observe, portanto, que numero racional e todo aquele 
que pode ser representado como a razao entre dois nume¬ 
ros inteiros, com o segundo nao-nulo. Assim, conclufmos 


que todo numero inteiro tambem e racional, pois pode ser 
considerado como uma razao de denominador 1. Por 

exemplo: 5 = por isso, escrevemos Como 

IN C TL ., temos tambem que IN C Q. Essas relaęoes entre 
IN, TL e Q podem ser resumidas pelo diagrama: 



Exemplos 

a) O numero decimal 3,7 e racional, pois pode ser repre- 

37 


sentado como a razao entre dois inteiros: 


10 ' 


b) No numero decimal 2,5555... o algarismo 5 se repete 
indefinidamente. Esse numero e chamado de dfzima 
periódica de parte inteira 2 e periodo 5. Para represen- 
ta-lo sob a forma de razao entre dois inteiros: 

* indica-se por g a dfzima periódica; g = 2,5555... 

* multiplicam-se por 10 ambos os membros dessa 
igualdade: lOg = 25,5555... 

* efetua-se lOg - g = 25,5555... -2,5555..., obtendo 

23 


9g = 23, portanto, g ;= 


23 


9 ' 


A fraęao —- e chamada de geratriz da dfzima perió- 

y 

dica, porque ela gera a dfzima a partir da divisao de 23 
por 9. 

Nota 

O conjunto dos numeros racionais e formado por todos 
os numeros decimais finitos e todas as dfzimas periódicas. 


Numeros irracionais 

Dentre os numeros decimais existem as dfzimas nao- 
periódicas. que sao numeros com infinitas casas deci¬ 
mais e nao-periódicos. Esses numeros sao chaniados de 
irracionais, e o conjunto formado por eles e indicado por 
Q', i sto e, 

Q' = }r[redfzima nao-periódica} 
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Exemplos 

a) Um dos numeros irracionais raais conhecidos e o 
ąuociente do penmetro de urna c i rc u nferen ci a pela 
medida de seu diametro. Esse nilmero e representado 
pela letra grega k (pi): 

K = 3,14159265358979323846264338327950... 

b) Vamos imaginar u ma dfzima nao-periódica qual- 
quer: 5,12122122212222... (aumenta um algarismo 2 
de cada vez). Esse numero e irracional. Qualquer 
dfzima nao-periódica que voce imaginar e um numero 
irracional. 

Numeros reois 

Qualquer numero racional ou irracional e chamado de 
numero real. Podemos dizer, portanto, que numero real 
e todo numero decimal, finito ou infinito. Indica-se por IR 
o conjunto dos numeros reais e por IR* o conjunto dos 
numeros reais nao-nulos, isto e: 

IR = {x | x e numero racional ou irracional} 

IR* =4 {x | x e numero real diferente de zero} 

As relaęóes entre os conjuntos numericos ate agora 
apresentados podem ser resumidos pelo diagrama: 



(Jsaremos as notaęóes a seguir para representar alguns 
subconjuntos especiais de IR: 

R+ '= {.r | x e numero real positivo ou nulo} 

IR+ = {x\x6 numero real positivo} 

IR- = {x | x e numero real negativo ou nulo) 

IR* = {a- | x e numero real negativo} 

Analogamente, representamos: Z + , %%, TŁ_, 7A% Q + , 

Q+. 



R.l 


EXERCICIO RESOIAOPO 


Dados os conjuntos A = {.v j x E IN e x < 71 e 

B— {a | x E % e —4 < x 2 ], determine A U B e A O B. 

Resoluęao 

Inicialmente vamos representar os elementos de cada 
conjunto: 

A = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6} e B = {-3, -2, -1, 0, 1, 2} 

• O conjunto A U Z? (reuniao de A e fi) e formado por 
todos os elementos que perlencem a A ou fi, isto e, 
AUfi={-3, -2, -1,0, 1,2, 3, 4, 5,6}. 

• O conjunto A D B (intersecęao de A e B) e formado pelos 
elementos comuns aAefi, isto e, A Pi B = fO, 1, 2}. 



EXERCICIOS PASIC05 


Dados os conjuntos A = {.* x E IN e .t e par} e 
B — {.v j x E 21 e —5 =£ x < 5}, determine A U B e A H B. 

Classifiąue cada uma das afirmaęoes a seguir como V 
(verdadeira) ou F (falsa). 

a) 6 e numero racional. 

4 

b) — e numero natura!. 

2 

c) e numero racional. 

d) 0 e numero real. 

e) Sex e um numero irracional, entao 5 -ł- x e um numero 
irracional. 

f) A dfzima periódica 4,7777... e numero irracional. 

g) —4 e numero par. 

Transforme em fraęao irredutwel os numeros decimais: 

a ) 2,5 d) 4,222... {dfzima periódica) 

b) 3,81 e) 3,4555... (Para obter a geratriz des- 

c ) 6,03 sa dfzima, faęa g - 3,4555...; a se¬ 

guir. multiplique por 10 e por 100 
ambos os membros dessa iguaida- 
de; fmalmente.efetue iOOg - lOg.) 


Exercicio compiemerrtar C.1 


2 . POTENCIAęAO EM IR 

Definięoes: Sendo a um numero real e n um numero 
inteiro, tem-se que: 

a n = a * a * a * ... ■ a (se n> 1) 


B.3 


n fatores 


a 1 = a 
ci 0 = 1 


a~ n — 


a‘ 


(se a A 0) 


Nota 

Nao ha unanimidade entre os matematicos ąuanto a 
adoęao do valor 1 para potencia 0 t! , porem essa controversia 
nao vai interferir no nosso es tu do. 

Exemplos 

a) (-2) 3 = (-2) ■ (-2) * (-2) = -8 

b) (—2)4 = (-2) • (-2) • (-2) * (-2) 

2 2 2 8 


= 16 


, (2 y 

C l 5 J ' 5 5 


125 


d) 5° = 1 

e) 5- 2 = 


1 


5 2 


25 


( 3 V2 

° m 


i 


16 


r 3 V 
< 4 J 


16 


Regra pratica. Inverte-se a base da potencia e troć a- 

'łr-# 


se o sina! do expoente: 


2 






















Propriedades das potencias 

Dados os numeros reais ciebie os numeros inteiros rn 
e n, obedecidas as condięoes de existSncia, temos: 

a m ■ a n = a m + " (conserva-se a base e adicionain-se os 
expoentes) 

a m : a" ~ a m ~ " (conserva-se a base e subtraem-se os 
expoentes) 

(a m )" = a mn (conserva-se a base e raultiplicam-se os 
expoentes) 

(ab) m = a"‘ •b m (distributiva da potenciaęao emrelaęao a 
multiplicaęao) 

' a > _ a’ n 
y b ) b"’ 

divisao) 


B.7 (Fuvest-SP) Qual e a metade de 2 22 ? 


(distributiva da potenciaęao em relaęao a 


Exemplos 

a) 5 2 • 5 4 = 5 3 + 4 = 5 7 


b) 3*: 3 4 = 3 6-4 = 3 2 e) 

c) (6 3 ) 4 = 6 3 ' 4 •— 6 32 


d) (5a)- = 5 2 a 2 = 25a 1 
Ą5_V _ 5 2 25 

{3 ) = 


3 2 


it 



EXERC1CI0S BASICOS 


B.4 Cale ule os valores das potencias: 
a) 6 2 


»m 


b) ( — 6) 2 
e) — 6 2 

d) (-2) 3 

e) —2 3 

f) 5° 

g) <-8J“ 


l 2 


o) 4 -2 


P ) T 


— 2 


*c-ł: 

k) O 28 

l) l 32 

m) (-l) 20 

n) (-1) 17 


4 HO 

* W 

• rt 

t) {—5) -3 


B.5 Obedecidas as condięoes de existencia, efetue: 

f 1 V 4 


a) 

b) (.r 3 ) 5 

c) (2x 2 ) 3 


d)(5 a 2 b ? f 


g) 


3«' 


e ) I ł2 


3a V 
b 


f) 


( 2ab_ 
\ 5x* 


-d 


B.6 Obedecidas as condięoes de existencia, efetue: 

a) a 6 • a 4 

b) a s : a 3 






Exercfcios complementares de G.2 a C.6 


3. RADICIAęAO EM DR 

Definięao 1 

Sendo a um numero real nao-negativo e n um 
inteiro positivo, defme-se: 

l/a = b <=> b n — a e b 3* 0, com b G IR 


8 e 2 

9 e 3 
5 e 5 
0 e 0 


Exemplos 

a) lf& = 2, pois 2 3 — 

b) J9 = 3, pois 3 2 = 

c) ij5 = 5, pois 5 1 = 

d) ł/O — 0, pois O 5 = 

Nota 

A radieiaęao em IR e uma operaęao e, portanto, o 
resultado deve ser unico. Epor isso que a definięao exige 

b S* 0, para evitarem-se erros do tipo /9 = ±3. 

Definięao 2 

Sendo a um numero real positivo e n um numero 
inteiro positivo, define-se: 

%f— a = b <=> b 11 = —a, com b 


R 


Exempłos 

a) = -2, pois (—2) 3 = -8. 


b) V” 1 = ~1, póis (—l) s — — 1. 

c) V“9 = ? (Qual o numero real cujo ąuadrado e igual 
a —9? Nao existe tal numero.) 

Perceba que nao existe, em R, radical de mdice par e ra- 
dicando negativo. 

<> 

A uelocidade limite 

Um corpo caindo no ar atinge uma velocidade li¬ 
mite u L , apó5 algum tempo de queda, dada por 


„ mg 


= 


em que m e a massa do corpo, g e a aceleraęao da 
gravidade e c e uma constante associada a resistencia 
que o ar exerce sobre esse corpo. Por exemplo, 
quando uma pessoa pula de pśra-queda5, a resistencia 
do ar e muito grandę, fazendo com que o para-que- 
dista atinja rapidamente a velocidade limite que se 
mantem constante a te o contato com o 50 I 0 . 


3 
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Propriedades dos radicais 

As propriedades a seguir só podem ser aplicadas para 
radicais com radieandos nao-negativos. 

Obedecidas as condięoes de existencia, tem-se que: 


I. 'i fet ■ n Jb — ’ifab 

a [a 


IV. (s/a j = s/a* 


n. 


a 


n Jb n b 
TH. n pja& = n Ja* 


V. igfĘ ąfa 


Esemplos 

a) 1/5 • l/l = 5/5 ■ 2 = Vl0 

b) ^ 


4 -m 


1/2 

c) = if¥ 

d) lf¥ = (1/8 f = 2 5 = 32 

e) i/7T = 3 ‘5/T - l/l 

Simplificaęao de radicais 





R.2 


EXERCICIO RESOLYiDO 

Simplificar os radicais: 

a) a/ 50 b) 5/16 

Resoluęao 


c) 7160 


a) 50 
25 
5 
i 


=> 50 = 2*5- 


Logo. 750 - J5 1 ■ 2 = 5jl 


b) 16 
8 
4 
2 
I 


16 = 2 4 


Logo, 716 = 3 Jt* ~ V2 ? * 2 - 'l/ź^lfl = 25/2 


c) 160 
80 
40 
20 
10 
5 
1 

Logo. 


2 

2 

2 

2 

2 śg 160 = 2 5 • 5 
5 


7160 - ■ 5 = V2 4 * 2 * 5 = fP" *VT^T = 

- 2 2 7T0 = 4a/10 . 

Operaęóes com radicais 


EXERCICIO RESOLYIDO 



R.3 Efetuar: 

a) 675 + 371 - 2 a/s" 

b) 47T? + 378 


c) 3 3 7T '55/3 

d) 4,/6 :2j3 


Resoluęao 

a) 6 a/5 + 3a/5 - 2j5 = 75 (6 + 3 - 2) = 7 a/5 


1 


Fator com um 


b) 18 
9 
3 

I 


=> 18 = 3 2 • 2, 


8 = 2 3 . 


Assim, temos: 


a/18" - JI 1 • 2 = a/F • a/7 - 372, 

78 = a/? = M * 2 = a/? • a/2 = 2a/2 . 

Logo, 

47T8" 4- 378 = 4 • 3TT + 3 * 272 = 

- 12a/T + 6a/T - 1872 . 

C) 37T * 57T - (3 * 5)(7T • TT) = 1576. 

d)4 ^ :2VI 

Potencia de expoente racionai 

Definięao 1 


Sendo a um numero real positivo e os numeros 
inteiros k e n, n 1, de-fine-se: 


a n = >łta k 


Exemplos 

a) 7 4 = iff 

b) 9 03 = 9 2 = a/9 = 3 

c) 16 -0 ’ 25 - 16 4 = 5/16"' 

Defmięao 2 


16 


Sendo £e n numeros inteiros positivos. define-se: 


0 ” = 4$ m 0 


ExempIo 


o 3 = 4¥ - 5 / 0=0 


Nota 


As cinco propriedades enunciadas para potencias de 
expoentes inteiros continuam validas para potencias de 
expoentes racionais. 





































' EXERCIC10 RE50LVID0 ■■■MMI 

R.4 Calcular o valor da expressao: 

J. , . s-0,2 

E = 16 0 ' 5 + 8 J + (^r) 

Resoluęao 

A expressao E pode ser escrita na forma: 

E = (2 4 ) 0 - 5 + (2 3 ) 3 + (2 5 ) 0 - 2 

Pelas propriedades das potencias de expoentes raeionais, 
temos que: 

(2 4 ) 0 - 5 - 2 4 ' 15 = 2 2 = 4 
X 3-L 

(2 3 ) 3 =2 3 = V = 2 

(2 5 ) 0 ' 2 = 2 5 ’ 0 * 2 = 2 l = 2 


Logo, £ = 4 + 2 + 2 £ - 8. 



EXERCICI0S BA5IC0S 

B.8 Calcule: 


a) 7125 

d) TT 

b) 7143 

e) TT 

c) 736 

f) TT 

B.9 Simpliflque os radicais: 

a) 740 

d) 7128 

b) 780 

e) 740 

c) 724 

f) TIT 

B.10 Efetue: 



g) V—125 


h) 57-32 

i) 7=T 


g \ 

h) 3 

i) . 


20 


27 

8 

18 

25 


a) 6,/7 + sji - 3tt 

b) 5 a/2 + 3a/50 - 2jT% 

c) 2łf%\ + 724 + 5 3 VT 

d) 4V5 • 372 


e) 3 5 72 * 72 

f) 473" • 273 

g) 87l0 :275 

h) 2076 :4 3 72 


B.ll Deraónstra-se que “Se o numero 77", com n E IN* e 
a G IN, nao e inteiro, entao e irracional”. De acordo com 
essa propriedade, qual das altemativas apresenta apenas 
niimeros irracionais? 

a) 75", 78 e a/T d) TT, a/T e TT 

b) a/T, 7T e TT e) TT, a/3 e a/T 

c) a/7 , TT e a/T 


B.12 Calcule o valór daexpressaoA — 8 T Hir + “ T 

B.13 Calcule o valor da expressao 

A ~ (Q,25) as -4- 81 0 ' 25 + 16-°' 5 

Exeręicio complementar C.6 


Racionalizaęao de denominodores 

Observe que o denominador da fraęao e um 


V7 


numero irracional. Racionalizar esse denominador signi- 
fica transforma-lo em um numero racional. Para isso, 
basta multiplicar o numerador e o denominador da fraęao 


por 


ifP: 


5 • ł/7 1 5 • ifW 


TT TT • i/v 

5 ■ l/W 5749 


77 


I + -2 


•TT 


O segredo dessa racionalizaęao e transformar o denonii- 
nador num produto de radicais de mesmo indice, tal que a 
soma dos expoentes dos radicandos seja igual a esse fndice. 
Analogamente, para racionalizar o denominador de 
10 


TT 


efetuamos: 

10 10 * TT 


TT TT“ ■ T5> 


10 ■ a/T 

m 


Nota 


No capi tu! o 3, onde estudaremos os produtos nota 
veis, veremos um outro caso de racionalizaęao. 


EXERCICIO JASICO 



B.14 Racionalizar o denominador de: 


a) 


TT 


b) 


21 


TT 


c) 


375 




Exercicios eomplementares de C.7 a C.9 

<§lV 

i 

' EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l A expressao 

3.3, 3 3 

10 100 10.000 ’ 100.000.000 "’ repre ~ 

senta a soma de infinitas fraęoes em que, a direita do 
algarismo 1 do denominador, a ąuantidade de zeros 
dobra de uma fraęao para a seguinle. Essa soma e um 
numero racional ou irracional? Por que? 

C.2 Sabendo que (1.2)'° = 6,19 e que (1,2) 7 = 3,58, calcule 

( 1 , 2 ) 17 . 

C.3 Calcule o valor da expressao: 


C.4 Simplifiąue a expressao E - 


3" + 2 * 3" 


3 • 3 


Tt t l 


C.5 (Fuvest-SP) O valor de (0. 2) 3 4- (0,16) 2 e: 

a) 0,0264 c) 0.1056 e) 0.6256 

b) 0,0336 d) 0,2568 


5 


TEMAS BASICOS DE ARITMETICA E ALGEBRA 
















































UNIDADE 1 


C.6 (UFPB) Sabendo que 5 0,35 — k, conclui-se que 5 U e 
igual a: 

a) 25 k 2 c) 3 k 1 e) 5k 2 

b) 25P d) W 

C.7 (Enem) O diagrama abaixo representa a energia solar 
que atinge a Terra e sua utilizaęao na geraęao de eletri- 
cidade. A energia sołar e responsavel pela manutenęao 
do ciclo da agua, pela movimentaęao do ar, e pelo ciclo 
do carbono que ocorre atraves da fotossintese dos vege- 
tais, da decomposięao e da respiraęao dos seres vivos, 
alem da formaęao de combustfveis fósseis. 





Joj&doŚw 


De acordo com o diagrama, a humanidade aproveita, na 
forma de energia eletrica, urna fraęao da energia recebi- 
da como radiaęao solar, correspondente a: 

a) 4 • lCr 9 c) 4 ■ 1CT 4 e) 4 • 10“ 2 

b) 2,5 • 10-* d) 2,5 ■ 10“ 3 

C.8 (Enem) Se compararmos a idade do planeta Terra, avalia- 
da em quatro e meio billioes de anos (4,5 * i O 9 anos), com 
a de lima pessoa de 45 anos. entao, quando comeęaram a 
florescer os primeiros vegetais, a Terra ja teria 42 anos. 


Ela só conviveu com o homem moderno nas ukimas 
quatro horas e, h& cerca de uma hora, viu-o comeęar a 
plantar e a colher. Ha menos de urn minuto percebeu o 
ruido de maquinas e de industiias e, como denuncia uma 
ONG de defesa do meio ambiente, foi nesses ultimos 
sessenta segundos que se produziu todo o lixo do planeta! 

I. O texto acima, ao estabełecer urn paralelo entre a 
idade da Terra e a de uma pessoa, pretende mos- 
trar que; 

a) a agricultura surgiu logo em seguida aos vegetais, 
perturbando desde entao seu deseńvolvimento. 

b) o ser hu mano só se tomou moderno ao dominar a 
agricultura e a industria, em suma, ao poluir. 

c) desde o surgimento da Terra, sao devidas ao ser 
humano todas as transformaęoes e perturbaęóes. 

d) o surgimento do ser humano e da poluięao ć cerca 
de dez vezes mais recente que o do nosso planeta. 

e) a industrializaęao tem sido um processo vertigi- 
noso, sem precedentes em termos de dano arnbi- 
ental. 

II. O texto permite concluir que a agricultura comeęou 
a ser praticada ha cerca de: 

a) 365 anos. d) 10.000 anos. 

b) 460 anos. e) 460.000 anos. 

c) 900 anos. 

III. Na teoria do Big Bang, o Universo surgiu ha cerca 
de 15 bilhoes de anos, a partir da explosao e expan- 
sao de uma densfsstma gota. De acordo com a escala 
proposta no texto, essa teoria situ aria o infcio do 
Universo ha cerca de: 


a) 100 anos. 

d) 1.500 anos. 

b) 150 anos. 

e) 2.000 anos. 

c) 1.000 anos 


(U.E. Londfina-PR) Sendo n um numero natural maior 

que 1, a expressao 

e equivalente a: 


y5" + 1 

a) ^ 

} 5 

- l 

C) — s . e) 5575 

b)'t/5 

d) V5 n ~'” 
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UNIDADE 1 


B.6 Alofzio gastou RS 6.500.00 para mobil i ar sua casa. com- 
prando em tres lojas. A, B e C. Na loja B gastou 
R$ 1.100,00 a mais do que na loja A, e na ioja C gastou 

2 

R$ 850,(K) a mais que —- do que na loja A. Qual foi o 
valor de sua compra na loja C? 

Exercicios complementares de C.i a C.3 


2. INEOUAęAO DO I 9 GRAU 

Ineąuaęoes do orimeiro grau sao aąuelas que podem 
ser representadas sob a forma ax + b > 0 (ou com as re- 
laęoes <, ^ ou A) em que a e b sao constantes reais, 
com a # 0, e .r e a variave). A resoluęao desse tipo de ine¬ 
ąuaęao e fundamentada nas propriedades das desigualda- 
des, descritas a seguir. 

Adicionando um mesmo numero a ambos os 
membros de uma ineąuaęao, ou subtraindo um mes¬ 
mo numero de ambos os membros, a desiguladade se 
mantem. 


Dividindo ou multiplicando ambos os membros 
de uma ineąuaęao por um mesmo numero positn o. 
a desigualdade se mantem. 


Dividindo ou multiplicando poi' um mesmo nu¬ 
mero negativo ambos os membros de uma ineąua- 
ęao do tipo >, 5*, < ou a desigualdade inverte o 
sentido. 


Jf EXERCICI06 RES0LVID05 

R.3 Considerando como universo o conjunto dos numeros 
naturais, delemiine o conjunto soluęao da ineąuaęao 
5x - 8 < 3x + 12. 

Resoluęao 

Adicionando 8 a cada membro da ineąuaęao e subtrain¬ 
do 3x de cada membro, obtemos: 

5x - 3x <12 + 8 
2x < 20 

Dividindo ambos os membros da ineąuaęao por 2, ob¬ 
temos: 



:.x< jo 


Assirn, o conjunto soluęao S da ineąuaęao e 
5- {0,1,2, 3,4,5, 6, 7, 8 e 9}. 

R,4 Se o universo do exercfcio anterior fosse o conjunto dos 
numeros reais. qual seria o conjunto soluęao da ineąua¬ 
ęao? 

Resoluęao 

Nao e possfvel explicitar, um a um, todos os numeros re- 
aLs menores que 10. Por isso, representa-se o conjunto 
soluęao S simplesmente por S — {x | x SE IR e x < 10}. 

> 


R.5 Determine o maior numero inteiro i que satisfaz a desi- 

uji 11/.7 

gualdade 1 — —— > — —21 . 

Resoluęao 

Para facilitar a resoluęao, podem os eliminar os denomi- 
nadores, multiplicando ambos os membros da ineąuaęao 
pelo mmc(2, 6) = 6: 

X'-¥Mł-) 

/. 6 - 33 / > 7 - 12 / 

Subtraindo 6 de cada membro da ineąuaęao e adicionan- 
do 12/ a cada membro, obtemos: 

-33/ + 12/ = 7 - 6 

.'. -21/ > 1 

Dividindo ambos os membros da ineąuaęao por —21, 

obtemos t < ——. 

21 

O maior numero inteiro que satisfaz essa desigualdade 
e o —1. 


EXERCICIOS BASICOS 

B.7 Considerando o universo dos numeros inteiros, delermi- 
ne o conjunto soluęao das ineąuaęoes: 

a) 9x - 5(3 - 2x) >7x + 9 

b) 4 y - 5 < 2 (y + 3) + 5v 

c) 6/ - (5/ + 8) ^ 1 - 2(5 - /) 


B.8 Resolver as ineąuaęoes no universo IR: 
2x . _ _x_ 3x 

10 8 


a) 


- 1 


b) 4k - 


3 (k + 2) 


I 


< + 2(1 


3 k) 


c) y - 


1 ~ 3 v 
10 " 2 


d) 2a 


a ~ 4 
2 


A 1 


4 + y 
5 


Exercicios complementares C.4 e C.5 



3. SISTEMA DE EQUAęÓES DO I 2 GRAU 

No capftulo 39 estudafemos os sistemas de eąuaęoes 
do primeiro grau. O objęlivo, agora, e revisar a resoluęao 
de sistemas com duas eąuaęoes e duas incógnitas, o que 
faremos atraves de exercicios resolvidos. 


^ EXERCICiOS RESOLVIDOS 

R.6 Resolver, pelo metodo da substituięao, o sisiema 
x + 2v =4 
2x — 6y = 3 

Resoluęao 

Isola-se uma das incógnitas em ąualąuer uma das eąua¬ 
ęoes, por exemp!o, isola-se x na primeira eąuaęao: 


= 4 - 2 y O0 
\2x - 6v = 3 (U) 
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Substitui-se a incógnita.Y da equaęao (IX) pelo valor de a 
obtido na equaęao (I): 

2(4 — 2y) — 6y = 3 
8 - 4v - 6 y = 3 
-10 y= -5 

i 

• >y— ~2 


Substitui-se v = ~ em qualquer uma das eąuaęoes (I) 


ou (II), por exemplo, em (I): 


a = 4 - 2 ■ 4- 
2 

x — 3 


O conjunto soluęao S do sistema e formado pelo par or- 
denado (x, y) que satisfaz o sistema. isto e: 


$ = 


fi - 
\r 2 


R.7 Resolver. pelo metodo da adięao, o sistema 
i2x + y - -5 
, 3x + 10y = 1 

Resoluędo 

Devemos obter um sistema equivalente a esse, de modo 
que os coeficientes de x ou de y sejam opostos. Por 
esemplo, podemos mulliplicar por -10 ambos os mem- 
bros da pnmeira equaęao: 

J - 20x - 10y = 50 
1 3x + lOy = 1 

Adicionando. membro a membro, as equaęoes desse sis¬ 
tema, obtem-se: 

— 17jc = 51 
x — —3 

Substitui-se x por —3 na equaęao 3x + 10y = 1: 

3 • (-3) + lpy = 1 

y = i 

Temos, entao, como conjunto soluęao S = {(—3, I)}. 


EXERCtCIOS EASIC05 


B.9 Resolver, pelo metodo da substituięao, os sistemas: 


a) 


b) 


a: + 5 y - 3 
2x + 3y = 13 


[ 5x + 3 y = 11 
16x — = 4 


c) 


d) 


2x — 5y 
5.y + 3>> 

3x - 4y 
2 X - 3y 


- 0 
= 4 

= 1 
- 5 


B.10 Resolver. pelo metodo da adięao. os sistemas: 


a) 


3v = 4 


4x + 3 y = 6 

f 9x — 5y = -7 
b) 

[3x - 7y - 3 


c) 


d) 


I 


3a - 2y = 1 
4a + 5_y = 2 

8a ■- 4y — 2 — 1 — y 
3x — 2 = 2y + 6x 


Bill (UFMT) O valor de p no sistema < 


3 P 


JL + JL = 1 


e: 


a) 

b) 


4 

23 

24 


O 

! 

4^ 

. 23 
6) 22 

d) -2 



Exercicios eomplementares C.6 e C.7 



C.2 


C.3 


C.5 


C.6 


C.7 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


(Vunesp) Um clube proinoveu um show de musica 
popular brasileira ao qual compareceram 200 pessoas, 
entre sócios e nao sócios. No total. o valor arrecadado 
foi RS 1.400,00 e todas as pessoas pagaram ingresso. 
Sabendo-se que o preęo do ingresso foi R$ 10,00 e que 
cada sócio pagou metade desse valor, o numero de sócios 
presentes ao show 6: 

a) 80 c) 120 e) 160 

b) 100 d) 140 

(U. Católica de Salvador-BA) Um certo meial e obtido 
fundindo-se 15 partes de cobre com 6 partes de zinco. 
Para obter-se 136,5 kg desse metal, sao necessarios: 

a) 97,5 kg de cobre. d) 41,5 kg de zinco. 

b) 45 kg de zinco. e) 91,8 kg de cobre. 

c) 92 kg de cobre. 

(UFPB) Resolvendo a equaęao 

4(1 — 2x) — 1 — 5x + 3(1 — x) no universo IR dos 
numeros reais, obtem-se como conjunto soluęao: 
a)0 c) (3} e){-3) 

' 4 


b) IR 


d) 


C.4 (Unifor-CE) O menor numero inteiro que satisfaz a 


_ 1 + 7x 2 

mequaęao —-- > x — — e: 


a) -3 

b) —2 


c) -1 

d) 0 


e) 1 


Resolver no universo IR as inequaęoes: 

a) -3(2x - 5) > 1 - 6x 

b) — 3(2x - 5) < 1 - 6x 

(Fuvest-SP) Um casal tern filhos e filhas. Cada filho tern 
o numero de irmaos igual ao numero de imias. Cada Elha 
tern o numero de irmaos igual ao dobro do numero de 
irmas. Qual e o total de filhos e filhas do casal? 
a) 3 b) 4 c) 5 d) 6 e) 7 

(U. Amazonas-AM) Para comemorar a passagem do Ano 
Novo, um clube da cidade ofereceu, a seus associados. 
um baile de reveillon com ceia. Aos sócios foram co- 
brados ingressos de RS 20,00, sendo que os dependentes 
pagaram apenas a metade. Com os 1.200 participantes, o 
clube arrecadou um total de R$ 18.000,00. O numero de 
dependentes presentes no rereillon foi: 

a) 900 c) 720 e) 540 

b) 840 d) 600 
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UNIDADE 


Copftulo 3 

POLINÓMIOS 


1. PRODUTOS NOTAVEIS 

Produlo da soma pela diferenęa de 
dois numeros 

O produto da soma pela diferenęa de dois numeros 
aeb, isto e, ( a 4 b)(a — b),e obtido atraves da proprie- 
dade distributiva: 

(a 4 b)(a — b) = a 2 — Mb 4 Met — b\ ou seja: 

(ć 4 b){a — b) = a 2 - b 2 

Notę, portanto, que o produto da soma pela diferenęa de 
dois numeros e igual ao ąuadrado do primeiro menos o 
quadrado do segundo nu mero. 

Exemplos 

a) (x 4 5)(x - 5) = - 25 

b) (JT 4- 2) {JT - 2) = {J2 ) 2 -4 = 3 

Ouadrado da soma e ąuadrado da 
diferenęa de dois numeros 

O quadrado da soma e o quadrado da diferenęa de 

dois numeros a e b, isto e, (a 4 h) 2 e (a — b) 2 , sao desen- 
volvidos atraves da propriedade distributiva: 


* (a + b) 2 = (a + b){a 4 b) — a 2 + ab + ba + b 2 , ou 
seja: 

(a + bY = a 2 + 2 ab 4- b 2 

Notę, portanto, que o ąuadrado da soma de dois numeros 
e igual ao ąuadrado do primeiro mais o duplo produto 
do primeiro pelo segundo mais o ąuadrado do segun¬ 
do numero. 

• ( a — b) 2 = (a — b)(a — b) = a 1 — ab — ba 4 b 2 , ou 
seja: 

(a - bf = a 2 - lab + b 2 

Notę, portanto, que o quadrado da diferenęa de dois 
numeros e igual ao ąuadrado do primeiro menos o du¬ 
plo produto do primeiro pelo segundo mais o ąuadra¬ 
do do segundo numero. 

Exemplos 

a) (x 4- 3) 2 = x 2 4 2 • x ■ 3 4 - 3 2 = x 2 + 6-r 4 9 

b) (3 1 - 5) 2 = (3 1) 2 - 2 * 3t • 5 + 5 2 = 9t 2 - 30f + t 2 


As relaęoes entre as dilataęóes linear, superficial e uolumetrica 


Aquecendo-se urna barra de ferro, constatam-se aumentos 
no comprimento, na area e no uolume. A essas expansóes na 
barra de ferro sao dados 05 nomes de dflataęao linear, dllata- 
ęao superficial e dilataęao yolumetrica, respectivamente. 
Admitlndo que o comprimento da barra antes do aqueclmento 
seja unitarlo (1) e que a dilataęao linear seja x, podemos 
calcular suas dilataęóes superficial e uolumetrica, respectiua- 
mente, da seguinte maneira: 

(1 4 x) 2 = l 2 4 2 * 1 • x 4 x 2 — 1 4 2x + x 2 
(1 4 x) 5 = p + 3 * l 2 ■ x 4 3 ■ 1 ■* x 2 4 x 5 - 
= 1 + 3x -t- 5x z + x s 

Como os termos X 2 , 3x 2 e x 5 serao multo peguenos em relaęao 
ao valorde cada expressao, podemos desprezados. Por exem- 
plo, se a dilataęao linear e 0,1 cm r a superficial e 0,2 cm 2 e a 
yolumetrica ó 0,3 cm 5 . 



Os vaos que se observam entre as peęas de concreto que 
compóem urna ponte ou viaduto sao chamados de juntas de 
dilataęao. Suas dimensóes sao calcufadas de modo a evitar 
danos a estrutura causados por variaęóes de temperatura. 


W 
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Jf EXERCICIOS 3Ae\C05 

B.l Desenvolva cada lim dos produtos da soma pela diferenęa 
de dois numeros: 

a) (x 4 4)(* - 4) d) (a 3 - 2)(x- + 2) 

b) (y - i)(y +1) e) {Js + 2) {J5 - 2) 

c) (3/ + 5)(3t - 5) f) (2 a/T- l)(2 a/T 4 l) 

B.2 Deseń volva cada um dos quadrados da soma (ou da 
diferenęa) de dois numeros: 

a) (a 4 6) 2 c) Cv _ 3) : e) (2x 4 3_y) 2 

b) (3 k + 2f d) (5 t - 4) 2 f) (* 3 - 7) z 

Exercictos complementares C.1 e C.2 

Aplicaęao de um produto notavel na 
racionalizaęao de denominadores 

No capitulo I t aprendemos a racionalizar denomina¬ 
dores que apresentam apenas multiplicaęao envolvendo 
radical. Agora, vamos estudar a racionalizaęao de deno¬ 
minadores que apresentam adięao ou subtraęao envol- 
vendo raiz cjuadrada. Essa racionalizaęao e obtida atra- 
ves do produto notavel: 

(a 4- b){a — b ) = a 2 — b 2 

Por exemplo, para racionalizar o denominador de 
2 

- — , multiplicamos o numerador e o denominador 

4 + J3 

por 4 - a/T . Observe: 

2 = 2 • (4 - JJ) = 2 • (4 —ą/T ) _ 

4 + a/T (4 + VT)(4 - a/T) 4 2 — i0f f 

2 • (4—VT) _ 8 — 2a/T 
16 - 3 13 

Exercicio complementar C.3 



EXERCICIO 3A5\CO 


B.3 Racionalize o denominador de: 


a) 


2 

3 + a/T 


b) 


5 

a/T - a/2 


c) 


22 

2 a/T + 1 


2. FATORAęAO DE POLINÓMIOS 

Fatorar um numero ou um polinómio significa repre- 
senta-lo sob a forma de um produto. Por exemplo: 

• urna fatoraęao do numero 18 e 6 ■ 3; 

• a fatoraęao completa do numero 18 e 2 • 3 • 3; 

• uma fatoraęao do polinómio 3xy + 3.vz e 3(xy + xz)\ 

• a fatoraęao completa do polinómio 3 xy 4- 3xz = 3 x(y 4- z). 
Atraves dos exercfcios resolvidos a seguir, faremos 

uma breve revisao sobre os principais casos de fatoraęao. 



ILI 


R.2 


EXERCICI06 RESOLVIDOS 

(1° caso de fatoraęao - fator comum) Fatorar polinó¬ 
mio 4 at 4 6x-’y — Sady 5 . 

Resoluęao 

Fatorar esse polinómio significa transforma-Io en: pro¬ 
duto. Para isso, coloca-se era evidencia o mdc emre os 
monómios que o compóem, isto e, o produto dos fatores 
comuns tomados com o menor expoente: 2v : . Assiro. 
temos: 

4a 2 4 6.v 3 y - 8xV = 2a 2 (2 4 3xy - 4x3f) 

(2° caso de fatoraęao - agrupamento) Fatorar o poli- 
nómio 60 a 3 4 24x 2 + 50 a 4 20. 

Resoluęao 

Agrupam-se os termos que tern fator comum, de modo 
que as fatoraęoes desses agrupamentos tambem tenham 
um fator comum. Se isso for possiveJ, o poiinómio pode 
ser fatorado. Observe: 

60.r 3 4 24 a 2 4 50x 4 20 = 

= (60* 3 + 24a 2 ) 4 (50at + 20) = 

v ■ ^v-- i 

= 12a~ 2 (5a 4 2) 4 10(5 a 4 2) = 


= (5jc 4 2)(12x 2 4 10) 

R.3 (3 a Caso de fatoraęao - diferenęa de dois ąuadrados) 

Fatorar o polinómio 9 k 1 - 25. 

Resoluęao 

9k 2 - 25 = (3*) 2 - 5 2 = (3 k 4 S)(3* - 5) 


Diferenęa de Produto da soma 
dois pcia diferenęa das 

ąuadrados bases dos quadrados 


R.4 (4- caso de fatoraęao - trinómio quadrado perfeito) 

Fatorar os polinómios: 


b) 4 1 % -121 + 9 


a) x 2 4 6xy 4 9 y 2 

Resoluęao 

a) x 2 4 6xy 4 9y 2 - 

Soma de dois 
ąuadradosde 
bases a- e 3y 


- X 1 + 2 ■ x ■ 3y 4 (3y) 2 = (x 4 3y) 


Dupio produto 
das bases dos 
ąuadrados 

b) 4t 2 - \2t 4 9 = 

Soma de dois 
ąuadrados de 
bases Ti e 3 


= 2t 2 - 2 • 2f • 3 4 3 2 = 


Quadrado da 
soma das bases 
dos ąuadrados 


Dupio produto 
das bases dos 
ąuadrados 
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EXERCICIOS BASfCOS 




B.4 Colocando em evidenda o fator comum, fatore as ex 
pressoes: 

a) Sab 2 + 10 a 2 b 

b) 5x 2 — 15xv 

c) 3 1 3 - 6 1 1 

d) 6 a l b + Uab> - 3 a 2 b 3 

e) 2 T +1 + 2* + - + 2* 

B.5 Agrupando os termos com fator coniuni, fatore os poli 
nómios: 

a) ac + ad 4- bc + bd 

b) ax + ay — bx — by 

c) xz — yz + xw — yw 

d) 6 ac 4 18 bc 4 10 ad + 30 bd 

e) 12x 3 + 18x 3 4- 4x + 6 

f) 8v 3 - 2v 2 + I2v - 3 

B.6 Fatore cada uma das diferenęas de dois ąuadrados: 

a) a 2 — b 2 

b) - 9 

c) y 2 - 1 

d) 4 - 9z 2 

e) 25 p 2 - 16 q 2 

f ) cd — b 2 Sugestao. Faęa cd — (a 2 ) 2 . 

g) X 6 - y 2 

h) 4 C « _ d 2 

B.7 Fatore os trinómios ąuadrados perfeitos; 

a) a 2 4- lab 4- b 2 e.) t 2 + 2t + 1 

b) - 2 xy + f f) 25v ? - lOy 4 1 

c) 9 a 2 4- 30a + 25 g) a 4 + 6x 2 y 4- 9y 2 

d) 4x 2 - 12t7 + # 

B.8 (UFP1) Fatore o polinómiox 2 -I- 2 xy + y 2 — z 2 . 

(Sugestao. Os tres primeiros termos formatu um trinó- 
mio ąuadrado perfeito.) 


Exsrci'cios compfementares de C4 a C6. 




Propriedade do produło nulo 

O produto de numeros reais e igual a zero se, e 
somente se, pelo menos um dos fatores e igual a zero. 



EXERCICIO RESOLYIDO 


R.5 Resolver em IR a eąuaęao a 4 + 4x 3 - 8.r — 32 = 0. 

Resoluędo 

Fatorando, por agrupamento. o primeiro membro da 
eąuaęao, temos: 

a 4 + 4x 3 - 8x - 32 = 0 *=> x\x 4- 4) - 8(x + 4) = 0 
.‘.(.V 4- 4) (a 4 - 8) = 0 

Pela propriedade do produto nulo conchńmos que pelo 
menos um dos fatores e zero, isto e: 
a- 4- 4 = 0 oua- 3 — 8 = 0. ou seja: 
x 4- 4 — 0 ou x 3 — 8 e, portanto: 

A' — -4 ou x = 2 

Assim. o conjunto solucao S da eąuaęao e S = {—4, 2}. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.9 Atraves da propriedade do produto nulo, resolva as 
eąuaęoes no universo IR: 

a) a 5 — x 4 = 0 (Sugestao. Fatore o primeiro membro.) 

b) x 3 + 3x 2 - 4x - 12 = 0 

B.10 (Mackenzie-SP) A eąuaęao 3x 3 -i- 4x 2 — 3x — 4 = 0 
possui exatamente: 

a) uma raiz irracional. 

b) duas raizes irracionais. 

c) duas raizes inteiras. 

d) tres raizes inteiras. 

e) duas raizes nao reais. 


Exerclcio complementar C.7 





EXERCICIOS COMPLEMENTARES 




(UFMS) A expressao (a + b)(a — b)(a 1 + b 2 ) e igual a: 

a) a A + b A d) a 4 + lab 4 b 4 

b) cd - b Ą e) ad 4- lab 2 - b Ą 

c) a A — lab + b A 

C.2 O polinómio (x 4- 5)(x — 5)(x 2 — 25) e identico a-: 

a) a 4 - 625 d) a 4 - 50x + 625 

b) a 4 + 625 e) a 4 + 50x 2 4 625 

c) x 4 - 50x 2 + 625 

C.3 (PUC/Campinas-SP) Simplificando-se a expressao 


CA 


C.5 


C.6 


C.7 


(Jl + J3 ) + 

a) 10 

b) 25 

c) 10 - 2j6 


1 


5 4- 2 j6 


, obtem-se: 

d) 30 + 2j6 

e) 10 + 4j6 


(Cesgranrio) Fatorando o polinómio 3x 2 — 2xy ~ y 3 
obtem-se um dos fatores igual a: 

a) 3x — y d) x 4- 2_y 

b) 3x 4- y e) 3x — 27 

c) x — 2y 

(Sugestao. Transforme o monómio — 2vx em ~3xy + xy.) 

(F. Santo Andre S.P) Simplifiąue a fraęao 

ac 4 a + bc 4 b 
a 2 — b 2 

(Sugestao. Fatore o numerador e o denominador.) 

(UFMG) O valor numerico da expressao 
X 3 4- 5x 2 + 4x + 20 


5x 2 + 20 

a) 3000000 

b) 460 

c) 2 


, parax = 1495 e: 

d) l 

e) 300 


(UFPI) No universo IR, o conjunto solucao da ineąuaęao 
x 3 - 4x 2 - 9x + 36 A 0 e: 

a) (r E IR |r4 3er 4 4} 

b) {x E IR | x 7^ 3 oii x A 4} 

c) {x E R | x ¥= 3 e x =£ —3 e x =£ 4} 

d) {x E R [ x ¥= 3 ou x # — 3 ou x # 4} 

e) {x E R j x ^ 3 e x =£ —3 ou x A 4} 

(Sugestao. Fatore o primeiro membro da ineąuaęao.) 
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Cctpitulo 4 

CONCLUINDO A REYISAO SOBRE EQUACÓES 


1. EOUACAO DO 2 ° GRAU 

Toda eąuaęao da forma ax 2 + bx + c = 0, em que a , 
hec sao niimeros reais com a A 0, e chamada de eąua¬ 
ęao do 2 Q grau. Quando b — 0 ou c = 0, tem-se urna 
eąuaęao do 2- grau incompleta. 

Qualquer eąuaęao do 2- grau pode ser resolvida atraves 
da formula: 


x = 


—h± Ja 

2 a 


em que A = b 2 — 4 ac 


A expressao A (delta), chamada de discriminante da 
eąuaęao, nos informa se a eąuaęao tem rafzes reais e, no 
caso de exis tirem, se sao iguais ou diferentes. 

Quando A < 0, a eąuaęao nao possui rafzes reais. 

Quando A ^ 0, a eąuaęao possui duas rafzes reais, 
sendo iguais quando A = 0 ou distintas quando A > 0. 

Se e x 2 sao as rafzes da eąuaęao do 2- grau 
ax 2 4- bx 4- ę — 0, entao a soma 5eo produto P dessas 
rafzes sao: 


S = 


a 


P = — 



EXERCICIOS RES0LV1P0S 

Considerando o universo dos niimeros reais, resolva as 
eąuaęoes do segundo grau incompletas: 

a) 4r 2 - 25 = 0 

b) f I 9 “O 

c) x z — 3x = 0 
Resoluęao 

a) Isolando o monomio em i no primeiro membro da 
igualdade, temos: 

4 f = 25 

25 


2 _ 


. t 


.t=± 


25 


Logo, o conjunto soluęao 5 da eąuaęao e 


f- 


b) Isolando o monomio em y no primeiro membro da 
isualdade, temos: 

y 2 — —9 

Como nao existe numero real cujo ąuadrado e nega- 
tivo, conchrimos que o conjunto soluęao S da eąuaęao 
ÓS — 0. 

c) Fatorando o primeiro membro da eąuaęao, obtemos: 

x(x — 3) — 0 

A propriedade do produto nulo garante que “O 
produto de niimeros reais e igual a zero se, e somente 
se. pelo menos uni dos fatores € igual a zero”. Assim, 
temos que: 

x(x - 3) — 0 x = 0 ou x — 3 = 0, ou seja: x = 0 ou 
x = 3. Logo, o conjunto soluęao 5 da eąuaęao e 
S= {0,3}. 

R.2 Resolver, no universo dos niimeros reais, a eąuaęao do 
2° grau 5x 2 — 3x — 2 = 0. 

Resoluęao 

Indentificam-se os coeficientes a,b tc. 
a = 5; b = — 3cc— —2. 

Calcula-se o discriminante A — b 2 — 4 ac. 

A - (-3) 2 —4 • 5 * (-2) = 49. 


Apiica-se a formula resolutivax - 


— b ± JA 


2 a 


x — 


— ( — 3) ± J49 _ 3 ± 7 


2 • 5 

Logo, x — 1 ou x =® 


10 


7 


10 


Conclui-se, entao, que o conjunto soluęao S da eąuaęao 
7 1 




Nota 


1, 


10 


A formula resolutiva tambem pode ser aplicada para 
eąuaęoes incompletas, porem e muito mais simples 
resolve-las como no exercfcio R.l. 

1L3 Obtenha m de modo que a eąuaęao do 2- grau 
3.v 2 — 2x 4 m = 0 nao admila rafzes reais. 

Resoluęao 

A eąuaęao nao admite rafzes reais se, e somente se, 

A < 0, i sto e: 

(—2)2 -4.3. m < o 
Z. 4 - 12 m < 0 
— 12/n < —4 

• ^ 1 

• •> T 

Assim, a eąuaęao nao admite rafzes reais se, e somente 

^ 1 

se, m > —. 

3 
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R.4 Determine k sabendo que a soma das rai ze s da ecjuaęao 
do 2~ grau 5x 2 + Lir — 2 = 0 e 

Resoluęao 

b 

A soma S das rafzes e dada por S — — —, portanto. 

3 k . . 

temos — = — — t ou seja: k — —3. 

h3 J 


R.5 ResoIver o sistema J 

\.x 2 + y 2 -3x H 2 

Resoluęao 

Isola-se uma das incógnitas na equaęao do 1“ grau: 


fx + y = 3=>> = 3 (I) 

[x 2 + y 2 - 3x = 2 (n) 


Substitui-se na equaęao (II) o v£dor obtido na equaęao (T): 

a- 2 + (3 - xf — 3x = 2 

X 1 + 9 — 6x + x 2 — 3x = 2 
2x 2 - 9x + 7 = 0 
A = (-9) 2 - 4 • 2 * 7 = 25 


-(-9) ± J25 
* 2-2 


X = — ou X = 1 


7 

Substituindo x = — na eąuaęao (I) obtem-se 



Substituindo x = 1 na equaęao (I) obtem-se 
>> = 3-1=2. 

Assim, o conjunto soluęao S do sistema e 




EXERCiCIOS BASICOS 


B.1 Considerando o universo dos numeros reais. resolva as 
equaęóes do 2- grau incompletas: 

a) x 2 — 25 = 0 e) 4> 2 + 16 = 0 

b) 3f* ~ 48 = 0 f) x 2 - lx = 0 

c) 9> 2 - I = 0 g) 3v 2 - 2y = 0 

d) 2x- 2 -1 = 0 h) 5 1 1 + 2r = 0 

B.2 Resolva era (R as eąuaęoes: 

a) 3x 2 4- 5x — 2 = 0 

b) f- - 6r + 9 = 0 

c) 2y 2 — 3> + 2 = 0 


d)f 


+ 


3x 


30 + x 
10 


B.3 Para que valores de m a equaęao do 2" grau 
x 2 + 3x + m = 0 nao admite rafzes reais? 


B.4 Determine os valores de k para os quais a equaęao do 2 S 
grau y 2 — ky + 1=0 admita ralzes reais e iguais. 

B.S A equaęao do 2- grau x 2 + 2x + m = 0 admite duas raf- 
zes reais e distintas. Determine os valores de m. 

B.6 A eąuaęao na variavel x, kx l - 5x — 8 = 0 admite rafzes 
reais para que valores reais de kl 


B.7 


B.S 


Sem resolver as eąuaęoes a seguir. calctde a soma e o 
produto de suas rafzes. A partir da soma e do produto. 
tente determinar mentalmente as rafzes de cada eąuaęao. 

a) x 2 - 5x + 6 = 0 c) a- ; 5.v + 6-0 

b) > 2 - 9> + 20 = 0 d) t 2 + 2/ - 8 = 0 


ResoIva o$ sistemas: 


a) 


b) 


x~y - 2 

x 2 + y 2 + y -- 11 

2x + y — 4 
x 2 + x — y - 6 


3x — y = 2 

x 2 — 2v — x = — 2 


Exercicios comptementares de C.1 a C.5 


O numero de ouro 


Grandes artistas como os Itaiianos Michelangeio (1475- 
1564) e Leonardo Da Vlnd (1452-1519) usaram em suas 
obras o retangulo aureo. Esse nome e dado a todo retangu- 
lo em que a razao da maior dimensao c (comprinnento) para 
a menor € (iargura) e igual a razao de ł para c - Ę isto e: 


c e 
e c — i 

c-t 




Dessa iguaidade, chamada de proporęao aurea, surgiu um crlterio estetico muito usado pelos artistas desde 
o quinto seculo antes de Cristo. For exemplo, o Partenon, tempie grego erguido de 447 a 432 a,C., teve seu 
projeto baseado no retangulo aureo. 


5e na proporęao aurea considerar-se como unitario o comprimento c obtem-se — = —^, ou seja: 

u 1 { 

t 2 + t ~ 1 = 0. A raiz positioa dessa eguaęao do 2- grau e chamada de numero de ouro. Determine-a. 



14 


























Fatoraęao do trinómio do 2- grau 

Sendo r, e r 2 as rafzes do trinómio do segundo grau 
ax 2 + bx + c, temos que: 


+ _ b 

r t + r<i — — — 


a 


r i * r 


Assim, o trinómio pode ser fatorado da seguinte maneira: 


ax 2 4- bx 4- c — a 


x> + + -1 = 

rt fl J 


= o[jc 2 — (r, 4- r 2 )x 4- r i r 2 ] = 
= a[x 2 — r, x — 7 - 2 x 4- r ( r 2 ] = 
= a[x(x ~~ r t ) - r 2 (x - r,)] = 
= a(x — r,)(x - r 2 ) 


Temos, entao: 


ax 


2 + bx 4- c = a(x — r,)(x - r 3 ) 





EXERCICiO RESOLViDO 


fBSpi :s.':<5:Ś ' is-* At: 


R.6 Fatorar o trinomio do 2“ gran 5x 2 — 3x — 2. 

Inicialmente determinamos as rafzes do trinómio. As raf¬ 
zes sao os numeros que atribufdos a variavel x anulam o 
trinómio, isto e, 5x 2 — 3x — 2 = 0. 

Temos: 


-(-3) ± V(-3) 2 -4 ■ 5 • ( — 2) 
X 2*5 


X = 1 OU X = — y 

Podemos, entao, apresentar o trinómio na forma fatorada: 
5x 2 - 3x - 2 = 5(x - l)fx - f-y] ] = 

• = 5(,-l)( J r+f) 



EXERCICIOS BASICOS 




B,9 Fatore os trinómios do 2 a grau: 

a) 3x 2 — 5x 4- 2 d) X 2 4 x — 2 

b) 4v 2 4 6y — 4 e)F “2<:+ 1 

c) p 1 — 4p + 3 f) 9z 2 4- 6z 4 1 

2x % — 14 v + ?4 

B.10 (Faap-SP) A expressao —-;————, comx 4 3 e 


x A -3, e iguai a: 
x- 4 


a) 

b) 

c) 


x 2 - 9 

x + 4 


x — 3 

2x- 8 
x + 3 

2x 4 8 


d) 

e) 


x + 3 

x- 2 
x - 3 


x — 3 

xerdcio complementar C.6 


2. EOUAęAO ENVOLVENDO FRAęÓES 

algIbricas 

Fraęao algebrica e loda aquela cujos termos sao poli- 
nómios, sendo o denominador nao constante, por exem- 


plo, 


x 4- 2 


1 


, Os exercicios resolvidos a seguir 


x - 1 5 3 i 1 

tem como objetivo rever a resoluęao de eąuaęoes que 
euvo!vem esse tipo de fraęao. 


EXERCICIOS RESOLYIDOS 



R.7 


Resolver em IR a eąuaęao y 4 yy 


9x 


Resoluęao 

Condięao de existóncia: x A 0. 

O mmc dentre os denominadores 3 2 ,3x 2 e 3 2 x e o produto 
de todos os sens fatores, sendo que dentre fatores repeti- 
dos e escolhido o de maior expoente, isto e: 
mmc(3 2 , 3x 2 , 3 2 x) = 3 2 x 2 — 9x 2 

Multiplicando ambos os membros da equaęao por esse 
mmc, temos: 


9 Kt + 


1 


9x 2 


3x 2 

/. X 2 + 3 = 4x 
x 2 - 4x 4- 3 = 0 
A - (—4) 2 - 4 * 1 * 3 = 4 

(-4) ± Ja 


9x 


. x = 


2 * 1 


x = 3 ou x — 1 


Assim, o conjunto soluęao S da equaęao ś S — {3, ]} 

3 2 3 


R.8 Resofver em IR a equaęao 


■2 _ 


1 


2 4x ~4 x- 

Resołuędo 

Condięao de existencia: X A J 6x4= — 1. 

Para o calculo do mmc dentre os denominadores. fatora- 
mos cada um deles, obtendo: 2,2 2 (x — 1) e (x 4 l)(x — 1). 
O mmc e o produto de todos os fatores desses polinómios, 
sendo que dentre fatores repetidos e escolhido o de maior 
expoente, isto e: 

mmc[2, 2 2 (x — 1), (x 4- l)(x — l)] *= 2 2 (x 4 l)(x — 1) 
Multiplicando ambos os membros da equaęao por esse 
mmc, temos: 


4(x 4- l)(x — i) 


3 


4(x — 1) 

3 


V 2 

= 4(j: + 1 )(jc — 1) * - (j , + \){x — 1) 

6(x4* l)(x - 1) - 2(x 4 l) = 12 
6(x 2 — 1) -2(x+ 1) - 12 
6x 2 - 6 - 2x ~ 2 - 12 = 0 
6x 2 — 2x — 20 = 0 (Para facilitar os calculos, 
podemos dividir por 2 ambos os membros.) 

/. 3A- 2 - x - 10 = 0 
A = (—i) 2 — 4 • 3 • (—10) = 121 




Jm 


2 ■ 3 


X = 2 OUX = — y 


Assim, o conjunto soluęao S da equaęao e 
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UNIDADE 1 



EXERCICIO BASICO 


B.ll Resolva, em IR, as equaęóes: 
5 I l 

8x 2x 2 8 

2 _ i _ 2 

t 2 3/ “ 3 

4 


a) 

b) 


v y t 1 , 

c) ^- — 1 -- 


d) 


3v 2 

1 


-— + 2 = — 

x — 2 x 


^ 1 M 1 

6 2 2ii — 2 


l 


u 2 — 2n 4- 1 


f) 


1 


Exercfcios compiementares C.7 e C.8 

3. EQUAęAO IRRACiONAL 

Eąuaęóes que apreseniam a incógnita sob um radical 
sao chamadas de equaędes irracionais. Atraves do exer- 
cicio resolvido a seguir, faremos uma breve revisao sobre 
esse tipo de eąuaęao. 


EXERCICIO RESOLYIDO 



R.9 


Resolver em IR a equaęao Jlx + 1 + 1 = x. 

R esohtcao 

Inicialmente isola-se o radical em um dos membros da 
igualdade: 

J2x + 1 = jc - 1 (I) 

A seguir, elevam-se ambos os membros a um expoente 
igual ao rndice do radical: 

(J'2x + 1 ) 2 = (x - l) 2 
2x + I = x 2 — 2x + 1 
x 2 - 4x = 0 
x(x - 4) - 0 
x — 0 ou x = 4 

Quando e!evamos a um expoente par ambos os membros 
de uma equaęao. podemos estar transformando em 
verdadeira uma sentenęa que anteriormente era falsa. por 
exemplo, 3 = — 3 e uma sentenęa falsa. mas, elevando os 
dois membros ao quadrado, obtem-se uma sentenęa 
verdadeira, 3 2 = (—3) 2 . 

Isto significa que os candtdatos a raizes, 0 e 4, podem 
nao ser raizes da eąuaęao original. Por isso, devemos 
testar cada um deles para verificar se sao realmente raf- 
zes da equaęao proposla. 

Yerificacao 

■A 

• Substituindo x = 0 na equaęao (I), temos: 

J2 • 0 + 1 =0-1 (Falsa!) 

• Substituindo x = 4 na equaęao (I), temos: 

72-4+1 =4-1 (Verdadeira!) 

Conclutmos, entao, que apenas o numero 4 e raiz da 
equaęao. Logo. o conjunto soluęao S€,S = (4). 




' EXERCICIO BASICO 


B.12 Resolva em R as equaęoes: 

a) 7x 2 + 27 * = x 

b) 7-v - 4 + x = 6 

c) J~t + 6 = — t 

d) 7x+ 8 + 7x =4 Sugestao. Isole a Jx + 8 e 
eleve ambos os membros ao quadrado. 

Exereicio complementar C.9 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


A area de um retangulo, em cm 2 , e 3t z + 5t — 2, e a area 
de um triangulo, em cm 2 , e t 2 — 4. Sabendo que a razao 
da źrea do retangulo para a area do triangulo 6 igual a 8, 
conclui-se que a area do retangulo e: 

a) 40 cm 2 c) 22 cm 2 e) 96 cm 2 

b) 48 cm 2 d) 24 cm 2 

(UFBA) O numero de pacofes de bombons eontidos em 
uma caixa e duas unidades maior que o numero de bom¬ 
bons de cada pacote. Sabendo que a caixa contem 80 bom¬ 
bons, calcule o numero de pacotes que contem a caixa. 

(UFES) Para que valores reais de k o sistema nas variź- 
veis x e y: 

f y = k 

\ x 2 + y + 2x — 3 - 0 

admite como soluęoes dois pares ordenados diferentes 
de numeros reais? 

(UFRS) Para que valores reais de k a equaęao na varia- 
vel x, x 2 + (k — l)x + k 2 — 0 admite raizes reais e iguais? 

(PUC-MG) O valor de k para que a soma das raizes da 
equaęao do 2- gran (k - 3)x 2 — 4 kx + 1 = 0 seja igual 
ao seu produto e: 

1_ 

2 


C.2 


C.3 


C.4 

C.5 


C.6 


C.7 


C.8 


a) 




c) 7 


d >ł 


, 3 

e) T 


(FEI-SP) Calcule o valor numerico da expressao 
x 2 - 7x + 12 


x — 4 


parax= 12.034. 


(PUC-SP) Uma pessoa, em seu antigo emprego. traba- 
lhavax horas por semana e ganhava RS 60,00 pela sema- 
na tinbalhada. Em seu novo emprego, essa pessoa conti¬ 
nua ganhando os mesmos R$ 60,00 por semana. Traba- 
fha, porem. 4 horas a mais por semana e recebe R$ 4,00 

a menos por hora trabalhada. O valor de x e: 

a) 6 b) 8 c) 10 d) 12 e) 14 

(Univali-SC) Uma agencia de turismo organizou uma 
excursao para uma tunna de estudantes. A despesa lotal 
sera de R$ 3.600,00. Como 6 estudantes nao poderao ir 
ao passeio, a parte de cada um aumenlou em R$ 20,00. 
O numero de estudantes e: 

a) 40 b) 28 c) 25 d) 36 e) 30 


C.9 (FEI-SP) Resolva em R a eąuaęao Jx + 7 — Jx - 1. 
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Copitulo 5 

PORCENTAGEM 


Para a fabricaęao de 300 kg de ovos de Pascoa crocan- 
tes foram necessarios 15 kg de nozes e o restante de cho- 
colate. Isso significa que em cada 100 kg de ovos ha 5 kg 
de nozes. 

100 kg 100 kg 100 kg 


S kg de nozes 


5 kg de nozes 


5 kg de nozes 

+: 


+ 


u 

95 kg de chocolate 


95 kg de chocolate 


95 kg de chocolate 


300 kg de ovos de Pascoa 

Podemos dizer, tambem, que em urn ceuto de quilogra- 
mas desses ovos ha 5 kg de nozes, ou seja, a quantidade 
de nozes que compoem esses ovos e de 5 por cento. Ha 
um simbolo matematico para indicar a expressao por 
cento: e o simbolo %. Assim, a quantidade de nozes 
desses ovos e 5% (le-se: cinco por cento). 

A expressao x%, que se le “a - por cento”, e chama- 

x 


da de taxa percentual e representa a razao 
isto e: 

x% = 


100 5 


100 


em que x e um numero real qualquer. 



EXERCICIOS RESOLVIPOS 


c) 0,5% 


R.1 Representar sob a forma de fraęao irredutfvel cada taxa 
percentual: 

a) 20% b) 120% 

Resoluęao 

20 _ 1 
100 5 

120 _ 6 _ 

100 5 

0,5 5 


a) 20% - • 

b) 120% = 

c) 0,5% = 


100 


1.000 


1 

200 


R.2 Representar sob a forma de numero deciinal cada uma 
das taxas percentuais: 
a) 35% b) 0,2% 

Resoluęao 

35 


a) 35% = 

b) 0,2% = 


100 

0,2 

100 


— 0,35 

- 0,002 


R.3 Representar sob a forma de laxa percentual cada um dos 
numeros decimais: 

a) 0,42 b) 2,37 

Resoluęao 

42 


a) 0,42 - 

b) 2,37 = 


100 

237 

100 


= 42% 


= 237% 


Observe, atraves deste exercfcio, que para transformar 
um numero dęci mai em taxa percentual, basta multipli- 
ca-!o por 100 e dividir o produto obtido por 100 (o nume¬ 
ro nao se altera). Observe: 


0,005 = 


0,005 * 100 

100 


05_ 

100 


= 0,5% 


R.4 Representar sob a forma de taxa percentual cada uma das 
fraęoes: 

, 5 ,, 29 

a) ¥ b) T 

Resoluęao 

,5 0,625 *100 62,5 ^ 

a) t = °- 625 = — m — = w = ■ 

h , 29 _ „ _ 5,8 ■ 100 _ 580 _ 

b) "T - 5 ' 8 -100-Too - “ 580% 


R.5 De uma pesąuisa, em que foram entrevisłados 625 estu- 
dantes do curso notumo, concluiu-se que 84% deles traba- 
lham. Quantos, dos estudantes entrevistados, trabalham? 

Resoluęao 

Devemos calcular 84% de 625. Lembrando que a prepo- 
sięao “de ,ł indica multiplicaęao, esse calculo e feito do 
seguinte modo: 

84% • 625 = 0,84 ■ 625 - 525 
Logo, dentre os entrevistados, 525 estudantes trabalham. 

R.6 Dentre os 1.250 medicos que participaram de um con- 
gresso, 48% eram mulheres, Dentre as mułheres, 9% 
eram pediatras. Quantas niulheres pediatras participaram 
desse congresso? 

Resoluęao 

Devemos calcular 9% de 48% de 1.250. O resultado e 
obtido do seguinte modo: 

9% * 48% * 1.250 = 0,09 ■ 0,48 • 1.250 = 54 

Logo, havia 54 mulheres pediatras participaodo desse 
congresso. 

1L7 Para a confecęao de uma peęa metalica foram fundidos 
15 kg de cobre, 9,75 kg de zinco e 0,25 kg de estanho. 
Qual e a porcentagem de cobre dessa peęa? 
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Resoluęao 

A razao da massa de cobre para a massa total da peęa e 
Transfonnando essa razao em taxa percentual, 


temos: 


15 = 0 6 _ 0,6 * 100 


60 


= 60% 


25 — 100 100 

Logo, a porcentagem de cobre contida na peęa e 60%. 

R.8 Na compra de unia camisa tive urn desconto de 12% 
sobre o preęo de etiąueta. Qual era o preęo de etiąueta, 
sabendo que o desconto foi de RS 2,40? 

Resoluęao 

Sendo p o preęo de etiąueta, temos que 12% • p = 2,40, 
ou seja: 

0,12 * p = 2,40 

=20 

Logo, o preęo de etiąueta era R$ 20,00. 

R*9 O preęo de urn produto sofreu urn reajuste de 12%, 
aumentando para R$ 60,48. Qual era o preęo desse 
produto antes do reajuste? 

Resoluęao 

Sendo p o preęo antes do reajuste, temos que 
p + 12% • p = 60,48, ou seja: 

p + 0,12 p — 60,48 
l,12p = 60,48 
60,48 


P ~ 


1,12 


- 54 


Logo, o preęo do produto, antes do reajuste, era 
R$ 54,00. 



B*2 


B.4 


EXERĆ\C\OS 3ke\COS 


Represente sob a forma de fraęao irredulivel cada unia 
das taxas percentuais: 

aj 34% b)3% c) 315% d) 0,8% 

Represente sob a forma de numero decimal cada uma das 
taxas percentuais: 

a) 46% b) 149% c) 0,23% d) 56,83% 

Represente sob a forma de taxa percentual cada um dos 
numeros decimais: 

a) 0,65 c) 0,4 e) 0.003 

b) 1,32 d) 0,09 

Represente sob a forma de taxa percentual cada uma das 
fracoes: 
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b) — 
} 50 


* 12 
c) i“ 


2 

d >T 


- 7 

B.5 (UFPB) Em uma eieięao, um eandidato recebeu — dos 

^ 0 

votos dos eleitores. Portanto, o percentual de votos obddo 
por esse eandidato foi de: 

a) 35% c) 7% e) 27% 

b) 20% d) 14% 

B.6 Em uma assembleia compareceram 120 pessoas, das 
quais 40% eram mulheres. Quantas mulheres estiveram 
presentes nessa assembleia? 


B.7 A populaęao do Japao, no ano de 1998, era de 
125.200.000 habitantes, dos quais 6,7% viviam na 
Capital Toąuio (esses vaiores sao aproximados). Qual 
era o numero de habitantes da Capital japonesa? 


9 

u 


B.8 A tabela mostra a receita das empresas General Motors, 
Ford, Toyota e Yolkswagen no ano de 1997. 



GM 

178 

Ford 

153 

Toyota 

100 

Yolkswagem 

63 


(Fonte: revista Isto E, 13/5/98) 

a) A receita da GM representa que porcentagem da 
receita total das quatro empresas juntas? 

b) A receita da GM representa que porcentagem da 
receita da Toyota? 

c) A receita da VoLk:swagen representa que porcentagem 
da receita da Toyota? 

d) A receita da Ford representa que porcentagem da 
receita da GM? 

B.9 Em um exame vestibular, 15% das ąuestoes eram de 
matematica, das quais 8% eram de geometria. Qual a 
porcentagem de ąuestoes de geometria que compunham 
esse exame? 

B.10 O salario de Luiz e de R$ 1.200,00 mensais. Sua despesa 
mensal consome 80% desse salario, sendo que 45% 
dessa despesa corresponde ao aluguel de sua casa. Qual 
e o valor desse aluguel? 

B.ll Uma propaganda anuncia que um automóvei pode ser 
comprado com unia entrada de 35% do valor total, mais 
10 prestaęoes mensais iguais sem juros. Sabendo que 
essa entrada corresponde a RS 4.900,00, calcuie o valor 
de cada prestaęao. 




EXERCICIOS C0MPLEMENTARE5 


C.l (UFCE) Evandro comprou, na Bolsa de Valores, 25.000 
aęoes da empresa A por RS 50.000,00. Se o preęo destas 
aęoes caiu 9%, determine o preęo de cada aęao após a 
queda. 


C.2 (Unicamp-SP) Uma pessoa investiu R$ 3.000.00 em 
aęoes. No primeiro mes ela perdeu 40% do total investido 
e no segnndo mes ełarecuperou 30% do que havia perdido. 

a) Goni ąuantos reais ela ficou após os dois meses? 

b) Qual foi seu prejufzo após os dois meses, em porcen¬ 
tagem, sobre o valor do investimento inicial? 


A 


18 























C,3 (UFGO) O custo de produęao de um produto e composto 
de 20% de mao-de-obra; 40% de materia-prima; 10% de 
energia eletrica e 30% de outras despesas, como. por 
exemp!o, encargos sociais. Num momento de deseąui- 
lfbrio economico, ocorreram os seguintes reajnstes: 


• mao-de-obra.50% 

• materia-prima.. 100% 

• energia eletrica.75% 

• outras despesas.40% 


Qual foi o acrescimo no custo de produęao do produto? 

C.4 (UFMG) Certa regiao do pafs, cuja area e de 300.000 km : . 
possui 80% de terras cultivaveis, 25% das quais sao 
improdutivas. Essas terras improdutivas deverao ser 
usadas no assentamento de fainilias de agricultores sem 
ten - a. Supondo que cada familia receba 30 hectares 
(1 ha = 10.000 nr) e que o custo do assentamento de 
cada tima delas seja de R$ 30.000,00. o custo total do 
assentamento naąuela regiao, em bilhóes de reais, sera de; 

a) 2,4 e) 6,0 ej 5,8 

b) 0,8 d) 4,8 

Lembrete. Dentre os multiplos e submultiplos do m 1 
cada unidade vale 100 vezes a unidade imediatamente 
inferior. por exemplo, 1 m 2 — 100 dni-. 

C,5 (PUC-MG) Um comerciante elevou o preęo de suas 
mercadorias em 50% e divulgou, no dia seguinte, urna 
remarcaęao com desconto de 50% em todos os preęos. O 
desconto realmente concedido em relaęao aos preęos 
originais foi de: 

aj 40% cj 32% ej 25% 

b) 36% d) 28% 

C.6 (U. Católica de Salvador-BA) Hoje, 50% da produęao de 

urna fabrica de sucos e de suco de caju e 50%' ć de suco 
de maracuja. Se a produęao de suco de caju aumentar em 
10% ao mes e a de suco de maracuja aumentar em 20% 
ao mes, daąui a dois meses a porcentagem de suco de 
maracuja produzido. em relaęao ao total produzido no 
mes, sera de. aproximadamente: 

a) 52% c) 57,3% e) 72% 

b) 54,3% d) 60,5% 

C.7 (Fuvest-SP) O preęo de certa mercadoria sofre, anual- 
mente, um acrescimo de 100%. Supondo que o preęo 
atual seja RS 100,00, daąui a tr£s anos o preęo sera: 
aj RS 300,00 dj R$ 800,00 

bj R$ 400,00 e) R$ 1.000,00 

c) R$ 600,00 

C.8 (Fuvest-SP) No dia 1 - de setembro, foi aberta uma cader- 
neta de poupanęa e depositada uma quantia x. No dia 
1 Q de dezembro do mesmo ano o saldo era de 
R$ 665.500,00. Sabendo que. entre juros e correęao mo- 
netaria, a caderneta ren den 1 0% ao mes. qual era a quan- 
tia x, em milhares de reais? 

a) 650 c) 550 e) 450 

b) 600 d) 500 

C.9 (Unifor-CEJ No mes de outubro, devido a crise atual, o 
dono de uma confecęao reduziu os preęos de setembro 
em 10%. Nao obtendo o aumento de vendas desejado, 
em novembro os preęos foram novamente reduzidos em 
10%. Após essa segunda reduęao. quem compra agora 
um Yestido por R$ 145,80 esta economizando, em rela¬ 
ęao ao preęo de setembro, a ąuantia de: 
a) RS 36,45 cj R$ 32.00 e) R$ 29,16 

bj RS 34,20 d) R$ 30,61 


C.10 (EnemJ Unia escola de ensino medio tern 250 alunos que 
estao matriculados na l a , 2- ou 3 i serie. 32% dos alunos 
sao homens e 40% dos homens estao na l~ serie. 20% 
dos alunos matriculados estao na 3 a serie, sendo 10 alu- 
nos homens. Dentre os alunos da 2 a serie, o numero de 
mulheres e igual ao numero de homens. 

A tabela a seguir pode ser preenchida com as informa- 
ęoes dadas: 



v- 

2 ? 

KB 


Mulłier 

a 

b 

c 

a + b + c 


d 

e 

f 

d + e +/ 

|^gj| 

a + d 

b + e 

C +/ 

250 


O valor de a e: 

a) 10 c) 92 e) 120 

b) 48 dj 102 

C.ll (EnemJ O aiumfnio se fundę a 666 °C e ć obtido a custa 
de energia eletrica. por eletrólise — transformaęao reali- 
zada a partir do óxido de aiumfnio a cerca de 1.000 °C. 
A produęao brasileim de aiumfnio. ano de 1985, foi da 
ordem de 550.000 toneladas, tendo sido consimidos 
cerca de 20 kWh de energia eletrica por ąuilograma do 
metal. Nesse mesmo ano, estimou-se a produęao de rest- 
duos sólidos urbanos brasileiros formados por metais 
ferrosos e ndo-fenosos em 3.700 t/di a, das quais 1,5% 
estima-se corresponder ao aiumfnio. 

(| Dados adaptatlos del FIGUEIREDO, P. J. M. A sociedade 
do lixo: residuos, a ąuestao energetica e a crise ambiemal. 
Piracicaba. Unimep. 1994.J 

Suponha que uma residencia tenha objecos de aiumfnio 
em uso cuja massa total seja de 10 kg (panelas, jimetas. 
latas etc.). O consumo de energia eletrica mensal dessa 
residencia € de 100 kWh. Sendo assim, na produęao des- 
ses objetos ut iliz ou-se uma ąuantidade de energia eletrica 
que poderia abastecer essa residencia por um periodo de: 

a) 1 mes. cj 3 meses. e) 5 meses. 

b) 2 meses. dj 4 meses. 

C.12 (EnemJ Muitas usinas hidroeletrieas estao situadas em 
barragens. As caracteristicas de algumas das grandes 
represas e usinas brasileiras estao apresentadas no 
quadro abaixo. 


Usina 

Area 

alagada 

(km 1 } 

Potencia 

(MW) 

Sistema 

hidrograUco 

Tucuruf 

2.430 

4.240 

Rio 

Tocantins 

Sobradinho 

4.214 

1.050 

Rio Sao 
Francisco 

Itaipu 

1.350 

12.600 

Rio Parana 

Ilha 

Solteira 

1.077 

3.230 

Rio Parana 

Fumas 

1.450 

1.312 

Rio Grandę 


A razao entre a area da regiao alagada por uma represa e 
a potencia produzida pela usina nela instalada e uma das 
forrnas de estimar a relaęao entre o dano e o beneiieio 
trazidos por um projeto hidroeletrico. A partir dos dados 
apresentados no quadro, o projeto que mais onerou o 
ambiente em tennos de area alagada por potencia foi: 
aj Tucuruf. c) Itaipu. ej Sobradinho. 

b) Fumas. d) Ilha Solteira, 
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Capftulo 6 


1. GENERALIDADES SOBRE ANGULOS 
Classificaęao 

A 

a) Angulo geometrico e todo aąuele cuja medida e mai- 
or que 0 W e menor que 180°. Por comodidade omitire- 
mos o termo geometrico, chamando-o simpiesmente 
de angulo. 



angulo reto angulo agudo angulo obtuso 

(90*) (a <90°) (a >90°) 




anguios opostos 
► peios vertice 
(«■?[« 



AÓBe BÓC tem um lado comum 
e a mtersecęao de seus interiores 
e vazia, por isso sao chamados 
de adjacentes. 


Nota 

Se m{AÓB ) = ni(BÓC), a semi-reta OB ó chamada de 
bissetriz angulo AOC. 


b) Angulo nao geometrico e todo aąuele cuja medida e 
maior ou igual a 180°, ou e menor ou igual a 0°. 

< -- — -■ * —) - -► -> 

angulo raso angulo de uma angulo nuto 

(180*} volta (360*) (0°) 

No estudo da trigonometria voce vera outros exempjos 
de anguios nao geometricos. 


2. ANGULOS FORMADOS POR DUAS 
RETAS PARALELAS E UMA 
TRANSVERSAL 

Duas retas coplanares res sao paralelas se, e somente 
se. nao tem ponto em comum ou tem todos os seus pontos 
em comum. 


Notas 

1. Indicaremós por AÓB um angulo de vertice O e la- 
dos O A e OB. A medida desse angulo sera simbolizada 
por m (AÓB). 

2. Dois anguios de medidas iguais sao chamados de 
anguios congruentes. Indica-se a congruencia de dois 
Anguios AÓB e C VD por AÓB = CVD. 

3. Duas retas r e s que tem um tinico ponto em comum 
(retas concorrentes) sao perpendiculares quando for- 
mam anguios retos entre si, Indicamos essa perpendi- 
cularidade pelo simbolo r _L s. 


Pares de anguios 



r | retas paralelas distintas 
r Ire scoplanares e m s — 0 

s J 


1 retas paralelas coincidentes 

{rDs=r=s) 


Indicamos que r e paralela a s pelo simbolo r / s. 

Duas retas r e s , paralelas distintas, e uma transversal 
t detemiinam oito anguios geometricos, conforme figura. 
Dois quaisquer desses anguios ou sao suplementares ou 
sao congruentes: 





r 




s 


a 


suplementares 
K a + p = 180* 


9 






















a 


correspondentes 


altemos < 


intemos 


= e 

b = / 
c = g 
d = h 

' b = h 
c = e 


externos 


a = g 
f=d 


colaterais < 


intemos - 


b + e 
c + h 


externos 


’ a + f 
d + g 


180 ° 

180 ° 

180 ° 

180 ° 


Nota 

Se uma reta transversal t determina com duas retas co- 
planares, rej, angulos altemos congruentes, entao r jj s. 

jP EXERCICIOS BASICOS BBHBHH 

B.l (PUC-SP) Urn angulo mecie a metade de seu comple- 
mento, entao esse śingulo mede: 

a) 30° c) 45° e) 68“ 

b) 60° d) 90° 


B.2 A medida x de urn angulo tem 80° a mais que a medida 
de seu suplemento. Determine a:. 

B,3 Quatro retas, r, s, i, u, de um piano, concorrem eni um 
mesmo ponto, sendo r _L s e t _L u. Um angulo agudo for- 
mado por r e u mede 36°. Obtenha a medida de um an¬ 
gulo obtuso determinadoporr es. 

B,4 (PUC-SP) Se r e paralela a s, entao a e p meclem, respec- 
tivaniente: 

a) 120° e 60° o ,-- 

b) 100° e 80° 

c) 108° e 72° 

d) 150° e 30“ 

e) 140° e 40° 

’/ 

B.5 Determine a medida x do angulo ABO da figura abaixo, 
sabendo que AB jj CD. 



Exercicios complementares de C.1 a C.3 



Angulo, para que te quero? 


(/oceja se perguntou como 05 nauegantes calculam 
a latitude (medida em graus ao norte ou ao sul do equa- 
dor) e a longitude (medida em graus a leste ou a oeste 
do meridiano de Cjreenwich)? 

Ao norte ou ao sul do equador sao tomadas como re- 
ferenclas as estrelas Fdlaris e blgma Octan tis, respec- 
tiuamente. Essas estrelas podem ser conslderadas 
como pontos do eixo de rotaęao da Terra, e os seus 
rafos de luz que Incidem sobre a "stiperffde do nosso 
planeta podem ser conslderados paralelos. 

Ao norte do equador, um navegador, com o auxilio de 
um sextante, mira a estrela Polaris e obtem a medida a 
do angulo que esse raio vlsual forma com o piano do ho- 
rizonte. Essa medida e a latitude do ponto em que se en- 
contra. A figura abaixo explica o porque. 



Piano do 
ho rizonte 


Estrela * 
Polar ! 


t Estrela 
i Polar 


A medida do an¬ 
gulo central AÓB 
e igual a medida 
do angulo deter¬ 
minado pelo ob- 
servador. 


' Analogamente, ao sul do equador em relaęao a estrela 
bigma Octantls. 


A longitude e calculada leuando-se em conta que a 
Terra gira de oeste para leste 360° em 24 horas, ou se- 
Ja, 15° por hora. Convenclonou-se assoclar a medida 0° 
ao meridiano que passa pelo observatório de Green- 
wlch, na Inglaterra. Assim, por exemplo, um navegador 
que possul um relóglo marcando 18 h, horarlo de Gre- 
enwlch, no Instante em que observa o bot sobre o me¬ 
ridiano local (meio-dla local), conciui que sua longitude 
e 90° a oeste. 

Atualmente, metodos mais modemos para o calculo 
de latitude e longitude permltem \ziagens ate sob gelei- 
ras polares, sem nenhuma referenda uisTuel. 


Entrada do observató- 
rio de Greenwich. O 
mostrador do relógio 
da foto apresenta 24 
divisóes. uma para 
cada hora do dia. 
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3. GENERALIDADES SOBRE POLIGONOS 

Nomenclatura e elementos de um 
polfgono 

Polfgono e um conjunto de segmentos de reta coplana- 
res tais que; 

• cada extremidade de qualquer um deles e extremidade 
de dois e apenas dois deles; 

• dois segmentos consecutivos quaisquer, dentre eles. 
nao sao colineares. 



A tabela a seguir mostra os nomes que recebem os po- 
lfgonos, conforme o seu numero de lados (ou de vertices). 


Numero cle lados 
(Numero de vertices) 

Nome do polfgono 

3 

Trisingulo 

4 

Quadrilatero 

5 

Pentagono 

6 

Hexagono 

7 

Heptagono 

8 

Octógono 

9 

Eneagono 

10 

Decagono 

11 

Undecagono 

12 

Dodecagono 

13 

Tri decagono 

14 

Tetradecagono 

15 

Pentadecagono 

16 1 

Hexadecagono 

17 

Heptadecagono 

m 

Octadecagono 

19 

Eneadecagono 

20 

Icosagono 


Aos poligonos com mais de 20 lados nao daremos 
nomes especiais, nos referindo a eles explicitando o seu 
numero de lados. 


Poligonos convexo$ 

Observe que a reta r que contem o lado AB do penta- 
gono abaixo deixa os demais lados contidos em um mes- 
mo semi piano de origem r: 



O mesmo acontece com a reta que contem qualquer 
um dos outros lados. Por isso, dizemos que esse pentago- 
no e convexo. 

Um polfgono e eonvexo se, e somente se, a reta 
que contem qualquer um de seus lados deixa os de¬ 
mais lados contidos em um mesmo semiplano de ori¬ 
gem nessa reta. 

Observando o polfgono ABCDEFG, constatamos que 
ele nao e convexo, pois a reta r que contem o lado AB nao 
deixa os demais lados contidos em um mesmo semiplano 
de origem r. 



Polfgono regular 

Um polfgono convexo que possui todos os lados con- 
gruentes entre si e todos os angulos internos congruentes 
entre si e chamdo de polfgono regular. 

Exemplos 


Quadrilatero 

regular 

<quadrado) 



A Triangulo regular 
(triangulo eguilatero) 



Hexagono regular 
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4. TRIANGULOS 
Classificaęao 

a) Quanto aos angulos 


Hipotenusa 





Cateto 

A \ 




/ \ 


Cateto 




Triangulo 


Triangulo 

Triangulo 

retangulo 


acutangulo 

obtusangulo 

{um angulo 


(os tres angulos 

(um angulo 

interno reto) 


internos agudos) 

interno obtuso) 

b) Quanto aos lados 






Triangulo 

equilatero 

(os tres iados 
congruentes 
entre si) 


Triangulo 
isósceles 
(dois lados 
congruentes 
entre si) 



com medidas 
diferentes entre si) 


Eiementos de um triangulo 

a) Altura de um triangulo e o segmento de reta que liga 
um vertice ao lado oposto, perpendicularmente. 



b) Bissetriz interna de um triangulo e o segmento de 
reta contido na bissetriz de um angulo intemo, ligando 
um vertice ao lado oposto. 



c) Mediana de um triangulo e o segmento de reta que 
liga um vertice ao ponto medio do lado oposto. 



d) Mediatriz de um triangulo e a reta perpendicular a um 
dos lados pelo ponto medio. 



Angulos em um triangulo 

a) Soma dos angulos internos de um triangulo 

Consideremos um triangulo qualquer ABC cujos angu¬ 
los A, B e Ć tem medidas a, p e 0. respectivamente; 

B 



B 


traęando por B a reta DE paralela a AB, determinamos an¬ 
gulos altemos congruentes; 


B 



B 


como o angulo DBE e raso, concluimos que 
a + p + 0 = ISO 0 , isto e: 

A soma das medidas dos angulos internos de um 
triangulo qualquere 180°. 

b) Teorema do angulo extemo de um triangulo 

Na figura abaixo, o angulo BAD e adjacente e suple- 
mentar de um angulo intemo do triangulo ABC; por isso, 
BAD e chamado de angulo externo desse triangulo. 



Sendo a e (8 as medidas dos angulos internos C e B, 
respectivamente, e indicando por e a medida do angulo 
extemo relativo ao yertice A temos: 


B 



Logo, 


a + p + 180° - e = 180° 
e = a + |3 


isto e: 


A medida de um angulo extemo de um triangulo 
e igual a soma das medidas dos angulos internos nao 
adjacentes a ele. 
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O Floco de heve: um polTgono fractal 

O termo "fractal" foi criado em 1975 por Benoit 
Mandelbrot, pesqui5ador da IBM e autor de trabalhos 
plonelros sobre a Geometria rractal. (...) 

A caracterfstlca principal de urna iinha ou de uma 
figura fractal e a repetięao de padroes: o desenho vl- 
sTvel numa determinada estala repete-se sucessit/a- 
mente em escalas cada uez menores. (...) 

Um exemplo Interessante de polTgono fractal e o 
que representa um floco de neve no piano, 5ua 
construęao e relatiuamente simples. Parte-se de um 
triangulo equilatero e dlvidem-se seus lados em tres 
partes iguais. Em cada um dos lados, apaga-se a par¬ 
te do meto e constról-se, com base no segmento 
central (que fol apagado), um nouo triangulo equila- 
tero de lado igual a 1/5 do primftiyo. Entao, sobre 
cada lado resultante repete-se o processo anterior 
t/arlas t/ezes, como mostram as figuras a segulr: 



(...) 

Jose Domingos Vasconcelos. Desenhando um fractal piano, site 
Estadao na escola. 

Para ler o texto na integra consulte o site Estadao na escola 
(www.estadao-escola.com.br), clicando em "Sugestóes de ati- 
vidades", "Matematica" e "Desenhando um fractal piano". 



EXERCICIOS BASICOS 



B.6 As medidas em graus, dos angulos intemos de um trian¬ 
gulo sao A', 2a e 3 a. Quanto mede o menor angulo interno 
desse triangulo? 



X 



2x 


B.7 Um angulo agudo de um triangulo retangulo mede o qua- 
druplo da medida do outro angulo agudo, Quanto mede o 
menor angulo interno desse triangulo? 

B.8 (Fuvest-SP) No retangulo, o valor, em graus, de a + |3 e: 

a) 50 d) 130 

b) 90 e) 220 

c) 120 



1 


Nota 

Retangulo e todo ąuadrilatero que possui os quatro an¬ 
gulos retos. 

B.9 Determine a medida do angulo externo relativo ao verti- 
ce C do triangulo abaixo: 


A 



B.10 As diagonais que “partem” de um mesmo vertice de um 
polfgono convexo dividem-no em triangulos. Multipii- 
cando por 180° o numero de triangulos, obtem-se a soma 
das medidas dos angulos internos do polfgono convexo. 
Por exemplo, as diagonais que partem de um mesmo ver- 
tice de um hexagono convexo dividem-no em 4 triangu¬ 
los. Observe: 



Portanto, a soma S i das medidas dos angulos intemos 
desse polfgono e: 

S ; = 4 * 180° - 720° 

Raciocinando desse modo, calcule a soma das medidas 
dos angulos intemos de um polfgono convexo de: 

a) 4 lados (quadrilatero); 

b) 5 lados (pentagono); 

c) 8 lados (octógono). 

B.ll As diagonais que “partem” de um mesmo vertice de um 
polfgono convexo de n vertices dividem-no em n — 2 tri¬ 
angulos: 


Ai 



Como a soma dos angulos intemos de cada triangulo e 
180°, conclmmos que a soma S, dos angulos internos de 
um polfgono convexo de n lados e: 

= 180° (n ~ 2) 

Usando essa formuła, calcule a soma dos angulos inter¬ 
nos dos seguintes po liga nos convexos: 

a) quadrilatero c) hexagono 

b) pentagono d) decagono 
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B.12 Quanlo mede cada angulo interno de um hexdgono re¬ 
guł ar? 

B.13 Um tingulo adja- 
cente e suplemen- 
tar de um angulo 
interno de um po- 
Lfgono convexo e 
c h a m ado de an¬ 
gulo externo. 

Em relaęao a cada 
vertiee temos dois 
angulos externos 

opostos pelo vertice, Considerando apenas um desses 
angulos em cada vertice, prove que a soma S e dos angu¬ 
los externos de um poligono convexo e S Ł . — 360°. 
Sugestao. Use a fónnula do exercfcio B. 11 e observe 
que um angulo extemo e o angulo interno adjacente sao 
suplementares. 

B.14 Quanto inede cada angulo extemo de um decagono re- 
gular? 

xercicios complementares de C.4 a C.11 


C.5 No quadriIatero a seguir, a medida p e igual ao quihtuplo 
da medida a. 


f EXERCICiOS COMPLEMENTARES 

C.l (UnB-DF) A figura mostra as medidas a, b e c dos angu¬ 
los assinalados, sendo AB / CD. 

Nessas condięoes. pode-se afirmar que: 

a ) a + b + c = 360* a _ b 

b) b = a + c 

c) b — c — a 
d )a + b= 180° 
e) a = b + c 

C.2 (FGV-SP) Considere as retas r, jr, t, u, todas num mesmo 
piano, com r / u, confomie Figura. O valor em graus de 
2x + 3 y ć: 



a) 64° 

b) 500° 

c) 520° 


C.3 Determine a me¬ 
dida x do ansulo 

W 

DEF da figura 
ao lado, sabendo 
que AB / EF . 


e) 580 




C.4 (Fuvest-SP) Na figura abaixo os angulos a, b, c, d me- 

x 3 x 

dem, respectivamente, —■, 2x, e x. O angulo e e 

reto. Qual e a medida do angulo/? 

a) 16° 

b) 18° 

c) 20° 

d) 22° 

e) 24° 




a) Determine a medida ot. em graus. 

b) Determine a medida de um angulo formado pelas bis- 
setrizes dos angulos de medidas a e (3. 

C.6 Um triangulo ABC e retangulo em A, e um dos outros an¬ 
gulos intemos mede 40°. Determine a medida do angulo 
formado pela altura e pela bissetriz relativa ao vertice A. 

C.7 (Fuvest-SP) Considere um triangulo ABC tal que a altura 
BH seja interna ao triangulo e os angulos BAH e HBC se- 
jam congruentes. Determine a medida do angulo ABC. 

C.8 O angulo extemo relativo ao vertice A de um triangulo 
ABC mede 100°. As medidas dos angulos internos Be C 
estao na razao 2 para 3. nessa ordem. Determine a medi¬ 
da do angulo extemo relativo ao vćrtice B. 

C.9 Determine as medidas a* e ,y na figura abaixo: 



C.10 (Vunesp) No triangulo ABC da figura BD € bissetriz do 
angulo interno B, e CD e bissetriz do angulo extemo re- 
lativo ao vertice C. Determine a medida do angulo inter¬ 
no A. 

D 



C.ll (UFRJ) No hexagono regular. o angulo AFB mede; 

a) 60° 

b) 30° 

c) 40° 
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Copitulo 7 

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS 


1. CONCEITUACAO 

Imagine dois triangulos recortados em cartolina, de 
modo que seja possfveI eolocar um sobre o outro para que 
cada ponto de qualquer um deles coincida com algum 
ponto do outro; 





B = £ 


(0 sfmbolo =deve 
ser lido "coincide' 1 ) 


C=F 


Isso só e possfvel se para cada angulo de qualquer um 
dos triangulos existe um angulo congruente no outro; e 
para cada lado de qualquer um dos triangulos existe um 
lado congruente no outro. Sob essas condięoes dizemos 
que os dois triangulos sao congruentes. 

Definięao 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, 
existe urna correspondencia biumvoca que associa 
os tres vertices de um dos triangulos aos tres verlices 
do outro, tal que: 

I) angulos com vertices correspondentes sao con¬ 
gruentes; 

II) lados opostos a vertices correspondentes sao 
congruentes. 

A D 



MFC = A DEF ** 


Notas 

1. Ao indicar a congruencia por 

A ABC = A DEF 

estamos afirmando que os vertices A, B. C sao, respecti- 
vamente, os correspondentes dos vertices D, E. F. 

2. Lados opostos a vertices coiTespondentes sao cha- 
mados de lados correspondentes. 


2. CASOS DE CONGRUENCIA DE 
TRIANGULOS 

A definięao de congruencia de triangulos exige que 
sejam obedecidas seis condięoes; tres congruencias entre 
lados e tres entre angulos. Porem, escolhendo adeąuada- 
mente algumas dentre essas seis condięoes, percebemos 
que, se elas forem obedecidas, as outras tambem o serao. 
Qualquer conjunto formado por urna quantidade minima 
de condięoes capazes de garantir a congruencia de dois 
triangulos e chamado de caso de congruencia. A seguir 
apresentamos os casos principais. 

Caso LAL (lado, angulo, lado) 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, tern 
dois lados e o angulo compreendido por eles, respecti- 
yamente, congruente. 



C E 



AB = DE 
B=E « AABC = A DEF 


BC = EF 

Caso ALA (angulo, lado, angulo) 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, tern 
um lado e os angulos adjacentes a ele, respectivamente, 
congruentes. 


/ 

a 

A 

C E 

F 

X .., t . 

A = D 

AB m DE 

B fr 

■ 

B = E e ^ 

AC = DF 

B = E 

.Ć - F 

BC = EF 

'BC = EF • 






A ABC s A DEF 


Caso LLL (lado, lado, lado) 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, tern 
os tres lados, respectivamente, congruentes. 
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BC = EF 


A ABC = A DEF 


AC ss DF 

* 


Caso LAA„ (lado, angulo, angulo oposto) 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, tem 
um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto a esse 
lado, respectivamente, congruentes. 


Jr exercicio6 e>ks\coe 

B.l 0 g uadriMtero AB CD e um parał dogram o, tslo e, 
AB//DCgAD//BC. 





Mostre que os triangulos ABD e CDB sao congruentes. 
(Basta identificar um dos einco casos de congruencia.) 


B 



-i 


C 



BC - EF 
B = E 

,W‘ L 

A = D 


<f> A ABC = A DEF 


F 


Nota 

Dessa congruencia temos que AB = DC e AD = BC. 
Conclufmos, entao, a importante propriedade: 


Em um paralelogramo. dois lados opostos quais- 
quer sao congruentes. 


Caso RHC (Angulo reto, hipotenusa, cateto) 

Dois triangulos retangulos sao congruentes se, e so¬ 
mente se. tem a hipotenusa e um cateto, respectivamente, 
congruentes. 


D 


Vv 


B 


1 


C E 




B e E sao retos 


AC = DF 


AB = DE 


<=> A ABC - A DEF 


Determinacjo da rota na navegaęao 

aerea 


B.2 No quadrilatero piano ABCD tem-se que AB = DC e 
AD = BC. 



Mostre que os triangulos ABD e CDB sao congruentes. 
(Basta identificar um dos cinco casos de congruencia.) 

Nota 

Dessa congruencia, temos que: 

• ABD 'ss BDC, logo AB / DC: 

* ADB m DBC, logo AD // BC. 

Conclufmos, entao, a importante propriedade: 

Todo quadrilatero piano, em que dois lados opos¬ 
tos quaisquer sao congmentes. e um paralelogramo. 

B.3 O quadri!atero ABCD e um paralelogramo. 


Voando para um certo ponto, um aviao 5 ofre um 
desuio quando recebe um uento iateral. Por Isso, a 
rota deve ser corriglda. Em princfpio isso e conseguido 
atraves de um paralelogramo ABCD no qual a veloci- 
dade, a direęao e o sentido do uento sao represen- 
tados peio lado AB: a rota direta ao ponto em que se 
quer chegar e representada pela dlagonal AĆ; e a 
uelocidade, a direęao e o sentido que se imprimem 
ao aviao sao representados peio lado AD, conforme 
a figura 1. 5e a correcao riao for feita, comete-se o 
erro mostrado na figura Z. 


figura 1 



0 aviao esta em A ; AC e a direęao 
do objetivo;,ADe a direęao que se 
imprime ao apareiho para que a 
resultante o leve a meta. Se isso 
nao forfeito com eterem os o erro 
mostrado na figura seguinte. 


Figura Z 



O aviao esta emĄ-^Bea 
direęao do vento; AC a dire¬ 
ęao da meta. 0 vento desvia 
o aviao que, em vez de se 
dirigir para seu objetivo, se- 
gue a resultante AD. 



Mostre que os triangulos AMB e CMD sao congruentes. 

Nota 

Dessa congruencia, temos que: 

• AM = CM , logo M e ponto medio de AC. 

• BM = DM , logo M e ponto medio de BD. 
Conclufmos, entao, a importante propriedade: 

0 ponto de cmzamento das diagonais de um 
paralelogramo e o ponto medio de cada urna delas. 


B.4 O ąuadrilatero ABCD e um retangulo, isto e, tem os 
ąuatro angulos retos. 



A 
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Nota 

Dessa congruencia, temos que AC = BD. 

Conciufmos, entao. a importante propriedade: 

As diagonais de um retangulo sao congruentes. 

Observe que um retangulo tambćrn e paralel ogramo, 
portanto, valem para o retangulo as propriedades dedu- 
zidas para o paralelogramo. 

B.S O quadrilatero piano ABCD e um ą 

losango, isto e, tem os ąuatro lados 
congruentes enlre si. 

Mostre que os triangulos AMD, AMB, 

CMD e CMB sao congruentes entre si. 

Nota 

Dessa congruencia. temos que: 

• AMD = AMB = CMB = CMD, 
logo. cada um desses angulos e reto, 
pois a soma de suas medidas e 
360°. 

* MAB ~ MAD, MCB = MCD . MBA = MEC e 
MDA = MDC. 

Conciufmos, entao, as importantes propriedades: 



As diagonais de um losango sao perpendiculares 
entre si. 


As diagonais do losango estao conddas nas bis- 
setrizes dos angulos internos. 

Notas 

1. Um losango tambem e um paralelogramo, e, portanto, 
valem para o losango todas as propriedades do parale¬ 
logramo. 

2. Um quadrado e um quadrilatero piano que possui os 
quatro lados congruentes e os quatro angulos retos. 
Logo, o quadrado e paralelogramo, e retangulo e 
tambem e losango; e, portanto, valem para o quadrado 
todas as propriedades conclmdas nos exercfcios de 
B.l aB.5. 

B.6 Na figura ao lado, C e ponto 
medio de cada um dos seg- 
mentos AE e BD: e as medi¬ 
das indicadas estao na mes- 
ma unidade de comprimento. 

a) Determine o numero x. 

b) Qual e a posięao relativa 
das retas AB e DE1 
Por que? 


Exercfctos complementares de C.1 a C.6 

3. PROPRIEDADES DO TRIANGULO 
ISÓSCELES 

Como vimos, um tnangulo e isósceles ąuando tem 
dois lados congruentes. Esse tipo de triangulo possui 
algumas propriedades que merecem destaąue, devido a 



sua grandę aplicacao na resoluęao de problemas. Para 
facilitar a compreensao dessas propriedades. eonvencio- 
namos que em um triangulo isósceles o vertice conium 
aos lados congruentes e chamado de vertice do triangulo 
isósceles e o lado oposto a esse vertice e chamado de base 
do triangulo isósceles. Desse modo, temos que: 

Os angulos da base de um triangulo isósceles sao 
congruentes. 


A mediana, a bissetriz e a altura relativas a base 
do triangulo isósceles coineidem. 


A mediatriz relativa a base de um triangulo isós¬ 
celes contem a mediana, a bissetriz e a altura relativas 
a essa base. 


Para justificar essas proprieda¬ 
des, vamos traęar a mediana AM re- 
lativa a base BC de um triangulo 
isósceles ABC: 

Pelo caso LLL de congruencia 
de triangulos temos que A AMB = 
= AAMC. Conseqiientemente: 

I) ABM — ACM, ou seja. os angu¬ 
los da base do triangulo isósce¬ 
les sao congruentes. 


A 



Base 


_ A, _ 

U) BAM et CAM, e, portanto, a mediana AM coincide 


com a bissetriz interna relativa ao vertice do triangulo 


isósceles. 

HI) AMB m AMC e m (AMB) + m (AMQ - 180° 

Logo, cada um dos angulos AMB e AMC e reto, 
portanto, a mediana AM coincide com a altura relativa 
a base do triangulo isósceles. 

IV) A altura relativa a base do triangulo isósceles e 
perpendicular a essa base no ponto medio M. Logo, 
essa altura esta conti da na mediatriz relativa a essa 
base. Como a altura coincide com a mediana e com 
a bissetriz relati vas a base, temos jusdficada a ultima 
propriedade. 

Valem tambem as reciprocas dessas propriedades, isto e: 


Se um triangulo possui dois angulos internos con- 
gruentes, entao ele e isóceles. 


Se a mediana relativa a um lado de um triangulo 
coincide com a bissetriz ou com a altura relativa a 
esse lado. entao esse triangulo e isósceles. 


Se a mediatriz relativa a um lado de um triangulc 
contem a mediana, a bissetriz ou a altura relativa i 
esse lado, entao esse triangulo e isósceles. 
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EXERCICIOS 3A6\C05 


B.7 


No Irian gulo ABC da figura 
lem-se que AB = AC. Deter- 
mine a medida x t em graus. 

Nota 

A medida de urn segmento 
AB e indicada por AB (sem o 
traęo). 


A 



B.8 No triangulo 
isósceles de 


base BC da 
figura, deier- 
mine a medi¬ 
da do anguio 

A 

interno A. 



B.9 Determine a medida de cada anguio agudo de um trian- 
gulo retangulo isósceles. 


BJO Na figura ao lado, 
os pontos A.DtC 
sao colineares e 
AD ~ BD. Deter- 
min e a medida x, 
em graus. 



A 

B.ll (Fuvest-SP) Num triangulo isósceles um anguio A mede 
100°. Qual e a medida de um anguio agudo formado 
pelas aituras que nao passam pelo vćrtice A? 



Cratera de Barringer, Arizona, EUA 



Vista interior da cratera. 

B.15 O triangulo ABC i isósceles de base BC e Mi ponto me- 
dio da base. Determine a medida do anguio ABC. 



B.12 Qu anto mede cada anguio interno de um triangulo 
eąuilatero? 

B.13 (Vunesp) O tri¬ 
angulo ABC da 
figura e eąuila¬ 
tero. Os pontos 
M e N e os pon¬ 
tos P e Q divi- 
dem os lados a 
que pertencem 
em tres segmen- 
tos de reta de 
mesma medida. Nessas condięóes, calcule: 

a) a medida do Sngulo MPQ (vertice P); 

b) a medida do anguio BMQ (vertice M). 

B.14 Ha milhares de anos, um meteorito com mais de um 
milhao de toneladas chocou-se com o solo no Arizona, 
EUA, fonnando urna enorme cratera (Cratera de Barrin¬ 
ger). Para medir o diametro dessa cratera, um geólogo 
fixou dois pontos A e B. extremos de um diametro da 
cratera, e caminhou 1.260 m, apartir do ponto A, perpen- 
diculannente a AB, ate um ponto C tal que m(AĆfi) - 45°. 
Qual e a medida do diSmeiro ABl 


A 



B.16 Niun triangulo retangulo ABC . um ponto D da hipote- 
nusa AC e tal que os angulos DAB e ABD tem a mesma 
medida. Sabendo que AC - 10 cm, calcule a medida do 
segmento BD. 

Exercicios complementares C.7 e C.8 

4. PROPRIEDADE DA MEDIANA 
RE ŁATWA A HIPOTENUSA DE UM 
TRIANGULO RETANGULO 

Dentre as varias propriedades do triangulo retangulo, 
vamos destacar uma. decorrente do conceito de congru- 
encia de triangulos, que afirma: 

Em todo triangulo retangulo, a mediana relatiya 
a hipotenusa mede metade da hipotenusa. 


B 



M (Ponto medio) 


C 


AM = 


BC 

2 




29 




















UNIDADE 2 


Para entender o porąue dessa 
propriedade, construa o retan- 
gulo ABDC e suas diagonais: 


As diagonais de urn retangulo 
sao congruentes e o ponto 
comum as duas e ponto me- 
dio de cada urna. Logo, esse 
e o ponto medio, M, da hipo- 
tenusa do triangulo ABC'. 

AD 




Como 


AM = 


2 concluimos que 


AD = BC 


AM = 


BC 



• EXERCICIOS BASICOS 


e 



B.17 Na figura, M 
6 ponto m 6- 
dio da hipote- 
nusa do trian¬ 
gulo retangu¬ 
lo ABC, e o 
angulo CBM 
mede 40°. 

Determine as medidas x e y, em graus, 

B.18 (E. E. Maua- A 

SP) No trian¬ 
gulo ABC , re¬ 
tangulo e m A, 
a allura AH 
forma angulo 
de 10° c om a 
mediana AM. B 
Calcutar as medidas dos angulos intemos do triangulo 
ABH. 

Exercicios complementares C.9 e C.10 


f EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Duas montanhas tem alturas 600 m e 400 m em relaęao 
a um terreno piano e horizontal, sendoA eB os “centros” 
das bases; e D e E seus topos, conforme figura. 

D 

\ 

E 




600 m 


400 m 


C.2 


A B 

Sobre um ponto C do segmento AS, sera construido 
um posjo_de observaęao da guarda florestal, tal que 
CD = CE e m(DĆE) = 90°. Calcule as medidas dos 
segmentos CA e CS. 

A reta r e mediatriz 
do segmento AB. 

Mostre que qual- 

quer ponto de r -8 

equidista de 4 e S. Ponto medio 


Sugestao.Tome um ponto P qualquer da mediatriz, 
P # M (pois M com certeza equidista dos eztremosA e B) 
e tracę os segmentos PA e PB. 

C.3 As tres mediatrizes de um triangulo concorrem em um 
mesmo ponto chamado de cireuncentro do triangulo. 
Mostre que o cireuncentro equidista dos tres vertiees do 
rii angulo. 

Sugestao. Use a propriedade deduzida no exercicio 
anterior. 

C.4 A semi-reta 
OC e bisse- 
triz do §n- 
gulo AOB. 

Mostre que 
quatquer 
ponto dessa 
bissetriz equidista dos lados do angulo. 

Sugestao. Tome um ponto P,P # O, qualquer da bisse- 
triz e tracę, a partir dele, segmentos perpendiculares aos 
lados do angulo. 

C.5 As bissetrizes intemas de um triangulo concorrem em um 
mesmo ponto I chamado de incentro do triangulo. Mos¬ 
tre que o ponto I equidista dos tres lados do triangulo. 
Sugestao. Use a propriedade deduzida no exercfcio 
anterior. 

C.6 (UFES) No triangulo ABC da fi- A 

gura, tem-se que AD = CF = BE 
e DC ss FB = EA , Prove que o 
triangulo DEF e equilatero. 





C.7 (Fuvest-SP) Na figura, 
AB — BD = CD. 
Entao: 

a) y = 3x 

b) y — 2x 

c) x + y= 180° 

d) .v - y 

e) 3x = 2 y * 

C.8 Na figura, ABCD e 
um ąuadrado e 
BCE e um triangu¬ 
lo equilatero. De- 
termine a medida 
do angulo CED. 


C.9 Calcule a medida do angulo formado pela altura e peia 
medianarelativas a hipotenusa de um triangulo retangulo 
que possui um angulo interno de 20°. 

C.10 (UnB-DF) Na figura abaixo. calcule a medida do angulo 
AMD, sabendo que M e ponto medio de BC. 
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Cctpftulo 8 

A PROPORCAO E A GEOMETRIA 


1. TEOREMA DE TALES 


A famosa frase “Co- 
nhece-te a ti mesmo", 
dita por Tales de Mileto 
(624 a.C. - 548 a.C.), ca- 
racteriza bem o homem 
que mereceu de Aristóte- 
les o comentario: “Para 
Tales a ąuestao primordi- 
al nao e o que sabemos, 
mas como o sabemos”. 

Tales e considerado o 
primeiro filósofo grego e 
e, tainbem, o primeiro ho¬ 
mem da historia a quem 
se atribuem descobertas 



Tales de Mileto 
(624 a.C. - 548 a.C.). 


matematicas especfficas, embora, antes dele, ja houvesse 
um grandę conhecimento matematico. Um dos teoremas 
associados ao nome de Tales trata da proporęao entre seg¬ 
mentos de reta, conforme e descrito a seguir. 

Consideremos tres retas paralelas p, q, r “cortadas 
por duas transversais set: 


s t 



Dizemos que dois segmentos das transversais s e t sao 
correspondentes quando seus extremos pertencem as mes- 
mas paralelas. Por exemplo: AE t DF sao correspondentes, 
pois seus extremos pertencem as mesmas paralela s p e q\ 
analogamente sao coiTespondentes EG e FH. AG e OH. 

Tales demonstrou que a razao entre dois segmentos 
de uma mesma transversal e igual a razao entre os seg¬ 
mentos correspondentes na outra transversal, isto e: 

AE _ DF GE _ HF 

~EG " FH GA HD 

A_E _ etc. 

AG DH 


Se tres ou mais retas paralelas concorrem com duas 
retas transversais, entao a razao entre dois segmentos 
de uma mesma transversal e igual a razao entre os 
segmentos correspondentes da outra transversal. 


Escaias termometricas 

A escaia Celsius adota, sob pressa o normal, o va- 
ior 0 (zero) para a temperatura de fu sao do gelo e o 
valor 100 (eem) para a temperatura sob a qual a 
agua entra em ebullęao. fia escaia Fahrenheit, sao 
atribuTdos os ualores 52 e 212 a essas temperatu- 
ras, respectluamente. Os sTmbolos °C e °F tndicam 
graus Celsius e graus Fahrenheit, respeetlvamente. 
Aplicando o teorema de Tales podemos transformar 
medldas de uma dessas escaias para a outra, por 
exemplo, para transformar 54 °C em graus Fahre¬ 
nheit, agimos da segulnte manelra: 



212 °F 


32 °F 


Termómetro grsduado nas escaias 
Fahrenheita Celsius. 



MF _ M’F' _ 10 0 ~ 0 . 212 - 52 
r/p “ H'F' ^ 75 - 0 x - 32 

.*.*•= 167 

Logo, 75 °C equlv/atem a 167 °F. 



EXERC1CI0S BASIC06 


B.l Determine a medida x em cada figura: 
a )r//s//t 




Esse teorema pode ser generalizado para mais de tres pa¬ 
ralelas. como segue. 
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“forma”. Por isso, dizemos que essas figuras sao seme- 
Ihantes. 


b) r // s //1 



ć)r ff sft 



d) r / s 



Sugestao. Pelo ponto comum as transversais, tracę 
urna reta / paralela as relas r e s. 

e) /■ / .s 



B.2 Detemaine as medidas x, y e z na figara abaixo, sabendo 
que x -I y -1- z = 12 e que fjj s //(// u. 




2. SEMELHANCA DE FIGURAS PLANAS 

Imagine a figura contida em um eslaide projetada so- 
bre uma tela colocada a duas distancias diferentes do pro- 
jetor, e em planos de projeęao paraielos. As imagens pro- 
jetadas terao tamanhos diferentes, porem, terao a mesma 



Um dos conceitos mais importantes da geometria e o 
de seinellianca de figuras planas. Intuitivamente, duas 
figuras planas sao semelhantes quando tem a mesma for¬ 
ma, mas nao, necessariamente, o mesmo tamanho. 

Exemplos 

a) Dois quadrados quaisquer sao figuras semelhantes. 


Nota 

Se os quadrados tiverem o mesmo tamanho, entao eles 
sao congruentes. A congruencia e um caso particular da 

semelhanęa. 

b) Dois retangulos só sao semelhantes quando seus lados 
sao proporcionais. 


5 cm 

8 cm 


10 cm 


16 cm 


3. SEMELHANCA DE TRIANGULOS 

O conceito intuitivo de semelhanęa e muito importan- 
te, porem, devemos formaliza-lo. Para isso, adotamos a 
definięao a seguir, 

Definięao 


Dois tiiangulos sao semelhantes se, e somente se, 
existe uma correspondencia biunfvoca que associa os 
tres vertices de um dos tiiangulos aos tres vertices do 
outro, tal que: 

I) angulos com vertices correspondentes sao congru¬ 
entes: 

U) lados opostos a vertiees correspondentes sao pro¬ 
porcionais. 



A 
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Notas 

1. Ao indicar a semelhanęa por AABC — &DEF esta- 
mos afumando que os vertices A. B e C sao, respectiva- 
mente, os correspondentes dos vertices D, Ee F. 

2. Lados opostos a angulos correspondentes sao cha- 
mados de lados correspondentes. 

3. A razao entre dois lados correspondentes e chamada 
razao de semelhanęa. 


Casos de semelhanęa de triangulos 

A definięao de semelhanęa de triangulos exige que se- 
jam obedecidas seis condięoes: tres congruencias e tres 
proporcionalidades. Porem, escolhendo adeąuadamente 
algumas dentre essas seis condięoes, percebemos que, se 
elas forem obedecidas, as outras tambeni o serao, Qual- 
quer conjunto formado por uma quantidade minima de 
condięoes capazes de garantir a semelhanęa de dois trian- 
gulos e chamado de caso de semelhanęa. A seguir apre- 
sentamos os casos principais. 


Caso AA (angulo, angulo) 

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, tem 
dois angulos respectivamente congruentes. 



D 



Caso LAL (lado, angulo. lado) 

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, tem 
dois lados, respectivamente, proporcionais; e sao congru¬ 
entes os angulos formados por esses lados. 


A D 



Caso LLL (lado, lado, lado) 

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, tem 
os tres lados, respectivamente, proporcionais. 


A D 




EXERdciORESOLVIDO 



R.l 


Determine a me- 
dida do lado AB 
do iriangulo ABC 
ao lado, sabendo 
que BAC = DBC. 



Resoluęao 

Separando os triangulos ABC e BDC, e observando que 
BAC = DBC e BĆA = BCD ( C e angulo comum aos dois 
triangulos), conclufmos que AABC ~ A BDC (caso AA). 
Marcando angulos congruentes com o mesmo numero 


de tracinhos, tem os: 


c 

Para montar a proporęao entre as medidas dos lados. co- 
locamos como numeradores as medidas dos lados de um 
mesmo triangulo e em cada denominador colocamos o 
correspondente do numerador (lados correspondentes 
sao lados opostos a angulos congruentes), isto e: 



Logo, o lado AB inede 8 cm. 

Um pequeno projeto de hidrśulica 

Dois chacareiros, que moram em um mesmo lado 
de um rto, fizeram uma sociedade na compra de uma 
bomba d'agua que sera instalada em um ponto do rio 
e servire as duas residtmcias AeB, conforme a figura. 
Decidiram instalar a bomba em um ponto do rio de 
modo que gastassem o minimo possiyel com enca- 
namento. O engenhelro contratado para executar o 
projeto determinou o ponto ideał para a instalaęao da 
bomba de acordo com o raclocTnlo descrito a seguir. 



Inlcialmente, o engenhelro determinou o ponto S', 
simetrico de 6 em relaęao ao rio. O menor compri- 
mento de um encanamento ligando o ponto A ao 
ponto B' e a medida do segmento AS'. Como os tri¬ 
angulos (IBP e (1B'P sao congruentes, tem-se que PB' 
= PB, portanto, o menor comprimento de um enca¬ 
namento ligando A a um ponto do rio e deste ao pon¬ 
to S e a soma das medidas AP e PB, Da semelhanęa 
entre os triangulos AhP e B'ffP tem-se a proporęao: 



50 

100 


x 

300 -~x 



Logo, o ponto ideał e aguele que dista 100 m de M. 
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" EXERCICIOS BASICOS 

B.3 No triangulo ABC , abą*xo, o segmento ED e paralelo a 


BC. Determine as medidas de AE e AD. 



B.4 Na figura abaixo, AB / DE. Determine as medidas x e v, 



B.5 (Fuvesl-SP) Na figura, o triangulo ABC e retangnlo em 
A, ADEF e um quadrado, AB - 1 e AC ~ 3. Quanto 
mede o lado do quadrado? 

a) 0,70 B 

b) 0,75 

c) 0,80 D 


d) 0,85 

e) 0,90 



E 





-i 

F 


B.6 (Fuvest-SP) Dados 

MBC = BAC. AB — 3, BC = 2, AC — 4, entao, MC e 
igual a: 

a) 3,5 

b) 2 

c) 1,5 

d) 1 

e) 0,5 



B.7 No triangulo ABC, abaixo, M e N sao pontos medios de 
AB e AC, respectivamente. 



a) Mostre que os triangulos ABC e A MN sao semelhan- 
les (basta identificar um caso de semelhanęa). 

b) Qual a posięao relativa entre as retas MN e BC1 Por 
que? 

c) A medida do segmento MN equivale a quanto da me- 
dida BC? 


Nota 

O segmento que une os pontos medios de dois lados de 
um triangulo e chamado de base media do triangulo. Re- 
solvendo o exercfcio B.7 voce concluira a importante 
propriedade: 

Cada base media de um triangulo e paralela a um 
dos lados e mede metade desse lado. 


B.8 As tres medianas 
de um triangulo 
se eruzam em um 
mesmo ponto G 

chamado de ba- b 

ricentro do tri¬ 
angulo. Mostre que o ponto G divide cada mediana na 
razaó 2 para 1. 

Sugestao. Desenhe duas medianas AM e BN de um tri¬ 
angulo ABC e tracę a base media MN. 

B,9 (U. F. Juiz de Fora-MG) O penmetro do triangulo ABC, 

abaixo. e 18 cm. O penmetro do triangulo cujos vertices 
sao os pontos medios M, N e P dos lados do triangulo 
ABC e: 

A 

a) 12 cm 

b) 8 cm 

c) 15 cm 

d) 8 cm 

e) 9 cm 




B.10 Na figura, a reta 
r passa pelo pon¬ 
to medio M do 
lado AB e e para¬ 
lela ao lado BC. 
Mostre que o 
ponto N, onde r 



intercepta AC, e ponto medio de AC. 

Nota 

Desse exercfcio. conclui-se a importante propriedade: 

A reta que passa pelo ponto medio de um dos la¬ 
dos de um triangulo, e e paralela a um dos outros la¬ 
dos, intercepta o terceiro lado no ponto medio. 


8 


M 


N 


B.ll Trapezio e todo 
quadrilatero que 
possui dois lados 
paralelos. Esses 
lados sao chama- 

dos de bases do trapezio. No trapezio A BCD, acima, a 

reta r passa pelo ponto medio M do lado AD e e paralela 

as bases AB e DC. Mostre que o ponto N, onde r inter- 

_ __ jb x rn 

cepta BC, e ponto medio de BC e MN — --——. 

Sugestao. Tracę uma diagonal do trapezio e use a pro¬ 
priedade da base media de um triangulo. 
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Nota 

O segmento MN e chamado de base media do trapezie. 
Desse exercfcio e do fato que existe urna unica reta que 
passa por M e N, concluimos a imporiante propriedade: 

A base media de urn trapezio e paralela as bases 
do trapezio e sua medida e a media aritmetica das 
medidas dessas bases. 


B.12 As bases AB e DC do trapezio abaixo medem 6 cm e 
10 cm, respectivamente. M,N,PzQ sao pontos medios 
dos segmentos AD, BC,AM e BN, respectiyamente. Cal¬ 
cu le a medida de cada um dos segmentos MN e PQ. 


A B 



Exerctcios ćompiementares de C.4 a C.8 


A razao de semelhanęa 

Yimos que a razao de semelhanęa de dois triangulos e a 
razao enlre as medidas de dois lados correspondentes. Po¬ 
rem, existem outras maneiras para se calcular essa razao, 
por exemplo, a razao entre alturas correspondentes e igual 
a razao de semelhanęa, conforme demonstraęao a seguir. 

Consideremos que AABC — A DEF: 



A razao de semelhanęa do triangulo ABC para DEF e 
o numero k tal que: 


AB _ BC_ 
DE EF 


AC 

DF 


(I) 


Traęando as alturas correspondentes AH e DL temos 
pelo caso AA que os triangulos ABHeDEI sao semelhantes; 



logo, temos que: 

AH 

Dl 


AB 

DE 


m 


Em (I) observamos que 


AB 

DE 


demos concluir que: 



k, logo, em (II), po- 


ou seja, a razao entre as alturas correspondentes AH e DI 
e a razao de semelhanęa entre os triangulos. Analoga¬ 
mi ente, pode-se demonstrar que a razao de semelhanęa se 
mantem para dois quaisquer comprimentos correspon- 
dentes: medianas, bissetriz, perfmetros etc. 



EXERCICIOS BASI COS 



B.13 Sabendo que A ABC ~ ADEF, determine a medida da al- 
tura DI. 



B.14 No triangulo ABC o segmento ED e paralelo a BC. Cal- 
cule a medida da altura do triangulo AED. relativa ao 
lado ED. 


A 




4. RELAęÓES METRICAS NO TRIANGULO 
RETANGULO 

No triangulo retangulo ABC 


A 



temos que: 

• b ecsao as medidas dos catetos; 

• oea medida da hipotenusa; 

• h e a medida da altura relativa a hipotenusa; 

•me a medida da projeęao ortogonal do cateto AB sobre 
a hipotenusa; 

• «ea medida da projeęao ortogonal do cateto AC sobre 
a hipotenusa. 



Yamos demonstrar as seguintes relaęoes metricas: 


ah — bc 
cr = am 
an 

ch — bm. 
bh = en 
h 2 = mn 

n 2 = b 2 + c- (Teorema de Pi tagoras) 
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Demonstraęoes 

O triangulo retangulo ABC pode ser separado em Ires 
triangulos semelhantes entre si. 

A 

c b 




"X. 


B 



B m H 

Assim, temos: 

A ABC ~ A/m 
logo. 



ah — bc 
c 2 = am 
ch — bm 


A HAC & 


b z — z/n 
ah = bc 

bh = c« 

AHAC fi Ą- = A = « 

b n h 


bh = ot 
f/z — bm 
h 2 — rnn 

Para demonstrar o Teorema de Pitagoras, basta adicio- 
nar. membro a membro, as relaęoes b : = cm e c 2 = ani , 
obtendo: 

/z 2 4 r 2 = an 4- am 
b 2 4- c 2 = a(n 4- m) 

como n + m — o, coneltifmos que: 

ft 2 .4- c 2 - a 2 


Calculando o comprimento de um tunel a 
ser construTdo 

Para calcular o comprimento f de um tunel que 
sera construTdo Ugando dois pontos A e 6 da base de 
uma montanha, pode-se usar o Teorema de Pitago¬ 
ras. Considera-se no piano da base da montanha um 
ponto C tal que (A A CB e medem-se as distandas 
CA ~ x e CS = y, conforme a figura. Atraves do Teo¬ 
rema de Pitagoras obtem-se o comprimento 




EXERCICIOS BASICOS 




B.15 Determine as medidas a. h, m e n no triangulo retangulo 
ABC , abaixo. 


a 


B.16 Calcule a medida 
da altura relativa ao 
lado BC do triangu¬ 
lo isósceles: 



B 8 cm 


C 


B.17 Sendo M o ponto 

rnedio do lado BC do triangulo isósceles abaixo, calcule 
a distancia entre M e o lado AC. 

A 



Nota 

A distSncia entre um ponto P e uma reta r e a medida do 
segmenlo PQ. perpendicular a r, com O £ r. 


B,18 No triangulo re¬ 
tangulo ABC ao 
lado, AM e a me¬ 
diana rei at i va a hi- 
potenusa, e AH e 
a altura. Calcule a 
medida do seg- 
mento HM. 



B.19 No triangulo retangulo ABC abaixo. calcule a medida da 
projeęao ortogona! do cateto A C sobre a hipotenusa. 

A 



B.20 Calcule a medida de uma diagonal de cada um dos qua- 
drados abaixo. 






a 


B,21 Calcule a medida de uma altura de cada um dos triangu¬ 
los eąuilateros abaixo. 



Exercieios complementares de C.tO a C.15 


> 
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Jl EXERCiClOS COMPLEMENTARES 

C.l Determine a medida y, na figura abaixo, sabendo que 
x + z = y e que r jj s jj t [ u. 



C.2 Tres terrenos tem frentę para a rua A e para a rua B, como 
mostra o esquema. As divisas laterais s5o perpendicula- 
res a rua A. Qual a medida da frente para a rua B de cada 
lote, sabendo que a frente total para essa rua e i 80 m? 



C.3 A distancia entre duas retas para! elas 6 a medida do seg- 
mento perpendicular a ambas e com exlremos pertencen- 
tes a elas. Sabendo que as retas r, s e / da figura abaixo 
sao parał elas e que a distancia entre /• e s 6 6 cm, calcule 
a distancia entre set. 



C.4 


(Cesgranrio) O iosango ADEF e,sta inscrito no triangulo 
ABC. como mostra a figura. 



Se AB M 12 m. BC = 8 m e AC = 6m,a medida a do 
lado do Iosango e: 

a) 4 m c) 2 m e) 8 m 

b) 3 m d) 5 m 


C.5 (UnB-DF modificado) Na figura a seguir, os triangulos 

retangulos ABC e BDE sao congruentes, C e ponto me- 

_ CF 

dio de BD e AB = 40 cm. Calcule a razao „ _ . 

BF 

A 



C.6 Um trecho reto AB de ujna estrada mede 1.800 m. Nesse 
trecho ha tres satdas: A. D e B. que ligam, em linha reta, 
essa estrada a uma eidade C. conforme figura. 


A D B 



C 


Sabendo que CB — 1.200 m e que BAC = DĆB , calcule 
a distancia entre os pontos Dc B. 

C.7 (UFRS) As diagonais de urn quadrilatero ABCD medem 
12 cm e 16 cm. O ąuadrildtero cujos vertices sao os pon¬ 
tos medios M, N,Pe Q dos lados do quadrilatero ABCD 


tem penmetro: 


a) 42 cm 

b) 40 cm 
e) 26 cm 

d) 28 cm 

e) 19 cm 



C.8 


(UFAĆ) A figura representa um trapezie cujas bases AB 
e DĆ medem 6 dm e 10 dni. Sendo M e N pontos medios 
dos lados AD e BC, conclui-se que a medida do segmen- 


to PQ e: 

a) 3 dm d) 2,8 dm 

b) 2 dm e) 3,2 dm 

c) 3,1 dm 



C.9 (Fuvest-SP) No triangulo aculangulo ABC. a base AB 
mede 4 cm e a altura relaliva a essa base tambem mede 
4cm. MNPQ e umretangulocujos vertices MeN perten- 
cem ao lado AB. P pertence ao lado BC eOao lado AC. 


c 



AM NB 


O penmetro desse retangulo, em cm, e: 

a) 8 b) 12 c) 14 d) 16 e) 18 


C-10 Calcule o permietro do trapezio isósceles ABCD abaixo. 


A 4 cm B 



Not a 

Um trapezio e isósceles quando tem dois lados nao para- 
lelos congruentes. 
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C.ll Urn marceneiro cortou uma tabua retanguiar 
de 75 cm de comprimento por 20 cm de 
largura. separando-a em dois trapezios 
congruentes. 

20 cm 


75 cm 

Sabendo que o comprimento do corte foi de 25 cm, cal- 
cule a medida da base menor de urn dos trapezios. 

C.12 (Fuvest-SP) A figura representa um retango]o ABCD e 
um losango AECF com E no lado BC e F no lado AŻ). 



A F D 



Se AB = 15 cm e BC = 25 cm, entao a medida, em cen- 

tfmetros. de um lado do losango e: 

a) 13 b) 14 c) 15 d) 16 e) 17 


C.13 (UFMG) Em um triangulo ABC, retangulo em A, com 
AB — 5 cm e AC =12 cm, um ponto P do cateto AB 
dista 3 cm da reta BC. Calcule a distancia entre os pon- 
tos A e P. 

C.14 Os catetos de um triangulo retangulo medem 6 cm e 
8 cm. Calcule a medida da mediana relativa a hipotenusa 
desse triangulo. 

C.15 Em um triangulo ABC , retangulo em A. tem-se que 
AB ~ 18 cm e AC = 24 cm. Calcule a distancia entre o 
lado AC e o baricentro G desse triangulo. 


C.16 (PUC-RJ) Seja A6C um triangulo eąuilatero de lado 1 cm 
em que Ot o ponto de encontro das alturas. Quanto mede 
o segmento AO? 


w 
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Ccipftulo 9 

CIRCUNFERENCIA E CIRCULO 


1. CONCEITUAęAO 


Consideremos uma aber- 
tura do compasso tal que a 
distancia entre a ponta de gra- 
fite e a ponta seca seja 5 cm. 
Ao fixar a ponta seca em urn 
ponto C da folha de cademo e 
desenhar uma linha com a 
ponta de grafite, fazendo-a 
gir ar uma volta completa em 
tonio do ponto C, estamos 
marcando todos os pontos da 
folha que distam 5 cm de C. 
Essa linha e chamada de cir- 
cunferencia de centro C e 
raio 5 cm. 



Sendo C um ponto de um piano a er uma medida 
positńa. chama-se circunferencia de centro C e raio 
r o eon junto dos pontos do piano a que distam de C 
a medida r. 


Circunferencia 



Ponto exterior 
a circunferencia 

Ponto pertencente 
a circunferencia 


Ponto interior 
a circunferencia 


A reuniao de uma circunferencia com o conjunto 
de seus pontos interiores e chamada de circulo. 



Arcos e cordas 


Dois pontos A e B de uma 
circunferencia dhidem-na 
em duas partes chamadas 
arcos. O segmento de reta 
AB e chamado de corda. 
Uma corda que passa pelo 
centro C da circunferencia e 
chamada de diametro. 



AB 

AB 


Circunferencia: a curva que renolucionou 

o mundo 

Sentado a belra do fogo, o homem pre-histórtco 
vislumbrava a lua cheia e via em seu contorno uma 
grandę circunferencia. Algo que lembrava as figuras 
formadas pelas ondas provocadas na agua quando 
atlraua uma pedra no lago. A forma circular era tao 
presente que ate nos oihos de seus companheiros la 
estaua eia, absolutamente perfeita. 

A adoęao da circunferencia no cotidlano da huma- 
nidade foi um passo natural: inventou-5e a roda. A 
partir dal, mais e mais aplicaęóes dessa forma geo- 
metrica vem fazendo parte da nossa uida. 

Observe a sua volta os cTrculos e circunferencias 
presentes em quase todo tipo de maauina automó- 
ueis, auloes, radares, relógtos etc. Notę os paralelos 
e meridianos utillzados para demarcar o nosso plane¬ 
ta. Enflm, procure e voce encontrara circunferencias 
em lugares inlmaginaueis. 

Irwenęóes espetaculares surgiram com a idela de 
circunferencia. Por exemplo, ate o ano de 1930 os la- 
boratórios de felca nuclear dispunham de acelerado- 
res de particulas apenas na forma llnear, Esses apa- 
relhos sao compostos por uma sequencla de eietro- 
dos ocos dispostos em linha reta, atraues dos quais 
particulas sao aceleradas utilizando-se uoltagem al- 
ternada. O inconv/enlente desse tipo de acelerador e 
que necessitam de uma extensao muito grandę para 
se consegulr altas uelocldades das partlculas. Por vol- 
ta de 1930, o ffsico americano Ernest O. Lawrence 
contornou essa dlficuldade, inventando o dclotron, 
no qual as partlculas sao aceleradas em trajetórlas clr- 
culares. 



Esquema de um acelerador linear de particulas. 



Fonte de 
particulas 


Alvo 


Esquema do ciclotron. 
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EXERCICiOS 3A6\C05 


B.l 


Mostre que: 

a) Em uma circunferencia, o 
segmento de reta que liga o 
centro ao ponto medio de 
uma corda e perpendicular a 
essa corda. 

Sugestao. Na figura mostre 
que AAMC ss A BMC. 



Ponto 




b} Em uma circunferencia. o seg¬ 
mento de reta que liga o centro a 
uma corda. perpendicularmente, 
encontra-a no ponto medio. 
Sugestao. Na figura mostre que 
MMC = A BMC. 



B.2 Em uma circunferencia de centro C e raio 13 cm, uma 
corda AB mede 24 cm, Calcule a distancia entre o centro 
Ce a corda AS. 


B3 M e ponto medio de uma corda AB em uma circunfe¬ 
rencia de centro C e raio 6 cm. Calcule a medida dessa 
corda. sabendo que CM = 3 cm. 


Exerefćios compfementares C.1 e C.2 



2. POSięÓES RELATIVAS ENTRE RETA E 
CIRCUNFERENCIA 


Uma rela r e uma circunferencia X, contidas em um 
mesmo piano, admitem as seguintes posięoes relativas: 

• r e secante a X ąuando tem em comum dois pontos 
distintos. 



r PI X = {A,£} 


• r e exterior a X ąuando nao tem ponto em comum. 



• r 6 tangente a X ąuando tem um unico ponto em 
comum. 



Propriedade: a reta tangente a circunferencia e per- 
pendicular ao raio no ponto de tangencia. 



3. ANGULOS E CIRCUNFERENCIA 


Angulo central de uma circunferencia 

Todo angulo cujo verłice e o centro de uma circunfe¬ 
rencia e chamado de angulo central dessa circunferencia. 



Arco determinacjo 
pelo angulo central 


Define-se a medida, em graus, de um arco de circunfe¬ 
rencia como sendo a medida do angulo central que o 
determina. Por exemplo: 



m(AĆS) = 60° <=> m(AB ) = 60° 


A 

Angulo inscriło em uma circunferencia 

Todo angulo cujo vertice pertence a uma circunfe¬ 
rencia e os lados sao secantes a ela e chamado de angulo 
inscrito nessa circunferencia. 



Um śngulo inscrito e um angulo central que determi- 
nam o mesmo arco sao chamados angulos correspon- 
dentes nessa circunferencia. 

Propriedade 

A medida de um angulo inscrito e metade da me¬ 
dida do angulo central correspondente. 

Temos que justificar essa propriedade, sepaiando-a 
em tr£s casos. 

l fi caso: um lado do angulo inscrito passa pelo centro C 
da circunferencia. 



Lit 















O triangulo VCA e tsósceles, pois CV m ĆA 
Logo, CVA = CAV. 



Como 3 e medida de um angulo extemo ACB do trian 
gulo ACM temos que: 

3 = 2a a = |- 

2 ; caso: o centro C e ponto interior ao angulo inscrito: 



Traęando o diametro VD, temos: 



Pelo primeiro caso, obtemos: 
i>r\\ — ni (AĆD) 


em(£VZ>) = ^ BCD) 


m (AVD)= 2 - 2 

mas, como, m(ALZ?) ■= m(AVD) + m(5VD) 

m .(AĆD) ^ m(BCD) 
temos que: m(AV7?) = ——- + --- 


/jt0rłX m(AĆD) + m(BĆD) 
ou seja, m(AVB) « --- e, como 

m(AĆB) - m{ACD) + m (BĆD), conclirimos que: 

s awd\ m(AĆfi) . , 3 

m(AVB) = ---, isto e, a = -y 

3 Q caso: o centro C e exterior ao angulo inscrito. 



Faęa como exercfcio a demonstraęao desse caso. 
Sugestao. Tracę o diametro VD e aplique o primeiro caso. 

Exemplo 



A medida do angulo central AĆB e igual a medida do 
arco que ele determina, isto e, 140°. Como a medida do 


angulo inscrito e metade da medida do angulo central 
correspondente, conclumios que: 


140° 

a - —A— = 70° 


Angulo de segmento 

Todo angulo cujo vertice pertence a urna circunferencia, 
um lado e tangente e o outro e secante a circunferencia, e 
chamado de angulo de segmento. 



Um angulo de segmento e um angulo central que 
determinant o mesmo arco sao chamados de angulos 
correspondentes nessa circunferencia. 

Propriedade 

A medida de um angulo de segmento e metade da 
medida do angulo central correspondente. 

Temos que justificar essa propriedade, separando-a 
era dois casos. 

I 9 caso: o centro da circunferencia nao pertence a um lado 
do angulo. 



O angulo CVA e complementar de AVB, logo, 
m(CVA) = 90° — 3* Como o triangulo CVA e isósceles, 
pois CV = CA. temos m(CVA) — m(CAV) = 90° — 3- 
Logo: 

a + 90 ° - 3 + 90 ° - 3 - 180 ° A 3 = y 
2~ caso: o centro C pertence a um lado do angulo. 


i/ 


B 


LJ 


Esse caso 6 imediato, pois AVB e reto e o arco VA 
detenninado por esse angulo mede 180°, portanto: 

m CAVB)= m(ra> 
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EXERC1CI05 &A3\COS 


B.4 Determine a medida x, em graus, em cada uma das 
circunferencias: 




Sugestao. Tracę o segmento LQ e observe que os 
angulos NLQ e MQL sao inscritos. 



Sugestao. Tracę o segmento LN e observe que os 
angulos LNQ e MLN sao inscritos. 


B.7 Na figura os segmen- 
tos PA e PB sao tan- 
gentes a circunferen- 
cia de centro C. 

a) Que relaęao existe 
entre as medidas 
dos Sngulos de seg¬ 
mento PAB e PB Al 

b) De acordo com sua conclusao no item a, qual € a 
ciassificaęao do triangulo PAB, quanto aos lados? 

Nota 

Desse exercfcio. concluńmos a importante propriedade: 

Se P e pontó exterior a uma circu oferenci a e os 
pontos A e B pertencem a ela, tal que os segmentos 
PA e PB sao tangentes a circunferencia. entao as 
medidas desses segmentos sao iguais. 



B.5 Um triangulo se diz inscrito em uma semicircunferencia 
quando seus tres venices pertencem a ela e um de seus 
lados passa pelo centro da semicircunferencia. 
a) Calcu le a medida do angulo PM O no triangulo ins¬ 
crito na semicircunferencia abaixo. 



(Centro C) 


b) Que palavra com pieta a sentenęa abaixo tornando-a 
verdadeira? 


Todo triangulo inscrito em uma semicircunfe¬ 
rencia e. 


c) Justiliąue a proposięao: 


B.8 Usando a propriedade deduzida no exercfcio anterior, 
determine as medidas a: e _v nas figuras abaixo, sabendo 
que A, C. E, F, G e H sao pontos de langencia: 



x 



Todo triangulo retangulo 6 inscritwel em uma 
sernic ircun ferenci a. 


Exercicio$ complementares de C.3 a C.5 





Sugestao. Desenhe a mediana relativa a hipotenusa 
de um triangulo retangulo qualquer. 

B.6 Determine a medida x, em graus, em cada uma das 
circunferencias: 
a) 100 ° 



4. POTENCIA DE PONTO 
Ponto interior a circunferencia 

Se em uma circunferencia duas cordas AB e CD 
concorrem em um ponto P , entao: 

PA- PB = PC • PD 



1 

A 
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Cada um dos produtos PA * PB e 
PC * PD e chamado de potencia do 
ponto P. Para justificar que esses pro¬ 
dutos sao iguais, observe que os trian¬ 
gulos APC e DPB sao semelhantes, 
pelo caso AA (D = A, pois sao angu- 
los inscritos que determinam o mes- 
rao arco; e DPB = APC , pois sao opostos pelo vertice). 
Assim, temos a proporęao: 



PA 


PC 


PD PB 
PA ■ PB = PC- PD 

Ponto exłerior a circunferencia 

Se duas retas secantes r e s, concorrentes em P, inter- 
ceptam uma circunferencia em A, B, C e Z), conforme a 
figura abaixo, entao: 

PA - PB = PC- PD 




Cada um dos produ¬ 
tos PA • PB e PC ■ PD e 
chamado de potencia 
do ponto P. Para justifi¬ 
car que esses produtos 
sao iguais, basta obser- 

var que os triangulos 

_ ^ 

PAD e PCB sao semelhantes, pelo caso AA (P e angulo 

A A 

comum aos dois triangulos e B = D porąue sao angulos 
inscritos que determinam o mesmo arco). Assim, temos a 
proporęao: 

PA _ PD 
PC PB 

PA - PB — PC ■ PD 


‘ EXERCICI05 PASICOS 


B.9 DeLermine a medida ,v em cada circunferencia: 
a) a 






(Centro C) 


B.10 O segmento PT e tangente a circunferencia abaixo: 



Mostre que (PT) 2 = PA - PB. 

Sugestao. Tracę os segmentos TA e TB e use a seme- 
Ihanęa dos triangulos PTB e PAT. 

B.ll Sabendo que PT e tangente 
a circunferencia ao lado, 
determine a medida.r. (Use 
a propriedade do exercfcio 
anterior.) 



Exercicios complementares C.6 e C.7 

5. PERIMETRO DA CIRCUNFERENCIA 

Todas as circunferencias sao semelhantes entre si, por 
isso, arazao entre a medida c do comprimento (perimetro) 
de uma circunferencia e a medida 2 r de seu diametro e 
constante, isto e: 

c 

—— = constante 
2r 

O matematico grego Arquimedes de Siracusa foi o 
primeiro homem a conseguir um metodo correto para a 
obtenęao dessa constante. O sabio grego inscreveu e 
circunscreveu polfgonos regulares a uma mesma circun¬ 
ferencia e dividiu pelo diametro os perimetros do poligono 
inscrito e do poligono circunscrito. Por exemplo: 



Perimetro da circunferencia = c 
Perimetro do poligono inscrito = 

= 6f 

Perimetro do poligono circuns¬ 
crito - 6,928r 


Assim, o matematico grego calculou: 
6r^c 6,928r ^ _ c 


< 


< 


< 3,464 


2 r 2r Ir 2 r 

Arquimedes iniciou os calculos com hexagonos regu¬ 
lares e foi dobrando o numero de lados ate chegar em 96 
lados para os polfgonos inscrito e circunscrito, obtendo: 

— 3,14 


2r 



























UNIDA 


tante 


Modemamente, a cons- 
c 


Ir 


e simbolizada 


pela letra grega n (pi), e 
sabe-se, boje, que essa 
constante e um numeru ir- 
racional. isto e, tem infini- 
tas casas decimais e nao e 
periódico: 

7i = 3,14159265... 


Da sentenęa 
conclui-se que: 


2r 




C*. 



Arquimedes de Siracusa 
(287a.C.-212 a.C.). 


c — 2nr 

isto e, o perimetro de uma circunferencia e igual ao 
produto da rnedida do diametro por 7 t. 

Um modo curioso para o ca kulo do 
numero n 

Vann05 reallzer uma experi§ncia de resultado 
surpreendente. Desenhe em uma folha "grandę" de 
papę! uma serie de retas paralelas de modo que a 
distancia entre duas retas consecutlvas seja 5 cm e 
corte dez patitos de comprimento 2,5 cm. De uma 
altura de 30 cm solte os dez palttos de uma uez 
sobre a folha e conte quantos deles tocam ou 
cruzam alguma das retas desenhadas. Repita essa 
experiencia uarlas uezes. DMdindo o numero total de 
palitos lanęados peló numero de paUtos que tocam 
ou cruzam alguma das retas obtem-se um numero 
próximo de n. Por exempIo, se uoce realizar a expe- 
riencia 20 vezes, tera lanęado 200 palitos. Quanto 
maior o numero de lanęamentos, mals próximo de jt 
uoce vai ch egar. Ten te I 


\ 


3,1+159... 



EXERCICIOS &A5IC05 


B.12 Calcule o penmetro de uma circunferencia de raio 5 cm. 

B.13 Uma toalha redonda tem 4 m de diametro. No contorno 
dessa toalha sera pregada uma fita de renda. Qual deve 
ser o comprimento dessa fita? 

B.14 Um automóvel percorreu uma distancia de 3.140 m. 
Quantas voltas girou cada pneu. sabendo que eles tem 
0,5 m de raio? (Adote 7t — 3,14.) 


Exercfcios complemeniares de C.8 a C.10 


6. CIRCUNFERENCIAS CIRCUNSCRITA E 
INSCRITA EM POUGONOS REGULARES 

Todo poligono regular admite a circunferencia circuiis- 
crita (aquela que passa por todos os vertices do poligono) 
e a circunferencia inscrita (aquela que tangencia todos os 
lad os do poligono). Essas duas circunferencia tem o mes- 
mo centro O, chamado. tambem, de centro do poligono. 

Nesse iłem vamos estudar o calculo das medidas dos 
raios das circunferencias circunscrita e inscrita em alguns 
polfgonos regulares. Ao raio da circunferencia inscrita 
em um poligono regular, damos o nome de apótema. 


Ouadrado 

A rnedida da diagonal de um ąuadrado de lado a e 
a J2 . Portanto, temos: 




Raio R da circunferencia 
circunscrita: 


aj2 
2 ~ 


Raio r da circunferencia 
inscrita (apótema): 


a 



Triangulo equilatero 

A rnedida da altura h de um triangulo equilatero de 

aJ$ 

lado a e ' . Como no triangulo equilatero as aituras 

estao contidas nas mediatrizes e coincidem com as bisse- 
trizes e medianas, temos que o ponto comum as aituras e 
circuncentro (centro da circunferencia circunscrita); e, 
tambem, incentro (centro da circunferencia inscrita); e 
tambem e baricentro (divide cada mediana na razao 2 
para 1). 

Raio R da circunferencia circunscrita: 





aJJ 

2 



44 

























Raio r da circunferencia inscrita (apótema): 



Hexógono regular 

Os vertices de um hexagono regular dividem a circun¬ 
ferencia circunscrita em seis arcos congruenles, logo, 
cada um desses arcos mede 60°, Assim, o angulo centi*al 
correspondente a cada um desses arcos tambem mede 60°. 



Como AO = OB e m{AÓE) = 60°, temos que 
m(OAZJ) = m (OBA) = 60° e, portanto, o triangulo A OB 
6 eąuilatero. Sendo a a medida do lado desse hexagono, 
conclufmos: 

Raio R da circunferencia circunscrita: 



R — a 

(Pois o triangulo AOB 
e eąuilatero.) 


Raio r da circunferencia inscrita (apótema): 



c 


aj3 


(Pois re a medida da al- 
tura de um triangulo 
eąuilatero de lado a.) 


$ , , _ 

^ EXERCICIOS BASICOS 

B.15 Calcule a medida do raio da circunferencia circunscrita 
e a do raio da circunferencia inscrita em um ąuadrado de 
lado 4 cm. 

B.16 Calcule a medida do raio da circunferencia circunscrita 
e a do raio da circunferencia inscrita em um Uiangulo 

eąuilatero de lado \2-j3 cm. 

B.17 Calcule a medida do raio da circunferencia circunscrita 
e a do raio da circunferencia inscrita em um hexagono 
regular de lado 18 dm. 

B.18 Qual e a razao enire as medidas dos lados dos ąuadrados 
inscrito e circunscrito a uma mesma circunferencia? 

Nota 

Dizer ąue um polfgono esta circunscrito a uma circunfe¬ 
rencia equivale a dizer que a circunferencia esta inscrita 
no polfgono. Analogamente, dizer que um polfgono esta 
inscrito em uma circunferencia equivale a dizer que a 
circunferencia esta circunscrita ao polfgono. 


asa 


Exercicios complementares de C.11 a C.16. 



C.1 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(UFCE) Na figura, a reta r tangencia, em P, a circunfe- 
rencia de centro Ce raio 12 cm; e os segmentos AP e BP 
medem 5 cm e 16 cm, respectivamente. O perfmetro do 



C.2 (PUC-MG) No cfrculo representado na figura, o raio 
mede 3 m e a corda AB dista 2 m do centro O . A medida 
da corda AB, em metros, e: 

a) J5 

b) 2j5 

c) 3j2 



C.3 Mostre que: “Se um ąuadrilatero e inscritfyel em uma 
circunferencia, entao seus angulos opostos sao suple- 
mentares.'’ 

Sugestao. Desenhe um ąuadrila¬ 
tero inscrito em uma circunferen¬ 
cia, supondo que um angulo inter¬ 
no mede x e seu oposto mede y. 

Observando que x e y sao medidas 
de angulos inscritos, obtenha as 
medidas dos arcos determinados 
por esses angulos. 
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C.4 


C.5 


C.6 


(Mackenzłe-SP) A medida do 
maior Sngulo interno do ąuadrila- 
tero ABCD inscrito na circunfe¬ 
rencia da figura ao lado e; 

a) 140° d) 110° 

b) 130° e) 100° 

c) 120° 



(Faap-SP) Na cir- 
cunferencia de cen¬ 
tro O, ao lado, A e 
ponto de tangencia. 
Calcule a medida x 
do angulo APC. 


i 



Em urna circunferencia de centro C, um ponto P de uma 
corda AB e tal que PA - 9 cm e PB = 4 cm. Calcule a 
medida do raio dessa circunferencia sabendo que a 
dis lancia entre P e C e 8 cm. 


C.7 



Calcule a distancia entre 
o ponto P e a circunfe¬ 
rencia de centro C e raio 
7 cm, ao lado. 

Nota 

A distancia entre um 
ponto e uma cricunferen- 
cia e a medida do menor 
segmento de reta que 
liga o ponto a circunferencia. 


C.8 Um satelitę arlificiat 
gira em orbita circular 
cujo centro coincide 
com o centro da Terra. 
Sabendo que em cada 
volta completa o sateli¬ 
tę percorre 20.000 ji km 
e que o raio da Terra 
mede 6.370 km, deter- 
mine a distancia entre o 
satelitę e a superffeie 
terrestre. (Adote n = 3,14.) 




C.9 Um missil balfstico foi lanęado de um ponto A para atingir 
um ponto B, sendo sua trajetória uma semicircunferencia 
de comprimento 2.50071 m. Porem, do ponto B foi lan¬ 
ęado em linha reta um missil antibalfstico que deve 
destruiro primeiro ąuando este atingir um ponto P, tal que 
BP — 4.000 m. Qual a medida do segmento de reta AP? 


Ć.10 (UFMA) O compri¬ 
mento. em cm, da 
curva representada 
pela figura e: 

a) 53 n 

b) 60 7t 

c) 120 7 t 

d) 43 n 

e) 96 ji 



C.ll A diagonal de um quadrado inscrito em uma circunfe¬ 
rencia mede 6 Jl cm, Calcule a medida do apótema de 
um triangulo equiIatero inscrito nessa circunferencia. 

C.12 (UFMT) No hexago- 
no regulai ABCDEF 
inscrito na circunfe¬ 
rencia de raio 4 cm ao 
lado, a medida da 
diagonal FB e: 

a) 6 cm 

b) 6,8 cm 

c) cm 

d) 6 Jl cm 

e) J\5 cm 
Sugestao. Desenhe o triangulo FBC. 

C.13 Um quadrado ABCD e um triangulo equilatero EFG es- 

tao inscritos na mes ma circunferencia de raio 6-/2 cm 
tal que AB / EF, conforme a figura. Calcule a distancia 
entre os Iados AB e EF. 





C.14 Um hexagono regular ABCDEF esta inscrito em uma 

circunferencia de raio 12 ,,/T cm. Calcule o perimetro do 
q u ad ri litero ACEF. 


Sugestao. O triangulo ACE e equilatero. 

C.15 Calcule a medida do apótema de um octógono regular de 
lado 2 m. 

Sugestao. Prolongando-se os lados do octógono regular 
obtem-se um quadrado: 



C.16 Calcule a medida do raio da circunferencia circunserita 
a um octógono regular de lado 2 m. 


















Capitulo 10 

CALCULO DE AREAS 


1. UNIDADES DE MEDIDA DE AREA 

O piso de urna garagem foi corapletaniente forrado 
com 220 lajotas de mesmo tamanho. 
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Considerando a superficie ocupada por urna lajota 
como u ma unidade u de area, dizemos que a area do piso 
dessa garagem e 220 u. 

Medir a area de uma superficie significa compara-la 
com lima superficie adotada como unidade. 

A unidade fundamental de area e o metro quadrado, 
simbolizado por m 2 , que e uma superficie ąuadrada com 
I m de lado: 


1 m A ~ \ m 2 



1 m 


Analogamente definem-se: km 2 , hm 2 , dam 2 , dm 2 , cm 2 e 
mm 2 como sendo quadrados com lados de 1 km, 1 hm, 
1 dam, 1 dm, 1 cm e I mm, respectivamente. Essas u ni da- 
des de area podem ser apresentadas na escala abaixo: 


km 2 hm 2 dam 2 


nrr 


dm 2 cm 2 


mm- 


Cada unidade dessa escala vale quantas vezes a unidade 
imediatamente inferior? 

Para responder a essa pergunta vamos dividir um 
quadrado de 1 m de lado em quadradinhos de 1 dm de lado: 


1 dm 


Notę que dividimos o metro quadrado em 100 decf- 
metros quadrados. Conclmmos, entao, que: 

1 m 2 = 100 dm 2 

Raciocinando de maneira analoga, concluimos tam- 
bem que: 

1 km 2 j= 100 hm 2 
1 hm 2 = 100 dam 2 
1 dam 2 = 100 m 2 
1 dm 2 =100 cm 2 
1 cm 2 — 100 mm 2 

isto e, na escalada de unidades de area, cada unidade 
vale 100 vezes a imediatamente inferior. 


2. AREA DE ALGUMAS FIGURAS PLANAS 
Retangulo 

Consideremos urn retangulo cuja base mede 5 cm e a 
altura mede 3 cm. Para calcular sua area em cm 2 , vamos 
dividi-lo em quadradinhos de lado 1 cm, isto e: 


3 cm 


—— 
5 cm 


Obtivemos 5 colunas com 3 quadradinhos em cada 
uma, logo, o numero de quadradinhos e 5 ■ 3. Assim, a 
area A do retangulo e: 

A — 15 cm 2 

A area A de um retangulo e o produto da medida da 
base pela medida da altura. 



Guadrado 

O ąuadrado e um retangulo, logo sua area A e produto 
da medida da base pela medida da altura. 


a A= a 2 


1 m 
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UNIDADE 2 


Paralelogramo 

A area de urn paralelogramo de base b e altura h 6 igual 
a area de um retangulo de base b e altura h. Observe: 



O triangulo azul no paralelogramo e congruente ao 
triangulo pontilhado; assim, se o eolocarnios no lugar 
pontilhado, obteremos um retangulo de base b e altura h. 
Logo, a area A do paralelogramo e o produto da medida 
da base pela medida da altura. 

A = b • h 

Triangulo 

Consideremos um triangulo NMP cuja base MN mede 
b e a altura relativa a essa base mede h. Traęando por P a 
reta r paralela a base, e por N a reta s paralela ao lado MP, 
obtemos o paralelogramo NMPQ abaixo. 



Como a area A do triangulo NMP e metade da area do 
paralelogramo, temos: 

, b • h 
A = ~ 

ou seja, a tire a do triangulo e metade do produto da medi¬ 
da da base pela medida da altura. 

• O triangulo equilatero 

No exercfcio B.21 do ca 
pftulo 8 voce calculou a me¬ 
dida h da altura de um trian¬ 
gulo equilatero de lado a, ob- 

tendo li — L lJjL 



Logo, a area A desse triangulo e: 


a * 


aJT 


A = 


<»A = 


a 2 J 3* 


H@xógono regular 

As diagonais que passam pelo centro de um hexagono 
regular dividem-no em seis triangulos equilateros, con- 
lomie ja estudamos no capftulo anterior. Assim, a area A 
de um hexagono regular de lado a e igual a seis vezes a 
area de um triangulo eąuilatero de lado a. 



6 • 


a 2 j3 


A _ 3 a 2 Jf 

* rl "" " r- 


Bi 


Trapezie 


Traęando uma diago- 
nal de um trapezio de al¬ 
tura h e bases b e B, divi- 
dimo-lo em dois triangu¬ 
los de altura h em relaęao 
as bases de medidas b e 


b 



B 


B. Observe a figura. 

A area A do trapezio e a soma das areas desses dois tri¬ 
angulos: 



B * h b ■ h 

~~r - ~2~ 

B • h + b • h 

= 2 


A= ±B±b)h 


ou seja, a area A do trapezio e igual a metade do produto 
da altura pela soma das bases. 


Losango 

Consideremos um lo¬ 
sango cujas diagonais me- 
dem D e d. Vimos, anteri- 
ormente, que as diagonais 
de um losango sao perpen- 
diculares entre si e o ponto 
em que elas concorrem e 
ponto medio de cada uma. 

Observe, portanto, que 
a area A do losango e o do¬ 
bro da area do triangulo de 

base d e altura ~: 



M 



ou seja, a area A do losango e metade do produto das me¬ 
didas das diagonais. 

Nota 

O losango tambem e paralelogramo, logo, sua area 
pode ser calculada como a area de um paralelogramo. 

Clrculo 


Considere um polfgono re¬ 
gular de n lados inscrito em um 
cfrculo de raio r: 

A area desse polfgono e: 




= (perimetro do polfgono) • 


li 

2 



Essa area e menor que a area do efreulo, porem, se 
fizermos o numero n de lados aumentar indefinidamente 
(n tender para o infinito), teremos: 





















































• o perfmero do polfgono tendera a se igualar ao perfme- 
tro da circunferencia (2nr); 

• a altura h de cada triangulo tendera a se igualar ao raio 
r da circunferencia; 

• a area desse polfgono tendera a se igualar a area A do 
cfrculo, 


h 

ou seja, a expressao (perfmetro do polfgono) ■ — tendera 


r 


a 2nr * —, que e a area A do cfrculo: 


A = nA 


Urna fusao da algebra com a geometria 

A algebra e a geometria estao intimamente ligadas. 
Um exemplo fascinante dessa ligaęao e o calculo de 
rafzes atrave5 da geometria, 

Por exemplo, o calculo de Jz pode 5er feito a 
partlr de um ualor cuja segunda potencla 5eja menor 
do que 2. Tomemos esse ualor como 1,4 (ob5ervando 
que (1,4) 2 = 1/96 e que 1,96 < 2). 

Consideremos um quadrado de area 2. Podemos 
gararttir que seu lado mede 1,4 + x, com x > 0. 


X 


1,4 


A sorrta das areas (1,4) 2 ,- l,4x; l,4x e x 2 e Igual a 
area 2 do quadrado. Ou seja: 

(1,4) 2 + 2,8x + X 2 = 2 

Como (1,4) 2 — 1,96, termos que x 2 < 0,04, 
Assim, a area x 2 e "pequena" em relaęao a area 2 do 
quadrado odginał. 5e desprezarmos X 2 , obteremos 
urna aproximaęao para o valor x, Observe: 

(1,4) 2 + 2,8x = 2 => 1,96 ■+ 2,8x = 2 

2,8x m 0,04 A x - x = 0,014 

2,8 

Assim, o lado do quadrado de area 2 mede aproxl- 
madamente 1,4 + 0,014 - 1,414. Logo, temos: 

JZ m 1, 414 

5e guisermos urna aproxlmaęao methor para Jz , 
conslderamos um quadrado de area 2 cujo lado meęa 
1,414 + y(y> 0) e repetimos o processo. faęa isto 

e voce chegara a Jz — 1,4142135. 

JP EXERCfCiOS BA6IC0S ■■■■■■■■ 

B.l A base de um retangulo tem 3 cm a mais que a altura. 
Determine a area desse retangulo, sabendo que o seu 
perfmetro e 26 cm. 

B.2 A base de um retangulo tem 1 cm a menos que o dobro 
da altura. Calcule o perfmetro desse retangulo. sabendo 
que sua drea e 15 cm 2 . 


1,4x 

X 2 

(1,4)2 

* 

T— 


—- * 

1,4 X 


V2 


B.3 Calcule a drea do ąuadrado ABCD da figura: 
A B 


B.4 


D 



(UFPR) U ma circunferencia de raio 
5 cm tangencia um lado de um ąua¬ 
drado e passa pelos vertices que nao 
pertencem a esse lado, conforme a fi¬ 
gura. Calcule a drea desse ąuadrado. 



B.5 O paralelogramo ABCD, abaixo, tem 

perfmetro 22 cm; M e ponto medio de DC e AD tem 2 cm 
a mais que DM. Calcule a drea desse paralelogramo. 



B.6 A medida da altura relativa ao lado AB do paralelo¬ 
gramo abaixo e 3 dm. Qual e a medida da altura relativa 
ao lado BC? 



B.7 (UFMA-modificado) Calcule a drea do triangulo isósce- 
les abaixo: 



B.8 Calcule a drea do triangulo ABC: 



B.9 (Covest-PE) Na figura abaixo o retangulo ABCD de 
lados 4 cm e 5 cm foi dividido em ąuadrados de lado 
1 cm. Qual e a area da regiao colorida? 


B 


D 


> 
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B,10 Calcule a medida da altura relatlva ao lado BC no trian- 
gulo abaixo: 




24 dm 


B.ll Dado o triangulo ABC ; 








a) Determine a medida h da altura AH. 

Sugestao. Aplique o Teorema de Pitagoras no trian¬ 
gulo ABH e no triangulo ACH. 



b) Calcule a area desse triSngulo. 

c) O sabio grego Heron que viveu em Alexandria no 
seculo I d.C. provou que a area A de um triangulo 
cujos lados medem a, b ec 6 dada por: 

A = Jp(p ~ n)(p -fc)(p “ c) 


em que p e o semipenmetro, isto e: 

Q +■ b + c 

p — ---. Usando a formula de Heron, calcule 

a area do triangulo ABC. 


B.I2 Na figura, ABCD e um quadrado 
de lado 6 cm, e CDE e um trian¬ 
gulo eąuilatero. Calcule a area 
da regiao sombreada. 



B.13 Calcule a area de um bexagono regular de lado 4 cm. 

B.14 Uma diagonal que passa pelo centro de um hexźgono 
regular mede 12 cm. Qual e a drea desse hexagono? 

B.15 Para construir uma caixa de 
base hexagonal. um artesao re- 
cortou em papelao a figura ao 
lado, formada por um hexa- 
gono regular de lado 10 cm, e 
seis quadrados. Qual e a area 
dessa figura? 



B.16 A figura ao lado mostra 
uma circunferencia de raio 
6 cm inscrita em um trapć- 13 cm 
zio retangulo. Calcule a 
area desse trapezio. 


15 cm 

B.17 Uma folba relangular ABCD de cartolina e dobrada 
fomiando o vinco BE. tal que o vertice A coincida com 
um ponto do lado BC. conforme figura. 



A 


1 


D 



3 




B 


C D 




Sabendo que a area do trapezio BCDE e 400 cm 2 e que 
AB — 2 * DE, calcule a area do retangulo ABCD. 


B.18 Cada lado de um losango mede 15 cm e uma de suas 
dtagonais mede 18 cm, Calcule a area desse losango. 

B.I9 O penmetro de um losango e 12 ,/3" cm e uma de suas 
diagonais mede 3 Jf cm. Calcule a area desse losango. 

B.20 Calcule a area do ctrculo inscrito em um quadrado de 
lado 6 cm. 

B.21 Calcule a area do cfrculo circunserito a um quadrado de 
lado 6 cm. 

B.22 A regiao do piano limita- 
da por duas circunferen- 
cias concentricas (mesmo 
centro) e raios com medi- 
das diferentes e chamada 
de coroa circular. Calcu¬ 
le a area da coroa circular 
ao lado. 


B.23 Calcule a area da coroa circular limitada pelas circunfe- 
rencias inscrita e circunscrita a um triangulo equilatero 
de lado 4 dm. 

B.24 Em um cfrculo, a regiao limitada pelos lados de um 
angulo central e chamada de setor circular. Calcule a 
area do setor circular abaixo: 




Sugestao. Use uma regra de tres. 










































B.25 Toda corda de urn crreulo divide-o em duas partes cha- 
madas de segmentos circulares. Caicule a area do seg- 
mento circular abaixo: 



Sugestao. Subtraia da area do setor circular O AB a area 
do triangulo O AB. 

B.26 Caicule a drea da regiao sombreada no cfrculo abaixo: 



B.27 (Mackenzie-SP) Quatro cfrculos de raio umtario. cujos 
centros sao vertices de um quadrado, sao tangemes exte- 
riormente dois a dois, conforme figura. A area da regiao 
sombreada e: 


a) - Ti 

b) 3-72 - n 



d) 4 - tu 

e) 5 — tu 



B.28 (Fuvesr-SP) Na figura a seguir. ABC e um trianguio equi- 
latero de lado 2. MN, NP e MP sao arcos de circunferencia 
com centros nos vertices A, B e C, respectivamente, e 
todos com raios iguais a 1. A area da regiao sombreada e: 

a) V3 

b) VT -f 

c) 2jl - y 

d) 4j3 -2lt 

e) 8^3" — 3 tu 



3. RAZAO ENTRE AREAS DE FIGURAS 
SEMELHANTES 

Consideremos os triangulos semelhantes ABC e DEF, 
tal que a razao de semelhanęa do primeiro para o segundo 
seja k: 




Calcu lando a razao da area do primeiro para a area do 
segundo triangulo, temos: 

ap 

_ 2 _ aj? _ a_ _ p = — jp. 

A(fjgfr) dp dp d ej 

~T~ 

Dessa maneira, deduzimos a importante propriedade: 

A razao entre as dreas de dois triangulos seme¬ 
lhantes e igual ao quadrado da razao de semelhanęa 
entre eles. 

Essa propriedade pode ser generałizada para quaisquer 
figuras semelhantes, isto e: 

A razao entre as areas de duas figuras semelhantes 
e igual ao quadrado da razao de semelhanęa entre 
essas figuras. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.29 As areas dos triangulos ABC e DEF , abaixo, sao 45 cm : 

A 

e 20 cm 2 , respectivamente. Sabendo, ainda, que B — E, 
Ć = F e AB — 6, caicule a medida do segmento DE. 



B.30 Dois decagonos regulares tem areas iguais a 80 cm 2 e 
20 cm 2 . O decagono maior tem 30 cm de penmetro. Cal- 
cule o penmetro do menor. 


B.31 Na figura, BC e para¬ 
lelo a DE. AB = 4 e 
BD — 5. Determine a 
razao da area do trian¬ 
gulo ADE para a area 
do triangulo ABC. 


A 



Exercicios complementares de C.1 a C.6. 


Exercicio& complementares de C.7 a C.10 
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l (UFP1j A area do ąuadrado ABCD inscrito no triangulo 
retangulo DEF. abaixo, e: 

a) 42,25 cm’ 

b) 36 em 2 

c) 46,24 cm 3 

d) 39,32 cm 2 

e) 49 cm 2 



C.2 (UF AM Aj Num triangulo retangulo. as projeęoes dos 
catetos sobre a hipotenusa medem 4 cm e 1 cm, respec- 
ti v amen te. A area desse triangulo mede: 

a) 2 cm 2 c) 4 cm 2 e) 10 cm 2 

b) 5-72" cm 2 d) 5 cm 2 

C.3 (UFAMA) Se 5,, S 2 e respectivamente, sao as areas 
dos triangulos A ] B ] C l , A 2 B 2 C 2 e A 3 B 3 C 2 , da figura 
abaixo, entao: 





a) S { > S 2 > S 3 

b) S [ = S- < S 3 

c) S l < S 2 < S 3 


d )S l =Ś 2 >S 3 
c) 5, < S 2 = S, 


C.4 (PUC-MG) O trapezio da figura e retangulo (possui 
angulos retos) e representa o contorno de um terreno pia¬ 
no na escala 1 : J .000. Na Figura, AB = 4 cm, AD — 2 cm 
e m(DĆB) = 45°. A area do terreno, em metros quadra- 
dos, mede: 

a) 10 d) 10.000 

b) 100 e) 100.000 

c) 1.000 


e 



C.5 (UFMG) Observe a Figura: 

A 


B 



Nessa figura, as retas r, s e / sao paraielas; a distancia 
entre re.se 1; a distancia entre je/e 3: EF = 2 e 
FG - 5. Cale ule a area do ąuadrilatero ABCD. 

C.6 (UERJ) O decagono da figura abaixo foi dividido em 9 
partes: 1 quodrado, 2 hexagonos reguł ares e 2 triangulos 
eąuilateros, todos com os lados congruentes aos lados do 
quadrado, e mais 4 outros triangulos. Sendo T a drea de 



cada triangulo eąuilatero eO a area do ąuadrado, pode- 
se concluir que a area do decagono e: 

a) 147 + 3 Q 

b) 147 4- 2 Q 

c) 187 4- 3 O 

d) 187 4- 2(2 


C.7 (PUC-RJ) Triplieando-se o raio de unia circunferencia: 

a) a area limitada por ela e multiplieada por 9n. 

b) seu comprimento e mulliplicado por 3it. 

c) a area limitada por ela e multiplieada por 9 e seu com¬ 
primento e mulliplicado por 3. 

d) a area limitada por ela e seu comprimento sao ambos 
multiplieados por 3. 

ej a area limitada por eta e multiplieada por 3 e seu com¬ 
primento e multiplicado por 9. 

C.8 (Fuvest-SP) Na figura, BC e 
paralelo a DE, AB = 4 e 
BD = 5. Determine a razao 
entre as areas do triangulo 
ABC e do trapezio BCED. 

D 

C.9 (UnB-DF-modificadoj Em um, mapa de escala I : 50.000, 
a supeiffcie de um lago e representada por utną figura 
com 3 cm 2 de area. Quai e a area da superffcie desse lago, 
em m 2 ? 

C.10 (UnB-DFJ Para analisar a transpiraęao das plantas, os 
botanicos precisam conhecer a area de suas folhas. Essa 
area pode ser obtida pelo seguinte processo: coloca-se a 
folha da planta sobre urna cartolina e traęa-se seu con- 
tomo. Na mesma cartolina. desenha-se um ąuadrado com 
10 cm de lado, como mostram as figuras a seguir. 



Após serem recortadas, as duas figuras sao pesadas em 
urna balanęa de alta precisao, que indica urna massa de 
1.44 g para o ąuadrado de cartolina. Desse modo, usando 
grandezas proporcionais. os botanicos podem determinar 
a area da folha. 

Usando as informaęoes do texto, classifiąue como V {ver- 
dadeiraj ou F (falsaj cada urna das seguintes afirmaęSes: 
a) Se a figura da folha tern massa de 3.24 g. entao a area 
da folha e de 225 cm 2 . 

bj Suponha que o mesmo processo descrito no texto te- 
nha sido utilizado para estimar a area do estado de Mi- 
nas Gerais da seguinte forma: em um mapa traęado 
com escala 1: 5.000.000, a figura desse estado, recor- 
tado na mesma cartolina. apresentou massa de 3.30 g. 
Entao, e correto concluir que a area do estado e maior 
que 580.000 km 2 . 

c) Um estudante utilizou. para determinar a area de n ma 
folha, um processo diferente: contomou a folha com 
um barbante e. em seguida. formou com ele um retan¬ 
gulo. Dessa forma, o estudante estava certo ao con¬ 
cluir que, quaisquer que fossem as dimensóes do retan¬ 
gulo, a sua area seria igual a area da folha. 


A 
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Capftulo 11 

ASSOCIANDO NUMEROS REAIS A PONTOS 
DE UMA RETA OU DE UM PLANO 


1. O EIXO REAL 

Consideremos uma reta r e associemos o numero 0 
(zero) a um ponto O de r. 

o 


O ponto O separa a reta r em duas semi-retas opostas 
de origem O. A cada ponto A, A & O, de uma dessas 
semi-retas, associemos um numero real positivo x, que 
indica a dis lancia de A a te O , em uma certa unidade u. A 
cada ponto A ', simetrico de A em relaęao a O, associemos 
o oposto de x. 

A O a 

-t-t-1-r 

~x 0 x 

Dizemos que esse sistema e o eixo real, cuja origem e 
o ponto O e o sentido e o que concorda com o crescimento 
dos valores dos numeros. Assim. temos: 



lntervalo$ reais 

Sejam a e b numeros reais lais que a < b. Chamam-se 
intervalos reais os subconjuntos de IR mostrados na tabela: 


Subconjuntos 
de IR 

| Sfmbolo 

Nome 

Representaęao 
no ebto real 

{x G IR \s x b} 

la, b} 

lntervato 
fechado de 
extremosa 

e b. 

-- --► 

a b 

{x e [R a < x < b} 

Ja, b[ 

Jnterva!o 
aberto de 
extremos a 

e b* 

. .. *- > 

a b 

{x E DR a x < b} 

la, bl 

lntervafo 
fechado a 
esquerda e 
aberto a 
direita de 
extremos a 
e b. 

- »- o—► 

a b 


Subconjuntos 
de IR 

Sfmbolo 

Nome 

Representaęao 
no eixo real 

{x e IR I a < x ^ b} 

la, b] 

Intenralo 
a berto a 
esquerda e 
fechado a 
direita de 
extremos a 
e i>. 


a b 

(x£JR 

[a, +«[ 

lntervalo 
incomen- 
suravel 
fechado a 
eśquerda 
em a. 

- 

a 

{x e IR \x > a } 

Ja, +»[ 

lntervalo 
incomen- 
suravel 
aberto a 
esquerda 
em a. 


a 

{x G IR x a} 

]-w, a] 

lntervalo 
incomen- 
suravel fe¬ 
chado a di¬ 
reita em a. 


a 

{x 6 R | x < a} 

a{ 

Intsn/alo 
incomen- 
suravel 
aberto a 
direita em a. 

n * 

a 

IR 

+«■! 

lnterva!o 
incomen- 
suravel de 

—o* a 




Notas 

1. O sfmbolo oo deve ser lido “infwito”. 

2, A palavra “ inc o mens urśvel’ ’ significa “que nao se 
pode medir”. 

Convencoes 

1. A bolinha cheia (•) em um extremo do intervalo 
indica que o numero associado a esse extremo pertence 
ao intervalo. 

2. A bolinha vazia (o) em um extremo do intervalo 
indica que o numero associado a esse extremo nao pertence 
ao interyalo. 

3. Usaremos sempre a denominaęao "aberto'' no +«= 
e no —<*>, 

A 
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Exemplos 

a) O conjunto {jc E IR | 3 ==£ x =£ 5} e o intervaIo fechado 
de extremos 3 e 5, ou seja, [3, 5]. Sua representaęao no 
eixo real e: 


b) O conjunto {.r E IR | — 1 < * < 4} e o intervalo aberto 
de extremos — 1 e 4, ou seja, ] —1, 4[. Sua representa¬ 
ęao no eixo real e: 


-i 


c) O conjunto jx E (R | ~ < x ^ -yj e o intervałó 
aberto a esquerda e fechado a direita, de extremos 

y e-y isto e,~|y, y • Sua representaęao no ei 
real e: 


eixo 


d) O conjunto {x E IR | x S 2 2} e o intervalo incomensu- 
rave) fechado a esąuerda era 2, ou seja, [2, +<»[. Sua 
representaęao no eixo real e: 


e) O conjunto {x E IR | x < 5} e o intervalo incomensu- 
ravel aberto a direita em 5, isto e, ]—«>., 5[. Sua repre¬ 
sentaęao no eixo real e: 


Notas 

1. O intervalo [3, 3] e o conjunto {3}. 

2. Os intervalos ]3, 3[, ]3, 3] e [3, 3[ sao vazios. 





' EXERCICI05 BASICOS 


B.l Represente no eixo real cada urn dos intervalos: 

a) [5, 9] (I) 10,51 g) ] -M , 2] 

b) ]-3, 5] e) [4, +«=[ h)]—4[ 

c) [1,81 f) ]3, +“[ 

B.2 Represente no eixo real cada um dos conjuntos: 

a) A = {xE[R|5<jt^7} 

b) fi = {jcEIR |--1 8} 

c) C= {jrEIR |2^jr«6J 

d) D - {x E IR | x 5} 

e) E= {jcCIR \x^5) 

f) F= UEIR | .V > 3} 

g) G = {x E IR I .r < 3} 


B.3 Dados os intervalos A = ]—3, 10] e B = [5, 13], deter- 
minę: 

a) A U £ b) A H B 

B.4 Sendo A = [2, +«=[ t B — ]—e», 5[. efetue: 
a) A U fi b) A n fi 


Considerando os intervalos A = [—1, +<*>[ e fi = ]0, 7[, 
obtenha: 

a) A O fi b) A U fi 

B.6 Dados os intervalos A — ]1, 4], fi = ]2, 8[ e C = [4, 10], 
determine: 

a) A U fi U C b)AOfinC 

B.7 Resolva em IR o sistema de inequaęóes: 

3x — 9 < 2x + 2 
5x =£ 6 jc + 3 

Exerdctos complementares C.1 e C.2 

2. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL 
DE COORDENADAS 

O principal objetivo de um sistema de coordenadas 
e determinar um ponto atraves de um conjunto de infor- 
maęoes, 

Para detenninar um ponto de um piano, podemos fixar 
nesse piano doi s eixos reais Ox e Oy, perpendiculares en- 
tre si no ponto O. 


yj 

4 

3 

2 

1 

J J i i o 

| 

*1 1 1 1 1 1 1 y. 

-4 -3 -2 -1 

1 2 3 4 5 6 X 

-1 


-2 


-3 


-4 



• Esse sistema e conhecido como “sistema cartesiano 
ortogonal de coordenadas”. 

• O piano determinado por esses eixos e chamado de pia¬ 
no cartesiano. 

• O ponto 0 6 a origem do sistema. 

• Os eixos Ox e 0% denominados “eixos coordenados”, 
sao, respectivamente, o eixo das abscissas e o eixo das 
ordenadas. 

• Os eixos coordenados separam o piano cartesiano em 
quatro regioes denominadas quadrantes, que devem 
ser enumeradas eon formę a figura: 


y J 


II Q 

IG 

(Segundo quadrante) 

(Frimeiro quadrante) 

O 



X 

II! Q 

IV Q 

(Terceiro quadrante) 

(Quarto quadrante) 
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Nota 

Os pontos dos eixos eoordenados nao pertencem a 
nenhum dos quadrantes. 



Renś Descartes (1596-1650) formalizou o 
conceito de sistema de coordenadas em sua 
obra Geo/nefrie{1637). Embora esse con¬ 
ceito esteja assodado ao nome de Descartes, 
outros matematleos ja o haviam utilizado, 
como Apolonio de Perga (?262-?190 a.C), 


Coordenadas de um ponto no piano 
cartesiano 


Dado um ponto P do piano 
cartesiano, chamamos de “pro¬ 
jeęao ortogonal de P sobre um 
dos eixos Ox ou Oy" a intersec- 
ęao desse eixo com a reta per- 
pendicular a ele, traęada por P. 


y‘ 

\ 

p u 

0- ip 

f 

0 

1 

I 

1 


P' X 


• P' e a projeęao ortogonal de P sobre o eixo Ox. 

• F" e a projeęao ortogonal de P sobre o eixo Oy. 

• Dizemos que as coordenadas do ponto F sao os numeros 
associados a F e F" nos eixos Ox e Oy, respectivamente. 

Exemplo 


y (ordenadas) A 
4 — 


5 x (abscissas) 


As coordenadas do ponto F sao 5 e 4. A abscissa e 5; 
e a ordenada e 4. Indicamos esse fato por F( 5, 4). 

O sfmbolo (5.4) e chamado de “par ordenado de abs¬ 
cissa 5 e ordenada 4”. 

Notas 

1. Dois pares ordenados de numeros reais sao iguais 
se, e somente se, suas abscissas sao iguais e suas ordena- 
das sao iguais, isto e. (a, b) = (c, d) <=> a = c e b = d. 

Exemplo 

(a, 8) - (7, y)4=>a = 7ey=8 


2. Indicando por I Q, IIQ, HI Q e IV Q os ąuadrantes, 
temos: 



Exemplos 
(4, 2) E I Q; 


1 


,9 GUQ; (-3, -5) E HI Q e 


i’ “') eIVQ - 


3. Todo ponto de abscissa nula pertence ao eixo Oy e 
todo ponto de ordenada nula pertence ao eixo Ox. 

Exemplos 

(0, -2) E Oy e (5, 0) E Ox 

X . „ __ 

® EXERCICIOS RESOLMDOS 

R,1 Representar no piano cartesiano os seguintes pontos: 

a) A(3,5); d)Z>(2,-5); g) 0(0,0). 

b) B(~ 4, 2); e) E(6, 0); 

c) C(—3, -2); f) F(0, 6); 

Resoluędo 

Para representar no piano cartesiano o ponto P{a . b), tra- 
ęamos pelo ponto de abscissa a do eixo Ox a reta perpen- 
dicular a esse eixo e, pelo ponto de ordenada b do eixo 
Oy, traęamos a reta perpendicular a esse eixo. A intersec- 
ęao das retas traęadas e o ponto P, conforme se observa 
na figura. 


J 


Assim, temos: 


* - - 


G* 


3 X 


6 


-4 


-3) 

) 

i 

C 


-5 


- ęA 


J-1- 4, 


6 x 


(S) 
111 

*0 

U* 


- *D 
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R.2 Determinar k de modo que o ponto P(k + 5, 8) pertenęa 
ao eixo Oy. 

Resotuęao 

P E Oy k + 5 = 0 k = -5 

Os sistemas de coordenadas do dia-a-dia 

Ao fornecer o sen endereęo voce es ta dando as 
coordenadas do ponto onde mora. As informaęoes 
capazes de localizar um ponto sao as coordenadas 
desse ponto. 

Um motorista que necessita de um mecanico para 
consertar seu automóvel em plena estrada, ao tele- 
fonar pedindo ajuda, deve fornecer a coordenada do 
ponto na estrada, ou seja, a marca qullometrlca. 

Um ponto sobre a superffcie terrestre e determi- 
nado por um par de medldas em graus chamadas de 
latitude e longitude A latitude de um ponto P e a 
medlda em graus do menor arco possiuel sobre um 
meridiano, ligando o ponto P a linha do equador; a 
longitude e a medida em graus do menor arco pos- 
sivel sobre um paralelo, Ugando o ponto Pao meridi¬ 
ano de Greenwich. For ertemplo, se atraves do radio 
um navio, a deriva, fornece sua posięao por 10°N, 
130°0, isto significa 10° de latitude norte e 130° de 
longitude oeste. 


10°N, 130°O 



De outros exemplos de sistemas de coordenadas 
no nosso cotidiano. 



EXERCIC10S BA51C05 


1 L 


-6 -5 -4 -3 


-2 -1 0 
-1 

-2 

-3 

-4 

-5 

-6 


5 6 x 


B.9 Para que valores reais dex o ponto P(5x - 8, x 4- 2) per- 

5x - 8 < 0 


tence ao 2- quadrante? Basta impor que 


x + 2 > 0 


B.10 Determśne os valores reais de x para que o ponto 
P(3x + 6, 2x — 4) pertenęa ao 4 S quadrante. 

B.ll Para que valores reais de x o ponto Pi* 1 — 9.5) pertence 
ao eixo das ordenadas? 

B.12 Determine os valores reais de x para que o ponto 
P(3, x- — 5x 4- 4) pertenęa ao eixo das abscissas. 

B.13 Determine os numeros reais a e b de modo que: 

(3a - 2b,a + b) = (10, lt) 


Exęrctcios complementares de C.3 a C.6 





EXERCICI0S COMPLEMENTARES 




C.ł 


B.8 Represente no 

piano cartesiano os seguintes pontos: 

C.3 

M 4, 2) 

D{5, -2) 

G(-6, 0) 


B( 2, 4) 

E(~ 4,-1) 

W, -6 ) 

C.4 

C(- 2, 5) 

F(-l,4) 

/(0, 0) 






C.5 


C.6 


(Fuvest-SP) Na figura estao represenlados geometrica- 
mente os numeros reais 0, x, y e 1. Qual a posięao do 
nu mero xy2 


a) A esquerda de 0. 

b) Entre 0 e x. 

c) Entre x e v. 


d) Entre y e I. 

> 

e) A direita de 1. 


C.2 (UFPI) Se x E IR e 8x 4- 2 === 4x 4- 9 < 6.v 4- 8, entao: 


a) 2 ^ x < — 

W T 


x < 5 


d) - — 

2 


x < 1 
e) -2 x < 4 


c) -1 
Sugestao. 

A dup (a desigualdade 8Lv 4- 2 4x 4- 9 < 6x + 8 e equi- 

8x + 2 ^ 4x -f 9 
4x + 9 < 6x + 8 


valente ao sistema i 


Determine x, x E IR, de modo que o porno P(x 2 — 9, x + 3) 
seja a origem do sistema cartesiano. 

(Cesgran.no) Em um sistema cartesiano ortogonal, os pon- 
tosA(a,b)e B(c, d) sao simetricos em relaęao ao eixo das 
ordenadas. Assim sendo, tem-se que: 

a) a = -ce i? = —d d) a - c e b = d 

b) a = —c e b — d e.) a = d & b — c 

e) a = c e b — -d 

Sendo a e b numeros reais tais que 

(5 a — 1, 2a + 1) = (2 b 4- 4. a — 2b 4 - 7), a que quadrante 

pertence o ponto P(a, b)2 

(PUC-SP) Em relaęao a um sistema cartesiano ortogonal. o 
ponto A(3x 4- 1, 2x- — 5) pertence ao 4 a ąuadrante se, e 
somente se: 

2 

3 

2 

3 


a) - 

b) - 


< x < — 


d) jr< “T 

e) I < x < 2 


C)*>- 
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Cctpftulo 12 

FUNęAo 


1. INTRODUCAO Conhecendo a distancia de B ate A, 400 km, se 

ąuisermos o tempo necessario para o automóvel percor- 

Suponha que um automóvel percorra um treclio AB de rer 0 trecho AB, basta fazermos d — 400 km e teremos: 
uma estrada a uma velocidade constante de 80 km/h. 

400 = 80? t = 5 h 



Consideremos A como ponto de partida e associemos 
a ele a marca 0 km. A cada ponto P, do trecho AS. 
associemos a marca d km, que e a distancia de P ate A, 
medida ao longo da trajetória. 

Que distancia tera percorrido o automóvel após duas 
horas da partida? 

Como a velocidade do automóvel e constante, 80 km/h, 
após duas horas a distancia d percorrida, em kin, sera: 


Do mesmo modo como relacionamos as grandezas d e 
t, podemos relacionar muitas outras grandezas. 

Exemplos 

a) Em um termómetro, a temperatura e dada em funęao 
do comprimento da cołuna (de mercurio ou de alcool). 
ou seja. para cada comprimento € da coluna esta 
associada uma unica medida T da temperatura. 

b) O preęo de uma peęa de tecido e dado em funęao da 
metragem desse tecido. ou seja, para cada metragem 
de pano associa-se um unico preęo. 

Procure voce mesmo outros exempIos em que duas 
grandezas estejam relacionadas de modo que a cada valor 
de uma se associa um unico vaior da outra. 

2. FORMALIZAęAO DO CONCEITO DE 
FUNęAO 


d = 80 ■ 2 d = 160 km 

Racioeinando de maneira analoga, podemos construir 
a tabela a seguir, descrevendo a distancia d percorrida em 
varios pontos após t horas da partida. 


t (horas) 

d (qui!ómetros) 

2 

160 

3 

240 

4 

320 

■ 

m 

m 

* 

m 

* 


Notę que para cada valor de t se associa um unico valor 
de d. Por isso dizemos que a distancia d e dada em 
funęao do tempo /. Podemos expressar a distancia em 
funęao do tempo pela seguinte eąuaęao: d = 80f. Essa 
equaęao substitui, com vantagens, a tabela anterior. 

Se ąuisermos a distancia d, em km, após 4 horas da 
partida, basta fazermos t — 4 e teremos: 


Produło cartesiono 

Sejam A e B conjuntos diferentes do vazio. 
Chama-se produto cartesiano de A por B, e indica- 
se por A X B, o conjunto cujos elementos sao todos 
os pares ordenados (.x, j), tais que x£Ae_v£ B. 

Em sńnbolos, sendo A / 0 e B # 0, temos: 

A X B = {(x, v) | jr G A e y G B} 

Exempio 

Sendo A = {J, 2, 3} e B = {5,8], temos: 

A X B = {(1, 5), (1, 8), (2, 5), (2, 8), (3, 5), (3, 8)} 

Tal produto pode ser apresentado sob a forma do 
diagrama abaixo, chamado de diagrama de fleclias. 



.a 




d =80 • 4 320 km 
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Pode-se ainda representar o produto cartesiano no 
piano cartesiano. O conjunto de pontos determinado 
pelos pares ordenados de A X B e chamado de grafico 
cartesiano do produto A x B. 


Yk- 

'8 


B{ 


5- ą- -ę-- ą 


- 4 - -ę- - ę 


12 3 X 

'-„-' 

A 

Notas 

1. Se A = 0 ou B = 0 , define-se A X B = 0. Por 
exemplo: 0 X {1, 4, 6] =0. 

2. O produto cartesiano A X A sera indicado por A 2 , ou 
seja: 

A X A = A 2 

3. Se A e B sao conjuntos tais que A A Z?, entao 
A X B B X A. 

Reiaęao enłre dois conjuntos 


Dados dois conjuntos A e B, chama-se reiaęao R 
de A em B todo subconjunto do produto cartesiano 

A X B. 


Se (a, v) G R. entao dizemos que a e y estao associados 
(ou relacionados) atraves de R. 

Exemplos 

Considerando os conjuntos A — { 1, 2, 3} e 
B — {1, 2, 4, 6, 10}, temos que: 

A X B = {(1,1), (!, 2), (1,4), (1. 6), (1,10), (2,1), (2,2), 
(2, 4), (2, 6), (2, 10), (3,1), (3, 2), (3,4), (3, 6), (3, 10)} 

a) A reiaęao = {(x, y) GA X B \ y = 2x) e o 
subconjunto de A X B formado pelos pares ordenados 
em que o segundo elemento 0’) de cada par e o dobro 
do primeiro elemento (x). Assim: 

/?i = {(1,2), (2, 4), (3,6)} 

Representando R x em di agrarna de flechas, temos: 



Representando no piano cartesiano, temos: 



-► 

x 


• A representaęao de R ] no piano cartesiano e cha ma¬ 
da de grafico da reiaęao. 

• O conjunto formado pelos primeiros elementos dos 
pares ordenados da reiaęao /?, e chamado de Dorni- 
nio da relacao e e indicado por D (R } ). Assim, temos: 
D(/?,) = {1,2, 3}. 

Notę que, no grafico, o doirunio esta contido no eixo Ox. 

• O conjunto formado pelos segundos elementos dos 
pares ordenados da reiaęao R { e chamado de Imagem 
da reiaęao e e indicado por Tm(/?,). Assim, temos: 

Im(/?,)= {2,4,6} 

Notę que, no grafico, o conjunto imagem esta conti¬ 
do no eixo 6>y. 

• Os conjuntos A e B sao chamados, respectiyamente, 
de conjunto de partida e conjunto de chegada (o u 
contradommio) da reiaęao i? L . 

b) A reiaęao R 2 = {(je, >’) G A X B | >• < x) e o 
subconjunto de A X B formado pelos pares ordenados 
em que o segundo elemento (y) de cada par e menor 
que o primeiro elemento (a). Assim, temos: 

R 2 - {(2,1). (3,1), (3,2)] 

Representando R 2 em diagrama de flechas, temos: 



D(/y 

O grafico de R 2 e: 


lm(fl 2 ) 


D(/?,) = {2,3} 
Im (R 2 ) = {1,2} 




10 


6 

4 


2 


* 


1 



4 

I 


3 


x 


A 
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Funęao 

Estudaremos agora um tipo particular de relaęao entre 
conjuntos. Esse tipo de relaęao, por possuir uma proprie- 
dade especial, sera chamado de funęao. 

Consideremos a relaęao f de A em B, descrita pelo 
diagrama abaixo. 


B 



Notę que todo elemento de A esta associado, atrayes 
de /, a um unico elemento de B. Essa propiiedade 
caracteriza uma funęao e por isso dizemos que / e unia 
funęao de A em B. 

Definięao 

Sejam A e B conjuntos diferentes do vazio. Uma 
relaęao / de A em B e funęao se, e somente se, todo 
elemento de A estiver associado. atrayes de /, a um 
unico elemento de B. 

Usaremos a notaęao /: A —» 5 para indicar que / e 
funęao de A em B. 

Exemplos 


B 



/e funęao de A em S, pois todo elemento de A esta 
associado, atrayes de /, a um unico elemento de B 



N 


h e funęao de M em N, pois todo elemento de M esta 
associado, atrayes de h, a um unico elemento de N. 


c) 



D 


g nao e funęao de C em D, pois existe elemento em C 
(o elemento 8) que nao esta associado, atrayes de f, a 


elemento algum de D. 


d) 



t nao e funęao de G em F, pois o elemento 4 esta 
associado, atraves de t, a mais de um elemento de P. 


Nota 

Uma funęao/de A em B e uma relaęao. e por isso os 
conceitos de domin io (D), eontradommio (CD) e 
conjunto imagem (Im) continuam validos. No exemplo (a) 
anteńor, temos: 

D(/) = A = {5, 8, 7, 6}; CD(/) = B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; 
Jm(/) = {1,2, 3,4} 



J EXERCIC!OS RES0LVIP05 


ICl Dados os conjuntos A = {0, -1, 1, -3, 3} e 

B = {0, 3, 27, —3, —9, 1}. quais das relaęSes seguintes 
sao fuuęoes de A em ZJ ? 
a) / = { (x, i') E A X B | y = 3.łr-} 
b )g= {{x,y)eAXB\y = x} 

c) h — {(.r, y) E A X B \ x > y + 3} 

d) R = {(x, y) £= A X B | y = 3} 

Resoluęao 

Representando cada uma das relaęóes em diagrama de 
flechas, temos: 

a) 



B 


f e funęao, pois todo elemento de A esta associado, 
atraves de /, a um unico elemento de B. 



g nao e funęao, pois o elemento — 1 pertencente a A nao 
esta associado, atrayes de g, a nenhum elemento de B. 



B 


h nao e funęao. pois existe elemento pertencente a A, 1 
e 3, associado, atrayes de h, a mais de um elemento de B. 



B 


R e funęao, pois todo elemento de A esta associado, 
atrayes de R, a um unico elemento de B. 
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R,2 Dados os conjuntos A ~ {— 2, — 1, 0,1, 2} e 

B ~ {0, 1, 2, 3. 4, 5}, determine o domfnio, o 
contradommio e o conjunto imagem da funcao 
/ - {(.v,y) G A XBly=x 2 }. 

Resolucao 

Representamos a funęao em diagrama de flechas: 



B 


Assim, temos: 


D(/) = A = (-2, -1,0, 1,2} 
CD (f) = B= [0.1, Z 3, 4, 5} 
Im (/)= (0. 1,4} 



B.2 


EKERCICIOS BASI C0& 


Dados os conjuntos A U {1. 2, 3} e B = {-5, 5), 
determine: 

a) o produto cartesiano A X B, represeniando-o em 
diagrama de flechas e no piano cartesiano; 

b) o produto cartesiano B X A; 

c) o produto cartesiano A X A = A 2 . 

Dados os conjuntos A = { — 1,0, 1,2} e 
B — j - 1, 0, i, 2, 3, 5, 8}, quais das relaęoes seguintes 
sao funęoes de A em B'7 

a) R = |(x, y) E A X 5 | y - 

b) /- {(x, y) G A X£| v = x? + 1} 

c) g = {(x, y) G A X 5 | y 2 =x 2 } 

d) h — {(x, y) G A X B j y = jć } 


B.3 Dados os conjuntos A = |l, Ą-, -^-J e 

B = js, 2, 4, -^-J, quais das relaęoes seguintes sao 
funęoes de A em BI 

■ * o ) 

a) R = (x, y) EA XB]y=- 

b) /= {(x, y) G A X B I y = 4 — x} 

c) g = {(x, y) G A X £ | y - 2} 

d) h - {(x, y) G A X B j x G Q ty G IN) 

B.4 Dados os conjuntos A = {— 1, 0, 1, 2, 3} e 

B ~ {-1, 2, 3, 4, 5. 6, 8, 11}, construa o grafico da 
funęao/ = {(x, y) G A X B \ y = 3x + 2}, determinando 
seu domfnio e seu conjunto imagem. 

B.5 Dados os conjuntos A = {— 2, -1,0, 1, 2} e 

B — {0, 3, 4. 5. 12}, construa o grafico da funęao 
/ — {(.v, y) G A X B ! y — 3x-}, determinando seu 
domfnio e seu conjunto imagem. 

B.6 O conjunto/ = {(1,2), (4.5), (6, 8), (3,9)} e uma funęao 
de A em B. Determine o domfnio e o conjunto imagem 
da funęao. 

B.7 O conjunto / = {(3, 2), (8,5), (6, x)} e uma funęao cujo 
domfnio e D(/) = {3, 8, 6} e o conjunto imagem e 
Im(/) - {2, 5}. Quais sao os possfveis valores de x? 


Exerefcios cdmplementares de C.1 a C.5 


3. IMAGEM DE UM ELEMENTO ATRAVES 
DE UMA FUNęAO 

Imagem de um elemento atraves do 
diagrama de flechas 

Consideremos a funęao descrita pelo diagrama. 



Se um elemento y de B estiver associado a um 
elemento x de A, atraves de /, entao diremos que y e ima¬ 
gem de x, atraves de /, e indicaremos esse fato por 
y — f(x) (le-se “y e igual a/ de x ,! ou “y e imagem de x 
atraves de /"). Assim, temos: 

• 6 =/(l) (6 e imagem de l atraves de /); 

• 7 = /(2) (7 e imagem de 2 atraves de /); 

• 8 =/(3) (8 e imagem de 3 atraves de /); 

• 8 = / (4) (8 e imagem de 4 atfaves de / ); 

• U ~ f(5) (Ile imagem de 5 atraves de /). 


Imagem de um elemento atraves da lei 

y=f00 

Consideremos os conjuntos A = [—3,8], B = [— 10,20] 
e a funęao /: A —► B, onde cada x, x 6A,e associado a 
um unico f(x), f(x) G atraves da lei f{x) = 2x + 1. 

A lei f(x) - 2x + 1 nos diz que a imagem de cada x do 
domfnio de f e o numero 2x + 1 do contradommio. 
Assim, temos, por exemplo: 

• a imagem do elemento 4, atraves de/, e: 


/(4) — 2*4+1 =>/(4) 9; logo, (4, 9) G/ 


• a imagem do elemento —, atraves de /, e: 



+ 1 / 





Notę que o sfmbolo f(x) representa a ordenada do 
ponto de abscissa x. Assim, em vez de escrevermos 
f(x) = 2x + 1, podemos escrevery = Z v + 1, ou seja, 
o sfmbolo f(x) pode ser substitindo por y e vice-versa. 














Imagem de um elemento atraves do 
grafico de uma funęao 

Consideremos o grafico de uma funęao 

y = m 



Cada ponto (jc, _y) do grafico de /'deve ser interpretado 
como (.r, /Cr)), ou seja, a ordenada e a imagem da abscissa 
atraves de /. Por exemplo, o ponto P( 5, 4) pertence ao 
grafico, portanto /(5) = 4. Analog amente, temos: 

• (—6, — 5) e ponto do grafico; logo /( — 6) = —5; 

• (—2,0) e ponto do grafico; logo /(- 2) = 0; 

• (2, 3) e ponto do grafico; logo /(2) = 3; 

• (0, 1) e ponto do grafico; logo /(O) = 1; etc. 

4. ESTUDO DO SINAL DE UMA FUNęAO 

Sendo / uma funęao de domfnio D, dizemos que: 

•fi positiva para um elemento x, x E D, se, e somente 
se, f(x) > 0; 

•fi negativa para um elemento x, x E D, se. e somente 
se, f(x) < 0; 

• f se anula para um elemento x, x E D. se, e somente se, 

m = o. 

Notę, portanto, que o sinal da funęao para um elemento 
x, x E D, e o sinal de/(x), e nao o sinal de x. 

Exemplo 

Dada a funęao /: IR —* R tal que f(x) = x 2 — 9, temos; 

• a funęao e positivaparax — —4, pois /(—4) e posilivo: 
/(-4) = (-4) 2 - 9 = 7; 

• a funęao e negativa para x = —2, pois /(—2) e 
negativo; /(-2) = (-2) 2 - 9 = -5; 

• a funęao se anula para x = 3, pois /(3) e zero: 
f{ 3) = 3 2 - 9 = 0. 

Atraves do conceito estudado no iłem 3, podemos 
discutir a variaęao de sinal de uma funęao f atraves do 
grafico. 

Exemplo 

Seja o grafico da funęao y = f(x): 



• Para todo x, —2 < x < 7. tem-se que/(.r) > 0; por isso, 
dizemos que a funęao fi positiva para — 2 < x < 7. 

* Para todo x, —6 ^ x < — 2 ou 7 < x 9, tem-se 
que/(x) < 0; por isso, dizemos que/e negativa para 
—6 ^ x < — 2 ou 7 < x *£ 9. 



• Para x = — 2 ou x = 7, a funęao se anula, ou seja. 
/(-2) = 0e/(7) = 0. 

Notę que as abseissas dos pontos de intersecęao do 
grafico com o eixo Ox sao os va!ores de x para os quais a 
funęao se anula. 



EXERC1CI0S BASICOS 


B.8 


B.9 


Dada a funęao/= {(.v,/(x)) E IR X IR j f(x) = 3x + 40}. 
calcu le: 


a) /MO) 

b) /(2) 


c)/(0) 

( 1 
d )f 



Dada a funęao /' = f(x. v) EIRX IR I v = x 2 + .v}. caleuie: 

a) /(— 1) c)/(-4) ' e)/(0) 

b) /(2j ^(t) 


B.10 O consumo C de agua. em m 3 , peia populaęao de uma 
cidade em funęao do tempo r. em segundos, e dado pela 
eąuaęao C = 2.000 i. 

a) Qual e o consumo de agua dessa populaęao em 
10 segundos? 

b) Qual e o consumo de agua dessa populaęao em 
10 horas? 

c) Em ąuantos segundos essa populaęao consome 
48.000 m 3 de agua? 

B.ll Observe o grafico de unia funęao f: A B. onde 
4= [-1,0, 1, 2} e B = {—3, -1,0,1}. 




1 

f- " + 

1 


1 o 
-1 


1 2 


^ I 


■> 

X 



Deiermine: 

a) /(-l) 

b) /(0) 

0/(0 


0/(2) 


e) 


3/0) 

/(2) +/(—!) 
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B.12 Urn biólogo, ao estudar uma cultura bacteriológica, 
coniou o numero de bacterias num determinado instante 
ao qual chamou de instante zero; e ao finał de cada uma 
das seis horas seguintes fez nova contagem das 
bacterias. Os resultados dessa experiencia sao descritos 
pelo grafico a seguir. Observando o grafico, responda: 

a) qual o numero de bacterias no infcio da contagem. isto 
ć, no instante zero? 

b) de cjuanto aumentou o numero de bacterias da quinta 
para a sexta hora? 

c) de quanto aumentou o numero de bacterias da terceira 
para a quinta hora? 


Numero de 



4 5 6 

Tempo (horas) 

B.13 Observando o grafico da funęao/, abaixo. ciassifique 
como V ou F cada uma das afirmaęóes: 

a) (5, 8)E/ 

b) O ponto de/de abscissa 7 e o ponto (7. 0). 

c) O ponto de/de abscissa 4 tern ordenada menorque 8. 

d) Existe apenas um ponto de/ com ordenada 4. 

e) Nao existe nenhum ponto de/com ordenada negativa. 

f) Existe um tinico ponto de/ com ordenada 2. 

g) Se 5 < x < 6 e (x, y) E/, en tao 4 < y < 8. 

h) Se 7 < x < 9 e (x, y) E/, entao y > 0. 


8 


4 

3* 


T 

i 

i 

i 

J L 


5 6 7 '9 

* 


B.14 O grafico a seguir e de utną funęao/de f—3, 5] em IR. 
Classifiąue como V ou F cada uma das afirmaęóes: 

a) /(-3) = 7 

b) /(0) = 0 

c) /(4> = 0 

d) /(5) = 0 

e > f{\) < 0 

f) /(3} < 0 

g) /C5)-/(-3)=-lI 

h) Para to do x. —3 ^x<4 
tem-se que/(.r) > 0. 

i) Paratodo x, — 3 x ^ 4 
tem-se que/U) > 0. 

j) f(x) <0<»4<as;5 

k) f(x) < 0 <» 4 a - ss 5 



B.15 Uma funęao/; IR| —*• IR; e tal que/(4) - 2,/(9) = 3 e 
f(ab) = f(a) •/(&), V {a, b) C IR*. Calcule: 
a)/(36) b)f{SV) c)/( 2) d)/(l) 


B.16 Seja/ uma funęao de IR em IR tal que/(x) — 


3a -F 2 


Qual e o elemento do domfnio de/que possui como ima- 
gem o numero I ? 

B.17 Sendo/uma funęao de dommio A - [ -2, —1, 0, 1. 2} 
e eon trądom inio IR tal que f(x) = 4x 2 — 1, detemiine o 
conjunto imagem de/. 

Exercicios complementares de C.6 a C.18 

5. ANALISE GRAFICA — 

RECONHECIMENTO DE UMA 
FUNęAO 

Atraves do grafico, podemos verificar se uma relaęao 

e ou nao uma funęao. 

Exemplos 

a) Considere o grafico a seguir, de uma relaęao R de 
A= {1,2, 3} em B = {4, 5, 6,7}: 

KA 

7 


B 


S 

5 

4 


Analisando o grafico, percebemos que a relaęao R nao 
e funęao de A em fi, pois (1,4) e (1, 7) pertencem a R, ou 
seja, o elemento 1 do conjunto de partida esta associado, 
atraves de R, a dois elementos do contradommio: 4 e 7. 
Representando R em diagrama de flechas, temos: 



B 


Podemos generalizar: 

Se uma reta paralela ao eixo Oy interceptar o 
grafico de uma relaęao R em mais de um ponto, 
entao R nao e funęao. 

b) Observe o grafico a seguir, de uma relaęao R de 
A — [2, 5] em B = [1, 31: 
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Notę que qualquer reta r pai'alela ao eixo Oy, passando 
por um ponto de abscissa x, x E A, intercepta o grafico 
num unico ponto. Isso significa que qualquer x, x E A, 
esta associado, atraves de R, a um unico y E B. Logo, 
R e funęao de A em B. 

Podemos generał i zar: 



EXERCiC10S &ASICOS 


B.18 O grafico representa uma relaęao R de .4 = {1, 2, 3, 4} 
em B — {5, 6, 7, 8}. R e funęao de A em BI Por que? 


Um grafico representara uma funęao de A em B 
se, e somente se. qualquer reta paralela ao eixo Oy , 
passando por um ponto qualquer de abscissa x, 
x E A, interceptar o grafico num unico ponto. 


6. DETERMINAęAO DO DOMINIO E DO 
CONJUNTO IMAGEM DE UMA 
FUNCAO 

A partii- do grafico de uma funęao f, podemos 
de terminar o domini o e o conjunto imagem de /. 

Exemplos 

a) Considere o grafico de uma funęao /. representado a 


seguir. 




2 -i o 


0 dominio da funęao e o conjunto das abscissas de 
todos os pontos do grafico, isto e, D(/) - {—2, -1,1,2}. 

O conjunto imagem da funęao e o conjunto das 
ordenadas de todos os pontos do grafico, isto e, 

b) Considere o grafico de uma funęao /, representado 
abaiso. 



O dominio da funęao e o conjunto das abscissas de 
todos os pontos do grafico, isto e, D(/) = [3, 9], 

O conjunto imagem da funęao e o conjunto das 
ordenadas de todos os pontos do grafico, isto e, 

Im(/) = [1,8]. 


B 


Yl 

8 

7 

6 

5 


-1 “ “ \ -T 

t I l 

- — —j — — j— — 4 


7 

-i 

i 

l 

i 


t 

t 

r 

r 

i 

i 


i 

i 

i 


i 

i 

r 

f 


i 

i 

i 

i 


i 

i 

i 


i 

| 

( 

i 

i 



4 


A 


B.19 O grafico representa uma relaęao R de 

A — {1,2, 5, 6} tmB — {1,2,3,4}. R i funęao de A em 
B? Por que? 


Ył 


B.20 Qual dos graficos abaixo representa uma funęao de 
A = [—3, 6] em IR? Porque? 



B.21 Determine o dominio e o conjunto imagem da funęao / 
cujo grafico e dado a seguir. 
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UNIDADE 3 


B.22 Detemiine o doirunio e o conjunto imagem da funęao / 
cuj o grafico e dado a seguir. 


y+ 

11 


<Vj 

j^ 



•6-2 0 4 9 

Exercicios complementares de C.19 a C.24 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Dados osconjuntos A =[—3,2] e B — {4}, represente no 
piano cartesiano o grafico de: 
aj A X B b) B X A c) A 2 

C.2 O conjunto/ = {(2, 5), (3, 5), (6, 8), (4, 2)} e urna rela¬ 
ęao de A — {2, 3, 6. 4} num conjunto B. Essa relaęao e 
funęao de A em B7 Por que? 

C.3 O conjunto/ ~ {(1,2). (x, 3), (5, 8), (6,4)} e uma funęao 
de A — {1, 5, 6, 9} num conjunto B. Nessas condięóes, 
qual e o va!or de x7 


C.4 Dados os conjuntos A 
f= [(*,>’) e A XB \v 
Por que? 


[3, 6J e B = {8}, a relaęao 
8} e uma funęao de A em B? 


C.5 (Enem) No ąuadro abaLxo estao as contas de luz e agua de 
uma mesma residencia. Alem do valor a pagar. cada conta 
mostra como calcu! a-ló, em funęao do consumo de agua 
(em m 1 ) e de eletricidade (em kWh). Observe que, na 
conta de luz. o vaIor a pagar e igual ao consumo 
multiplicado por um certo fator. Ja na conta de agua, 
existe uma tarifa minima e diferentes faixas de tarifaęao. 


Companhia de Eletricidade 

FomBcimento 

401 KWH X 0,13276000 

Valor - R$ 

53,23 


Companhia de Saneamento 

TARIFAS DE AGUĄ/M 3 



Faixas de 

consumo 

T arif a 

Consumo Valor - R$ 

ate 10 

5,50 

tarifa rninims 

5.50 

11 a 20 

0,85 

7 

5.95 

21 a 30 

2,13 



31 a 50 

2,13 



acima de 50 

2,36 

Total 

11,45 


I) Suponha que. no próximo mes, dobre o consumo de 
energia eletrica dessa residencia. O novo valor da 
conta sera de: 

a) RS 55,23 c) R$ 802.00 e) RS 22.90 

b) RS 106,46 d)R$ 100,00 

TI) Suponha agora que dobre o consumo de agua. O novo 
valor da conta sera de: 

a) RS 22.90 c) RS 43,82 ej R$ 22.52 

b) R$ 106,46 d) RS 17.40 


C.6 Considerando a funęao/ ~ {(.v. y) G IN 2 1 ,y = x 2 - 3.v}. 
classifique como V ou F cada uma das afirmaęoes: 

a) (3, 0) G/ 

b) (0, 0) g/ 

c) (4,4) G/ 

d) (3, 5) G/ 
eJ(l,-2)G/ 


fili- -±) 

Ir 4 J 


e/ 


gj Existem dois valores de x de modo que (je, 4) G /. 


C.7 Um fazendeiro estabelece o preęo da saca de cafe em 

funęao da quantidade de sacas adquiridas pelo comprador 

atraves da eąuaęao P — 50 + -, em que P e o preęo 

em dólares e.v e o mimero de sacas vendidas. 

a) Quanto deve pagar, por saca. um comprador que 
adquirir cem sacas? 

b) Quanlo deve pagar, por saca, um comprador que 
adquirir duzentas sacas? 

c) Sabendo que um comprador pagou 54 dólares por saca, 
quantas sacas comprou? 

C.8 O grafico a seguir representa uma funęao / de [—4, 2] 

em IR. 



Detemiine: 

a)/(-4) b)/(—1J c)/(2) d)/(Q) 


C.9 Unia funęao/: [Rt —* IR e tal que/(2) = 1 e 

f(a • b) — f(a) + /(/;), V{«, b J C IR/. Calcule: 
a)/(4) b)/(8) c)/(l) dj f{Jl) 


C.10 O grafico a seguir representa o crescjmento de uma plan- 
ta em funęao do tempo: 



Anafisando o grafico. resppnda: 

a) Qual a altura da planta ao finał da terceira semana? 
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bj Quai foi o crescimento da planta durante a tereeira 
semana? 

c) Em qual das tres semanas registradas houve o maior 
deseń volvimento da planta? 


C.ll (UFMG) Seja a funęao/: IR — !R tal que 

I 


1 ^ > 

e: 


f(x)= ————. Se x ^ 0, uma expressao para / — 
x~ + 1 V x / 

a ) x 2 + 3 

x 2 + 1 

b) ' 

c) 


x 2 


X 2 + 1 


d >^TT 

e) n.d.a. 


C.12 (UECE) Seja/: IR —► IR a funęao tal que/(l) = 4 e 
/(x + 1) — 4 • /(x) para todo x real. Nestas condięoes, 
/(10) e igual a: 

a) 2' :10 c) 2 10 

b) 4-'° d) 4 10 


C.13 (Fatec-SP) Seja a funęao/: IN* —*■ IN* tal que 
f(n + 1) — (n + 1) •/(»). para todo n E IN*. 


Se x = 


/(8) ~ /(7) 

/( 7 ) 


, entao: 


a) x = 8 c) x = 6 

b) x =7 d) x = 5 


e) n.d.a 


C.14 (Enem) O numero de individuos de certa popuiaęao e 
representado pelo grafico abaixo. 



1950 


1960 


1990 


t 

(anos) 
—> 


1940 


1970 1980 


Em 3975. a popuiaęao rinha urn tamanho aproximada- 
mente igual ao de: 

W 

a) 1960 

b) 1963 

c) 1967 

d) 1970 

e) 1980 


C.15 (Fuvest-SP) Se/(x) - l - . quanto vale fii/f )? 


C.16 (UniVali-SC) Um móvel movunenta-se de acordo com o 
grafico abaixo. A distancia percorrida pelo móvel. entre 
os instantes 3 s e 5 s, e: 



a) 80 m c) 600 m e) 8 m 

b) 800 m d) 1.880 m 

C.17 (Unisinos-RS) O consumo de combustiVel de um auto- 
móvel e medido pelo niimero de ąuilómetros que percor- 
re, gastando 1 € de combustfvel. 

O consumo depende, entre outros fatores, da velocidade 
desenvolvida. O grafico (da revista Quatra Rodas) a 
seguir indica o consumo, na dependencia da velocidade, 
de certo automóvel. 



A analise do grafico mostra que: 

a) o maior consumo se dń aos 60 km/h. 

b) a partir de 40 km/h, quanto maior a velocidade, maior 
e o consumo. 

c) o consumo e diretamente proporcional k velocidade. 

d) o menor consumo se da aos 60 km/ti. 

e) o consumo e inversamente proporcional a yelocidade. 


C.18 (UFPB) O grafico da funęao polinomial 

p(x) = x 1 + x s — 7x 2 — x + 6 esta representado na figura 
abaixo. O conjunto soluęao da inequaęao p(x) S 0 e: 



a) S — {x E IR | x *£ — 3 ou x S* 2) 

b) S — {x E IR j — 3 x 1 oux 3* 2} 

c) S — {x E IR | x ^ —3 ou 1 x ss 2} 

d) S = (x E IR | —3 x ^ — 1 ou 1 x 2} 

e) S = {x E IR | -3 *£ x ^ -1 ou x & 1} 
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C.19 A reta reo grafico de urna relaęao R cujo dommio e 
D(/?) = {3}. A relaęao R e funęao? Por que? 


C.23 Deter mi ne o domini o e o eon junto imagem da funęao/ 
cujo grafico e a semicircunferencia a seguir: 


Y i 


r 

0 

3 

X 


C.20 Urna eircunferencia pode ser grafico de urna funęao cu- 
jos domin i o e imagem sao intervalos reais? Por que? 

C.21 A reta reo grafico de urna funęao/. Determine o domi- 
nio e o conjunto imagem de/. 




4 


O 

0 


r 


-*■ 

x 


C.22 A reta r abaixo e o grafico de urna funęao/, Determine o 
dominio e o conjunto imagem de/. 




/ 

,40“ 


7" 




■> 

x 



C.24 (UFPB) Considerando a funęao y = f(x), com 

-7 ^ a- =£ 8, representada na figura, e correto 
afirmar que: 



b) /(0) = 0 

c) /(D -/ta) ■/(3) = 0 

d) /(2) * 0 

e) O conjunto imagem de/e o intervalo [—2, 2], 
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Ccipftulo 13 

FUNęAO REAL DE YARIAYEL REAL 


i 


1. CONCEITUAęAO 

Toda funęao / em que o dommio e o contradominio 
sao subconjuntos de IR denomina-se funęao real de 
variavel real. 

Para que urna funęao /esteja completamente definida, 
e necessario que sejam dados todos os seus pares 
ordenados ou o seu dommio, o seu contradonunio e a lei 
de associaęao y = f[p c). Porem, para facilitar o estudo das 
funęoes reais de variavel real, foi convencionado: 

Se o domfnio de uma funęao / for o mais amplo 
subconjunto de IR onde / pode ser definida, e o 
contradominio de / for R, en tao essa funęao pode 
ser apresentada simplesmente pela lei de associaęao 

y = /(*)- 

Assim sendo, ao apresentarmos a funęao ;y - /(x), 
ficam subentendidos como dommio e contradominio 
de /os conjuntos: 

D(/) = {x E IR | f(x ) G IR} e CD(/) = IR 

Exemplos 

a) Ao apresentarmos a funęao /, atraves da lei: 
f(x) = -J—, fica subentendido: 

• como dommio de / o conjunto de todos os numeros x, 
reais, de modo que — tambem seja real; temos que 

Jt 

— G IR <=> x G BR e x =£ 0; logo, D (f) = IR* 

• como contradominio de / o conjunto dos numeros 
reais, CD(/) = IR. 

b) Ao apresentarmos a funęao /, atraves da lei 

f(x) — Jx , fica subentendido: 

• como domfnio de /o conjunto de todos os numeros x, 
reais, de modo que tambem seja real; temos que 

Jx G IR « x G IR+; logo, D(/> — IR,. 

• como contradonunio de / o conjunto dos numeros 
reais CD(/) — IR. 

c) Ao apresentarmos a funęao f, atraves da lei: 
f(x) = 3x + 5, fica subentendido: 

• como domfnio de / o eonj unto de todos os numeros x, 
reais, de modo que 3x + 5 tambem seja real; temos 
que 3x + 5 G IR « x G IR, isto e, 3x + 5 e real para 
todo x real; logo, D(/) — IR; 

• como contradominio de / o conjunto dos numeros 
reais CD(/) = R. 



EXERCICIOS RES0LYID05 


R.l Determinar o dommio da funęao f(x) ; - 


1 


x — 8 

Resoluęao 

O dommio de / e o conjunto de todos os numeros x, 

1 


reais. de modo que 


x — 8 


tambem seja real. Temos 


que 


IR <=> x G R e x — 8^0 (ou seja, x + 8). 


x - 8 

Logo, D(/) = (x G IR | x# 8}. 

R.2 Determinar o domfnio da funęao f(x ) = Jx - 5 . 
Resoluęao 

O domfnio de / e o conjunto de todos os numeros x, 
reais, de modo que Jx — 5 tambem seja real. Temos 


que Jx — 5 E R ,v G IR e x — 5 3= 0 (ou seja. x 3= 5). 
Logo, D(/) = {x G R | a Ss 5}. 

R.3 Detemiinar o domfnio da funęao 


/(x) “ 


1 




A — 8 

Resoluęao 

O domfnio de / e o conjunto de todos os numeros a, 

1 


reais, de modo que 


real. Temos que 


a - 8 


+ /a — 5 tambem seja 


1 


x — 8 

a — 8 =£ 0 e a — 5 ss 0 


+ ,-.jx — 5 


R, 


(I) 


(II) 


Lembrando que o coneclivo “e*" indica a intersecęao 
das soluęóes das inequaęoes (1) e (II), temos: 


(U 

(III 

(imi) 


i 8 


Logo, D{/) = {a G IR | a s* 5 e x * 8} 
R.4 Determinar o domfnio da funęao /(a) = 


Jx — 4 


a 2 - 49 * 

Resoluęao 

O domfnio de fe o conjunto de todos os numeros a. reais, 

/a 4 


de modo que — 2 

a 2 - 49 


tambem seja real. Temos que: 


/a — 4 
A 2 - 49 


G IR ^ a G IR, A - 4 5= 0 e A 2 -49 ^ 0 




(D 


(II) 
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Resolvendo a inecjuaęao (I), encontramos x 5= 4, e resol 
vendo (II), encontramos x # -7 e x #7. 

Fazendo a Lntersecęao das soluęóes de (I) e (II), temos: 


(0 

(II) 

(inni 


i 

- 4 

f 4 

- 1 - 

l 

A — r 

' -7 

| 

; 7 

— 

- o - 



14 


Logo, D(/') — (x E IR | a' s® 4 e x&7 }. 





EXHRCICIOS BASI COS 


B,1 Determine o domin i o de cada lima das funęoes: 

3 


a) /(*) 

b) /(x) 

c) f(x) 

d) fix) 

e) f(x) 

f )/<*) 


x — 5 

4x — i 

i 

X 2 - 9 

I 


g) f(x) = 

1 


h)/(x) - 


Jx - I 

- x -I- 2 


i) f(x) — x 2 - 8x + 12 

'^ A) = x 2 4- 1 
k)/(x) - a/.y 2 + I 


= x 


B.2 Determine o domin i o de cada oma das funęoes, repre- 
sentando-o no eixo real: 


a) f (x) = 


X — I 


+ 


b) /(x) = Jx - 3 - —= 

«Jx — 1 


c) f (x) = 


Jx - 3 
X 2 - 25 


d) f(x) - x 2 + | 

e) f(x) = Jx — I • ^/x - 2 

B.3 Determine o domfnio de cada lima das funęoes: 

a) m = 

b) /(x) - J4x ~ f 
5 


C) /(je) = 

d) /(X) = 

e) f(x) = 


if2x - 1 
3 

x 4 - 10x 2 + 9 
6 


(x- l)(2x — I )(4x — 5 ) 

1 


f) M = — J ^ + V2x - 1 


g) f(x) = 

h) /(x) = 


x 5 - 32 

1 

V6x + 2 

I 

Vx 2 + 3 


! 


x fi - i 

i 

X 4 - 1 


i) M = 

3 

+ 

2 

X 2 + 1 

4x* + 5 

j) ,f(x) = 

4 

+ 

I 

x 3 - 2 

J2x - 3 

k) f{x) ~ 

x 2 - I 

+ 

X 

x-2 

x' 3 


B,4 Determine o do mfn io de cada urna das funęoes, 
representando-o no eixo real: 

a) = i + ■ , -r + Jx - 1 


b) m - 




i 

Jx + 1 


c) /(x) = 


~fx + 3 

(x 2 - 5x + 4)(x 5 - 8) 


d)/(x) = ^+T + 1 + x 

Jx 2 + 2 

Exerc/ciqs complementares de C.1 a C.4 


2. RAIZ DE UMA FUNCAO 

Considere a funęao /: IR —+ IR tal que f(x) — x 2 — 9. 

Notę que /(3) = 3 2 - 9 = 0 e/(-3) - (-3) 2 - 9 = 0. Ou 
seja, parajc = 3 ou x = —3, a funęao f(x) = x 2 — 9 se anu- 
la. Por isso, os numeros 3 e — 3 sao chamados de raizes 
(ou de zeros) da funęao /. 

Definięao 

Chama-se raiz (ou zero) de uma funęao real de 
variavel real, y = /(a), todo numero r, do domini o 
de f, tal que /(r) = 0. 


ExempIos 

a) As raizes da funęao f(x) = x 2 — 5x + 6 sao todos os 
yalores reais a* tais que /(x) = 0. isto 6, 

# — 5x + 6 = 0 => a* = 2 ou x = 3. Logo, as rafzes de 
/ sao 2 e 3. 

b) A raiz da funęao g(x) = 2x — 3 6 obtida fazendo-se 


g(x) = 0, isto e, 2x — 3 = 0 => x = 



Logo. a raiz 



c) A funęao h(x) — x 2 + 9 nao possui raiz no domfnio IR, 
pois x 2 + 9 = 0 =» a 2 = —9. Nao ha numero real cujo 
quadrado seja igual a -9. 


3. FUNęAO CONSTANTE 

Consideremos a funęao real, de variavel real f(x ) — 5, 
ou seja, a imagem de qualquer numero real x e o mimero 5. 
Por exemplo: 

m =5 

f(.JT) = 5 

/(l) ~ 5 



























































Seu grafico e: 


T 

I 

1 

I 

1 

i 

i 

i 


i 


-14 

5 



2 


1 


x 


Tal funęSo e denominada funęao constante. 


Chama-se funęao constante toda funęao 
/: IR —► IR, tal que f(x) = k (L constante real). 


O grafico da funęao constante f(x) — k e a reta 
paralela ao eixo Ox pelo ponto (0. A'). 


yA 

k 


0 

o 


X 


4. FUNęAO CRESCENTE E FUNęAO 
DECRESCENTE 

Considere o grafico de urna funęao /: 



Notę que no intervalo [2, 7] C D(/), se considerarmos 
dois numeros quaisquer x, e x 2 , comx 2 > teremos que 
a imagem de x 2 sera maior que a imagem de x„ i sto e: 

{a-j, a 2 ) C [2, 7] e x 2 > a | => f(x 2 ) > f( Xl ) 

Por isso, dizemos que a funęao /e crescente no intervalo 
[2, 7]. Observe: 



Notę tambem que, se considerarmos no intervalo [7, 10] 
dois numeros quaisquer a, e x 2 , com x 2 > x b teremos que 
a imagem de x 2 sera menor que a imagem de isto e: 

{* *i, x 2 ) C [7, 10] e x 2 > x, => f(x 2 ) < f(x t ) 

Por isso, dizemos que a funęao / e decrescente no 
intervalo [7, 10]. Observe: 



Assim, podemos definir: 

Urna funęao /, real de variavel real, e crescente 

em. A, A C D(/), se, e somente se, para quaisquer 

numeros a, e x 2 do conjunto A , ocorre: 

* 

^ A [ ==> /(X 2 ) >/(A,) 


Urna funęao /, real de variavel real, e decrescente 
em A,AC D(/), se, e somente se, para quaisquer 
numeros a, e x 2 do conjunto A , ocorre: 

x 2 > a, =3 /(x 2 ) < /(a,). 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.5 O grafico de uma funęao/e dado a seguir. Quais sao as 
rafzes de/? 


KA 



-2 


Resoluęao 

Notę que/(—4) - 0,/(l) - 0,/(3) = 0 e/{5) m 0. 
Logo, as rafzes de / sao —4, 1,3 e 5. 

As rafzes de uma funęao / sao as abscissas dos 
pontos de intersecęao do grafico de/com oeixo Ox. 


r 

L 
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UN1DADE 3 


Pratica pode aumentar capacidade 
da memória 

(...) O ponto de uista padrao, repetfdo em quase 
todos 05 texto 5 de psicologia, e de que o limlte 
comunn para a memória a curto prazo e de cerca de 
sete bits de informaęao — a extensao de um numero 
de telefone. Mais do que isso, em gerai, os numeros 
nao podem ser retidos confiauelmente pela memória 
a curto prazo a menos que as unldades separadas 
sejam repartidas em "poręóes", como os numeros 
de um prefiKO telefónico que sao lembrados como se 
fo5sem urna unica unidade. 

(...) numa surpreendente demonstraęao do poder 
absoluto do treino para romper barreiras na habili- 
dade da mente para Udar com a informaęao, Anders 
Ericson, psicólogo da Universidade do Estado da 
Flórida, emTallahassee, queescreveu recentemente 
um artigo sobre o papel da pratica deliberada para 
performances espetaculares, na reuista Amer/can 
Fsychologist, e seus colegas da Uniuersidade Camegie- 
Mellon estimulam seus estudantes uniuersltarios a es- 
cutar uma lista de ate 102 digitos e recita-los corre- 
tamente. 

Após 50 horas de pratica, com diferentes grupos 
de digitos, quatro estudantes consegutram lembrar 
de ate 20 digitos após ouuirem uma Onica vez, Um 
estudante, um executivo sem talento especial para 
matematica, conseguiu se lembrar de 102 digitos; 
esse feito exiglu 400 horas de pratica, (...) 

O Estado de 5. Paulo, 22 out. ) 994. 

Para ler o texta na Integra consulte o sife Estadao na 
escola (www.estadao-escola.com.br], clicando em "Pesqui- 
sa", "Temas transversais" e "Ciencia e meio ambiente" com 
as palavras-chaves "capacidade" e "memória". 


B.6 O grafie o de uma funęao f e dado abaixo. Detemiine as 
raizes da funęao f. 



EXERC1C!05 BASI COS 


$r. 


B.S Determine as raizes de cada uma das funęoes reais de va- 
riavel reał: 

a) f(x) — X 2 — 4x + 3 

b) y — 5x + 3 


c) f(x) ~ V.v- - 9 

d) /(.v) — a 4 — 4x 2 

e) y — a 4 — 3.v 2 -I- 2 

f) y = X 2 +\ 

g) f{x) = x 3 - bx- + 8.v 

A“ + 1 5x -b 3 
h >>= —5— 



B.7 Construa o grafico de cada uma das funęoes: 

a) f(x) — B b)/(.v)= -1 ' o) y= JI 

B.8 De o dominio e o conjunto imagem de cada unia das 
funęSes: 

a) f(x) = 5 b) f{x) = Ł 

B.9 O grafico de unia funęao f 6: 



a) Em que intervalo(s) do dominio a funęao fe crescente? 

b) Etn que intervalo(s) do dommio a funęao / e decres- 
cente? 

c) Em que intervalo(s) do dominio a funęao/e constante? 
B.10 O grafico de uma funęao f e a rela r: 



* x + 6 

i) M = - lx 


ęiassifiąue como V ou F cada uma das afirmaęoes: 

a) O dommio de / e o conjunto IR. 

b) O conjunto imagem de f e IR. 

c) f possui uma unica raiz, 

d) f e decrescente em todo seu dominio. 

e) / e crescente em todo seu dominio. 

f) / e constante. 

g) /(—2) = O 

h) /(O) - 3 

Exerc('cios compiementares de C.5 a C.12 
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EXERCICI05 COMPLEMENTARES 

C.3 Determine o domini o de cada urna das funędes: 

a) f{x) ~ d) f{x) - Jx? 

b) f(x) = J~x 2 e) f(x) = J—x 2 


c) f{x) - 4~(x - i) 2 

C.2 (Faap-SP) Determine o do minio e o conjunto imagem da 
funęao/(x) = J 1 - x + Jx — \ . 

C.3 (Cesgranrio) Sendo x 3= 4, o conjunto imagem da funęao 

y — Jx + Jx — 4 e dado por: 

a) [y £ R | y 3* 0} d) {y £ IR | y 2= 4} 

b) {y G [R j 0 =£ y =£ 2} e) n.d.a. 

c) {y £ (R | y 3= 2} 


CA (UFMG) Seja f: IR —* IR uma funęao dada por 

f{x) = 2 4- Jx z + 1 . Pode-se afinnar que o conjunto 
imagem de f e: 

a ){v £IR:v^-l) d) {y £R:y^3) 

b) {y GIR: y ^ 0} e)IR 

c) {y GIR:>-3= 2} 

C.5 Determine as raizes de cada uma das funęoes: 

9 


x + 3 
x- + 3 


a) f(x) = 

b) /W= 2*-2 x-J 

c) f(x) = 4* 1 - 3 - 2x 

d) /( x) -- Jx + 5 -X I 1 

C.6 As raizes da funęao f(x) — ax 1 + bx + 4 sao 1 e 2, 
Determine os valores de a e b. 


C.7 Construa o grafico da funęao f(x) — 

JC 


C.8 O grafico a seguir mostra a velocidade (v) de um auto- 
móvel em funęao do tempo (r): 



a) Ern que intervalo(s) de tempo a velocidade e crescente? 

b) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade e decres- 
cente? 

c) Em que mtervalo(s) de tempo a velocidade e constante? 


C.9 (Enem) Em inna prova de 100 m rasos, o desempenho 
tipico de um corredor padrao e representado pelo grafico 
a seguir: 



Baseado no grafico, em que intervalo de tempo a 
velocidade do corredor e aproximadamente constante? 

a) Entre 0 e l segundo. 

b) Entre 1 e 5 segundos. 

c) Entre 5 e 8 segundos. 

d) Entre 8 e 11 segundos. 

e) Entre 12 e 15 segundos. 


C.10 


Um economista, para lazer uma analise da variaęao da 
taxa de inflaęao num determinado ano, num determinado 
pais, enumerou os meses de 1 a 12 e associou a cada mes 
a inflaęao correspondente, obtendo assim a tabela abaixo 


I 


Governo divulga balanęo 
anuiil da inflaęao 

Mes 

Taxa de 
inflaęao (%) 

1 

6 

2 

8 

3 

9 

4 

7 

5 

6 

6 

9 

7 

9 

8 

9 

9 

8 

10 

6 

11 

5 

12 

9 


Considere a relaęao R do conjunto dos meses 
A — {1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1 i, 12} no conjunto das 
taxas, em %. B — (6, 8, 9. 7, 5}, associando a cada mes 
a taxa de inflaęao correspondente. 

Construa o grafico da relaęao R e, observando o grdfico, 
responda: 

a) Do mes l ao mes 3, a taxa de inflaęao foi crescente. 
decrescente ou constante? 

b) Do mes 6 ao mes 8, a taxa de inflaęao foi crescente. 
decrescente ou constante? 

c) Do mes 9 ao mes 11, a taxa de inflaęao foi crescente. 
decrescente ou constante? 

d) Qual a variaęao da taxa de inflaęao do mSs 7 ao mes 8? 

Notę pelo grafico que, do mes I ao mes 2. a taxa de 
inflaęao cresceu 2%; por isso dizemos que do mes i ao 
2 a variaęao da taxa de inflaęao foi +2 %. Notę ainda. 
pelo grafico. que, do mes 4 ao mes 5, a taxa de inflaęao 
decresceu 1 %; por isso dizemos que a variaęao da taxa 
de inflaęao do mes 4 ao 5 fol de — 1 %. 

A 
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Espessura hidratada (em mfcrons) 



C.1I (Enem) A obsidiana ć urna pedra de origem vulcanica 
que. em contato com a umidade do ar, fixa agua em sua 
superffcie formando unia camada hidratada, A espessura 
da camada hidratada aumenta de acordo com o tempo de 
permanencia no ar, propriedade que pode ser utilizada 
para medir sua idade. O grafico abaixo mostra como 
varia a espessura da camada hidratada, em mfcrons 
(1 micron = 1 milesimo de milimetra) em funęao da 
idade da obsidiana. 



Idade (em anos) 


C.12 (Enem) O crescimento da populaęao de uma praga 
agncola esta representado em funęao do tempo, no 
grafico abaixo, onde a densidade populacional superior 
a P causa prejufzo a lavoura. 

Densidade 

populacional 



No momento apontado pela seta (T), um agricullor in- 
troduziu uma especie de inseto que e inimigo natura] da 
praga. na tentativa de controJa-la biologie amen te. 

No momento indicado pela seta (T). o agricultor aplicou 

grandę quantidade de inseticida, na tentativa de eliminar 
totalmente a praga. 

A analise do grafico permite concluir que: 

a) se o inseticida tivesse sido usado no momento mar- 

cado pela seta (T), a praga teria sido contro lada 

definitivamente, sem necessidade de um tratamento 
posterior. 

b) se nao tivesse sido usado o inseticida no momento 


Com base no grafico, pode-se concluir que a espessura 
da camada hidratada de urna obsidiana: 

a) e diretamente proporcional a sua idade. 

b) dobra a cada 10.000 anos. 

c) aumenta mais rapidamente quando a pedra (ś mais 
jovem. 

d) aumenta mais rapidamente ąutuido a pedra e mais 
velha. 

e) a partii' de 100.000 anos nao aumenta mais. 


marcado pela seta (2), a populaęao de praga continu- 

aiia aumentando rapidamente e causaria grandes da- 
nos a lavoura. 

c) o uso do inseticida lomou-se necessario, uma vez que o 
eon mile biológico aplicado no momento (T) nao resul- 
tou na dimimiięao da densidade da populaęao da praga. 

d) o inseticida atacou tanto as pragas quanto os seus 
predadores; entretanto, a populaęao de pragas recupe- 
rou-se mais rapido, voltando a causar dano a lavoura. 

e) o contro]e de pragas por meio do uso de mseticidas e 
muito mais eticaz que o conuole biológico, pois os seus 
efeitos sao muito mais rapidos e tern maior dumbilidade. 


r 
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Capftulo 14 

FUNCAO AFIM OU DO I- GRAU 


1. CONCEITUACAO 

Uma maquina fabrica 2 m de corda por minuto. A 
tabela abaixo descreve a produęao dessa maquina em 
funęao do tempo. 


entao dizer que o grafico abaixo descreve a produęao 
dessa maąuina em funęao do tempo, lndicando por x o 
tempo, em minutos, e por y a produęao, em metros, temos 
que a lei que associa x eye y — 2x. 


Tempo (min) 

Produęao (III) 

0,5 

1 

1,0 

2 

1,5 

3 

2,0 

4 

2,5 

5 

3,0 

6 

3,5 

7 

4,0 

8 

4,5 

9 

5,0 

10 



O grafico correspondente a essa tabela e: 


Produęao {rrt) 
10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 



o,5 -j 1,5 2 2,5 3 Tempo (min) 


Neste capftulo vamos estudar funęoes como a desse 
exempio, isto e, funęoes do tipo y = ax + b, com 
{a, b) C [Re a A 0. 

Detinięao 

Toda funęao do tipo f\x) — ax + b com [a,b\ C IR 
e a A 0 e denominada funęao do l e grau ou funęao 
afim. 


Exemplos 

a) y = 3.r + 1 

b) y = x — 5 


c) _y = 4x 

d) , = f + i 


Se diminuirmos mais e mais o intcrvaló entre as 

medięoes, ou seja. \ min, -i- min, etc., obteremos 

4 o 

mais e mais pontos, e todos numa mesma reta. Podemos 


Nota 

Toda funęao do 1 Q grau y = ax + b em que b = 0 
recebe o nome particular de funęao linear. Sao lineares 

X 

as funęoes y — y = —, y = x, etc. 
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UNIDADE 3 


2. GRAFICO DE UMA FUNęAO DO 
1 e GRAD 

Demonstra-se que o grafico de uma funęao do 
1- grau e uma reta. 

Um importante postulado da geometria diz: “Dois 
pontos distintos determinam uma reta”. De acordo com 
esse postulado, a eonstruęao do grafico de uma funęao do 
1- grau e feita obtendo-se dois de seus pontos distintos e 
traęando-se a reta determinada por eles. 



W EXERC!CIOS RE60LVID0S 


R.l Construir o grafico da funęao y = 3x — 6. 

Resoluęao 

O grafico da funęao .y = 3x — 6 e uma reta. Logo, 
precisamos de dois pcntos distintos para determina-la. 
Para isso, atribuimos a x dois valores reais, distintos, 
quaisquer e calcu]amos a imagem y de cada um deles: 

y 

.-A-, 


Yalores 
arbitra rios 


0 


3 * 0 — 6 = —6 => (0, —6) e um ponto 
da reta. 


3 * i — 6 = — 3 => (], —3) e um ponto 
da reta. 


Assim, o grafico da funęao y = 3x ~ 6 e: 



R.2 O grafico da funęao y = ax + b e: 



Determinar os valores de a e b 


Resoluęao 

Como o ponto (0, 4) pertence ao grafico, temos que a 
sentenęa y = ax + b deve tornar-se verdadeira para 
x = 0 e y = 4, isto 6,4 = a. • 0 + b =$ b — 4, 
Analogamente, o ponto (—2, 0) pertence ao grafico; 
en tao devemos ter 0 = a • (—2) + b. 

Como b = 4, temos 0 — a ■ ( —2) + 4 => a = 2. 

R.3 Uma empresa. para construir uma estrada, cobra uma 
taxa fixa mais uma taxa que varia de acordo com o 
numero de ąuilómetros de estrada construida. O grafico 
descreve o custo da obra. em miihoes de dólares, em 
funęao do numero de ąuilometros construidos. 

a) Obtenha a lei v = f(x), para x ^ 0, qtie deteimina esse 
grafico. 

b) Determine a taxa fixa cobrada pela empresa para a 
eonstruęao da estrada. 

c) Qual sera o custo total da obra, sabendo que a estrada 
tera 50 km de extensao? 




Q 

O 


Resoluęao 

a) O grafico e uma semi-reta contida na reta que passa 
pelos pontos (0, 4) e (10, 5). A lei y — f(x), cujo 
grafico e essa reta. e da forma_y ~ ax + b. 

Como os pontos (0.4) e (10, 5) pertencem a essa reta, 
devemos ter; 

4 = o‘0łi>=?fe=4 (I) e 5 — £i * 10 + b (II) 
Substituindo (I) em (II), temos: 

5 = £/’I0+4=»o = -~ 

Assim, a lei que determina esse grafico para r^Oe 
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Nota 

Devemos supor * 3= 0, pois x e o numero de qui!5- 
metros de estrada construida; logo, nao ha sentido em 
atribuirmos valores negativos a x. 

b) A taxa fixa e obtida fazendo x ~ 0, ou seja, o inicio da 
obra: 

5 ’ = To - r 4 ^y ^ 4 


B.2 Construa o grafico de cada uma das funęoes a seguir. 
Determine os pontos de intersecęao de cada grafico com 
os eixos coordenados Ox e Oy. 

2x -3 


Si 

11 

Ln 

X 

i 

O 

d).V 

v — —x — l 

e)>' 

X 1 

- v 3 2 

f) 3’ 


Logo, essa taxa e de 4 milhoes de dólares. 

c) Para calcularmos o custo total da obra, basta fazermos 
x = 50, ou seja, o termino da obra: 

50 , . n 

y= fo' +4=s, 5 , = 9 

Logo, o custo tolal da obra sera de 9 milhoes de dóla¬ 
res. 

A funęao do primeiro grau na economia 

fkjponha que um fabricante gastou R$ 900,00 
em molde5 para a confecęao de frascos de uidro e 
que, alem disso, o custo de produęao de cada frasco 
seja de 0,05, Assim, o custo total, em reais, para 
a produęao de x frascos e dado por: 

C(x) = 900 + 0,05* 

Em economia C(x) e chamada de funęao custo, 
em que a parcela 900 e chamada de custo fiłto, 
pols nao depende da quantidade produzlda; e a 
parcela 0,05x e chamada de custo variavel, por 
depender do numero de unldades produzidas. Essa 
funęao do primeiro grau e crescente e seu grafico e 
formado por pontos de uma sembreta de orlgem no 
ponto (0,900): 



Notę que o grafico e formado por pontos "isolados" 
porque a varlavel x só pode assumlr valores naturais. 

EXERCICI0S BASIC0S 

B.l Construa o grafico de cada uma das funęoes: 

a) y — 2x — 4 e) y = 2x — 3 

b) y = -2x-4 f) y = -j + 1 



d) y - — 5x 


B.3 O grafico da funęao y — ax + b e: 



Determine: 

a) os valores de a e b ; 

b) a raiz da funęao. 

B.4 O grafico da funęao y — ax + b e: 



i 


, 



O 

\- 

i\ 


_-W- 

-i o 

\ 


\ 



Determine os valores de a e b . 

B.5 (UECE) Toda funęao/: IR —* IR tal que/(x) = ax. com 
a ¥= 0, e chamada de funęao linear. Pode-se afirmar 
que: 

a) toda funęao linear e crescente em todo seu dominio. 

b) toda funęao linear e decrescente em todo seu dominio. 

e) o grafico de uma funęao linear e uma reta que passa 

pela origem do sistema de coordenadas. 

d) existem funęoes lineares com raiz positiva. 

e) existem funęoes lineares com raiz negativa. 

B.6 Chama-se funęao identidade a funęao linear/(x) — x. 
Construa o grdfico da funęao identidade determinando 
seu dominio e seu conjunto imagem. 

B,7 Um vendedor recebe a tftulo de rendimento niensal um va- 

lor fixo de RS 160,00 e rnais um adicional de 2% das ven- 
das por ele efeluadas no mes. Com base nisso, responda: 

a) Qual o rendimento deste vendedor em um mes no qual 
o total de vendas feitas por ele foi de R$ 8.350.00? 

b) Qual a funęao que expressa o vaior do seu rendimento 
mensal em funęao de sua venda men sal? 
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UNIDADE 3 


B.8 O grafico seguinte mostra a temperatura de unia regiao 
da cidade de Sao Paulo desde as 7 h ate as 11 h em urn 
dia de invemo. 



a) Qual a temperatura maxima nesse periodo? 

b) Qual foi a variaęąo da temperatura desde as 9 h ate 
as 11 h? 

Exercfcios complementares de C.1 a C.3 


Representando escjuematieamente a variaęao de sinai 
da funęao, temos: 


f(x) = 2x~ 6 


O estudo da variaęao de sinal da funęao /(a) = 2x — 6 
pode ser feito tambem algebricamente, sem o auxflio do 
grafie o. Observe que: 

• a raiz da funęao / e a raiz da equaęao 
2x — 6 = 0 => x — 3; 

• os valores de x para os quais/(.v) e positivo (/(a) > 0) 
sao as soluęoes da ineąuaęao 2x - 6 > 0 => x >3; 

• os valores de x para os quais f(x) e negati vo (/(a*) <0) 
sao as soluęSes da inequaęao 2x — 6<0=>jc<3. 

Logo, temos: 


3. VARIAQAO DE SINAL DA FUNQAO 
DO l e GRAU 


__3 

f(x) = 2x-6 


—► 

x 


Considere a funęao do l e grau f(x) = 2x - 6, cujo 
graf i co e dado a seguir. 



JNote que: 

• 3 e raiz da funęao; 

• a funęao e crescente; 

• para qualquer x real, .r > 3, temos f(x) > 0; por 
exemplo, /(4) > 0; 

• para qualquer ^ real, < 3, temos f(x) < 0; por 
exemplo, /(2) < 0. 

Por isso, dizemos que: 

• a funęao se anula para x = 3; 

• a funęao e positha para todo ,x real, x > 3; 

• a funęao e negativa para todo a reaJ, x < 3. 



Como outro exemplo, vamos estudar o sinal da funęao 
/(a) = ~2x + 4. 

I) Graficamente: 



• 2 e raiz da funęao; 

• a funęao e decrescente; 

• para qualquer a real, a > 2. temos /(a) < 0; 

• para qualquer x real, x < 2. temos /(a) > 0. 
Assim, esąuematicamente, temos: 


2 


fix) = -2x+ 4 


+ 


> 


x 


O) Algebricamente: 

• a raiz da funęao/ e a raiz da equaęao 
— 2x + 4 — 0 =$ x = 2; 

• os va3ores de a para os quais/Cv) e negativo (/Ta) < 0) 

sao as soluęoes da ineąuaęao — 2x + 4 < 0 x > 2; 

• os valores de a para os quais/(A) e positivo (/(a) > 0) 
sao as soluęoes da inequaęao —2 a + 4>0=>a<2. 

Logo, temos: 


2 


f{x> =-2x+ 4 




X 
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Resumo 


Yariaęao de sinal da funcao f(x) — ■ ax + b 

a> 0 (fecrescente) 

a < 0 (f e decrescente} 

Mesmo 

Sinal 

sinal 

contra rio 

de a 

/ 

ao de a 
% 

/ / 

0 

Q\-yC — T 

T 

\ 

l 

Qj | 


Sinal 

Mesmo 

contrśrio 

sinal 

ao de a 

de a 


' EXERCiCIO RESOLViDO 


R.4 O grafico mostra a temperatura de urna reciao do Rio 
Grandę do Sul desde as 5 h ate as 11 li. 



a) Em que horario desse periodo a temperatura atingiu 
0°C? 

b) Durante quanto tempo desse periodo a temperatura 
esteve aegativa? 

c) Durante quanto tempo desse periodo a temperatura 
esteve positiva? 

Resoluęao 

a) O gratieo e um segmento de reta contido na reta que 
passa pelos pontos (5, —2) e (11, 10). A lei y — f(x) 
que tern como grafico essa reta e da forma y - ax + b. 
Como os pontos (5. — 2) e (11, 10) pertencem a essa 
reta. temos: 


— 2 = a • 5 + h (1) 

k 

10 = a ■ 11 4- b (O) 

Subtraindo, membro a membro, as igualdades (I) e (II): 

—12 = — 6 a => a — 2 

Substituindo a — 2 em (l): 

-2 = 2 * 5 +b^>b = —12 

Logo, o grafico em questao e dado por y = 2x — 12, 
com 5 ^ r ^ 11. 

Para sabemios o instante em que a temperatura 
chegou a 0 “C, basta’fazery = 0, ou seja: 

0 = 2x — 12 =>.x ~ 6 


Port anto, a temperatura 0 D C deu-se as 6 b. 

b) Analisando o grafico, constatamos que, nesse periodo, 
a temperatura esteve negativa para 5 .v < 6. ou seja, 
durante 1 h. 

Temperatura PC) 



c) Analisando o grafico, constatamos que, nesse periodo, 
a temperatura esteve positiva para 6 < x 11, ou seja, 
durante 5 h. 




EXERCICfOS BASICOS 

Discuta, atraves de grafico, a variaęao de sinal de cada 
uma das funęoes: 


a) f(x) = 5x - 10 

b) /(a) = — 5a - 10 

c) /(a) = 3x + 1 

d) y — — 3x + 1 

e) y — 5a 

f) y ~ —5x 


g) v = x 1 2 

h) y = x - 2 

i) f(x ) = 4x + 1 

j) x) = 4# + 

k )f(x) = x 

I) x) = -x 


B.10 Discuta. algebricamente, 
das funęoes: 

a) /(a) —' !v — 5 

b) f{x) = ~2x - 5 

c) y = 4„v + 2 

d) y = —4x + 2 


variaęao de sinal de cada uma 

e) fix) = ~ + ! 

f) /(4=-y +1 

g) f{x) = flx - J6 

h - M x — J6 


r 

L 
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B.l 1 Discuta a variaęao de sina? da funęao y 
gra fi co e a reta: 


ax + b, cujo 


O grafico de/e: 




B.12 Discuta a variaęao de sinal da funęaoy = ax + b, cujo 


grafico e a reta: 



B.13 Uma funęao linear / e decrescente. Classifique cada 


4. FUNęAO DEFINIDA POR MAIS DE 
UMA SENTENęA 

Um elevador e construido segundo as seguintes 
especificaęoes: 

• para carga de massa menor ou igual a 1.000 kg, sao 
usados eabos de aęo de 20 mm de diametro; 

• para carga de massa x kg, eom x > l .000, sao usados 

eabos de aęo de mm de diametro. 

A funęao seguinte mostra o diametro f(x) de cada 
cabo, em funęao da massa x, sendo/(jc) em mm e x em kg: 


/(*) = 


20, se 0 x 
x 


50 


1.000 
, se .r > 1.000 


Notę que essa funęao e definida por duas sentenęas: 
f{x) ~ 20, se 0 x ^ 1.000 
/CO - -T-, se*> 1.000 


Perceba, por esse exemplo, que nem sempre e possfvel 
defmir urna funęao atraves de uma unica sentenęa y =f(x). 
Por isso estudaremos neste capftulo as funęoes definidas 
por duas ou mais sentenęas. 


EKERCICIOS &A51C0S 



B.14 (Faap-SP) Seja f(x) = 

A expressao E = 

a) -2 

b) 2 


e igual a: 


uma das afirmaęoes como V ou F: 

II 

5 

a) /(l) > 0 

d) /(-1) < 0 

* 

b) f{2) < 0 

e) /(—1) > 0 

b)/(x) = ■ 

o 

A 

o 

f) m = 0 

G )M = | 

r 

Exercicios complementares de C.4 a C.8 

d)/(.r) = i 


1, se x e racional 
~ 1, se x 6 irracional 

_ no) + rm- fUz) 

/(TC) 

c) -1 e) -3 

d) l 

B.1S Construa o grafico de cada uma das funęoes e de seu 
domfnio e conjunto imagem: 

3, se x 5 
x — 2 , se x > 5 
X' + 3, se x *£ 1 

4, se x > 1 

2x — 1, se x ^ 4 
x + 3, se x > 4 
x + 1. se x 2 
3, se 2 < =£ 4 

x - 1, se x > 4 

B.lć Convenciona-se usar a “bolinha vazia" para se excluir 
um ponto de um grafico, por exemplo, o grafico da 

—2, se x ^ 1 

e: 

2, se x > 1 


funęao/(x) = 


a )f(x) - 
b)/(*) - 


-2 

De acordo com essa ideia, construa os gnificos: 
4, se x *£ 0 
x 4- 2, se x > 0 
x - I, se x ^ 3 
x + 2, se x > 3 
2x — 3, se x *£ 2 
c) f(x) — -1 —x + 3, se 2 < x 4 
x — 1, se x > 4 
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B.17 A temperatura de unia caldeira varia linearmente de O °C 
a 300 °C no intervaIo de O min a 10 min e, a partir dal, 
sua temperatura pemianece constante. 



a) Quai e a lei que expressa a temperatura da caldeira em 
funęao do tempo? 

b) Construa o grafico da temperatura da caldeira em 
funęao do tempo. 

Exercfcios complementares C.9 e C.10 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

A* 2 - 9 

C.l Construa o grafico da funęao y = J ———. 

A J 

C,2 (Vunesp) Urn botanico mede o crescimento de uma 
planta. em centimetros. todos os dias. Ligando os pontos 
colocados por ele num grafico, resulta a figura abaixo, 
Se for mantida sempre essa relaęao entre tempo (/) e 
aitura (h), a planta tera, no trigesimo dia, uma altura 
igual a: 

a) 5 cm 

b) 6 cm 

c) 3 cm 

d) 15 cm 

e) 30 cm 



C.3 (U. Católica de Salvador-BA) Em um certo pais, as 

pessoas maiores de 21 anos pagam um imposto progres- 
sivo sobre os rendimentos. Esse imposto corresponde a 
10% sobre as primeiras 1.000 unidades monetarias 
recebidas e 20% sobre os ganhos que ultrapassam esse 



valor. Nessas condięoes, indicando por i o valor do 
imposto e por r uma renda superior a 1.000, tem-se: 

a) i - 0,2r - 100 d) i = 100 + 0,3r 

b) i - 100 + 0,2r e) i = r - 100 

c) i — 0,3r 

C.4 Uma barra de ferro foi aąuecida ate uma temperatura de 
30 °C e a seguir foi resffiada ate a temperatura de —6 °C. 
O grafico mostra a temperatura da barra em funęao 
do tempo. 

h 

Temperatura (°C) 

30 




-— - > 

Tempo (min) 


a) Depois de quanto tempo, após o i nici o do resfriamento. 
a temperatura da barra atingiu 0 °C? 

b) De 0 a 6 min, em que intervalo de tempo a temperatura 
da barra esteve positiva? 

c) De 0 a 6 min, em que imervaIo de tempo a temperatura 
da barra esteve negativa? 

C.5 Um banco paga as contas de um cliente. As contas 
vencem, no mSs de abril, segundo a funęao 
2x 

y = — -y- + 18, em que x G { 1,2,3,30} ey e o selI- 

do do cliente em milhares de reais, no dia,v de abril. 

a) Em que dia do mes de abril o saldo do cliente chega a 

R$ 0,00? 

b) Em que intervalo de tempo, no mes de abril, o saldo e 
positivo? 

c) Em que intervalo de tempo, no mes de abril. o saldo 6 
negatWo? 

C.6 A agua que usamos em nossas casas vem de grandes 
represas que devem ser conservadas sempre limpas. 
Suas margens nao devem serpovoadas. paraque esgotos 
nao sejam despejados era suas aguas. 

Suponha que numa dessas represas o medidor do nfvel da 
agua consista de uma barra graduada. perpendicular a 
superffcie da agua, eonforme a figura, sendo 0 m o mvel 
nnnimo para abastecimento da regiao sendda pela represa. 
O grafico mostra o mve] dessa represa era funęao do 
tempo, nos dez primeiros dias do mes de maio. 




— 

; 

o m 



2 m 



1 m 



0 m 
-1 m 
-2 m 
-3 m. 

- 

— 

• 

* 

ł- 



a 
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Supondo que o grafico em todo o mes de maio seja um 
segmento de reta, responda: 

a) Em que dia do mes de maio o ntvel da agua alingira o 
mftiimo necessario para o abastecimentp da regiao? 

b) Durante quanto tempo no mgs de maio o nfve! da agua 
se apresentara negativo? 

c) Durante quanto tempo no mes de mato o m'vel da agua 
se apresentara positivo? 

C.7 (Unicamp-SP) O grafico da funęao y = nu + n passa 
pelos pontos A(l, 3) e B( 2, 8). Pode-se afirmar que: 

a) a unica raiz da funęao e 4. 
bj /(3) = 10 

c) /(4) = 12 

d) f(x ) < 0 x < 3 

e) f(x) > 0 <=> x > 

C.8 (UFCE) A funęao f(x) = ax 4- b e tal que /( 3) — 0 e 
f(4) > 0. Pode-se afirmar que: 

a) a < 0 

b) fe crescente em todo seu do min i o. 

cj /(O) = 3 

d) / e constante. 

e ) /(2) > 0 

C.9 (UFMG) Obsein/e o grafico, em que o segmento AB e pa¬ 
ralelo ao eixo das abscissas. Esse grafico representa a re- 
laęao entre a ingestao de certo composto, em mg/dia. 



A unica afirmativa/ń/in relativa ao grafico e: 
a) A razao entre a quantidade absorvida e a quantidade 
ingerida e constante. 


b) A absoręao resultante da ingestao de mais de 20 mg/dia 
e igual a absoręao resultante da ingestao de 20 mg/dia. 

c) Para ingestóes acima de 20 mg/dia, quanto maior a 
ingestao, menor a porcentagem absorvida do composto 
ingerido. 

d) Para i ngestóes de ate 20 mg/dia, a absoręao e propor- 
cional a quantidade ingerida. 

C.10 (Enem) O documento abaixo e a conta de luz de urna 
residencia. Alem do valor a pagar, a conta mostra como 
calcula-lo, em funęao do consumo de agua (em m 3 ). 
Observe que existe urna tarifa minima e diferentes faixas 
de tarifacao. 

3- 


Companhia de Saneamento 

Tarifas de śgua/m 3 


Fainas de 

consumo 

Tarifa 

Consumo 

Valor - RS 

ate 10 

5,50 

tarifa minima 

5,50 

11 a 20 

0,85 

7 

5,95 

21 a 30 

2,13 



31 a 50 

2,13 



acima de 50 

2,36 

Total 

11,45 


Dos graficos abaixo, o que melbor representa o valor da 
conta de agua, de acordo com o consumo. e: 
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Copftulo 15 

FUNCAO QUADRATICA OU DO 2° GRAU 


1. A PARABOLA 

Para o estudo da funęao do 2- grau e necessario o 
conhecimento de u ma curva piana denominada parabola. 
Essa curva e a intersecęao da superficie de um cone com 
um piano paralelo a uma das geratrizes desse cone. 



Nomenclatura 

A parabola e composta por dois ramos simetricos em 
relaęaQ a uma reta e chamada de eixo de simetria. O 
ponto V da parabola cjue pertence ao eixo de simetria e 
chamado de vertice da parabola. 



Em varias situaęoes do dia-a-dia pode-se perceber a 
presenęa da parabola. 

Exemplos 

a) Quando lanęamos uma pedra obliquamente para cima, 
sua trajetória e parabol i ca 



b) Quando acendemos o farol do carro, os raios de luz, pro- 
venientes da lampada, incidem num espelho parabóllco 
e sao refletidos paralel amente ao eixo de simetria. 



Como voce ve, embora poucos saibam o nome dessa 
curva, ela faz parte do nosso cotidiano. 

A parabola esta intimamente ligada ao estudo das 
funęoes. Observe, por exemplo, alguns pontos do grafico 
da funęao f(x) ~ a- 2 : 








X 

f(x) 

* - 9 - 

— - — 



-3 

9 

! 8 

- 



-2 

4 

7 

_ 



-1 

i 

! 6 




0 

0 

i 5 




1 

I 

i 

_ _ A 




2 

4 

1 “ 

! 3 

Tl 

1 



3 

9 

1 < 

! ! 2 

* n 

l 

1 





i : r J 

# 

! 

i 

r 




■ i!- 

. ! f i 

i 




-3 -2 -1 0 

i 2 : 

3 

X 


Se utribuirmos a x os infinitos valores reais, obteremos 
a parabola: 



Neste capftulo, vamos estudar funęoes como a desse 
exemplo, isto e, funęoes do tipo f(x) = ax 2 + bx + c, com 
{a,b, c} C IR e a ¥= 0. 

Definięao 

Toda funęao do tipo >' — ax 2 + bx + c, com 
{a, b,c) C [R e a # 0, e chamada de funęao qua- 
dratica ou funęao do 2 9 grau. 
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Exemplos 

a) y = 3x 2 -x-2 c) f(x) = - A 

b) f(x) = 4x 2 — 2 d) y = x 2 

Fogoes solares 

t possiuel utill 2 ar a radiaęao solar para fins 
dome5tic05, por exemplo, para co2inhar alimentos. 
Para isso deve-5e concentrar e55a radiaęao em 
pequenas regióes, utillzando-se lentes ou espelhos. 

Os fogoes solares u sam espelhos parabólicos 
para a cóncentraęao de calor. Os raios solares 
incldem na superffde do espelho e ao se refletirem 
passam pelo foco do espelho. O calor concentrado 
nesse ponto e suficlente para cozinhar alimentos. 



As recepęóes de ondas eletromagneticas atraues de 
antenas parabóllcas ocorrem de maneira semelhante. 


2 . GRAFICO DE UMA FUNęAO 
DO 2 ° GRAU 


Como sabemos que o grafico de uma funęao do 2" gran 
e uma parabola, marcamos no piano cartesiano os pontos 
oblidos pela tabela e a seguir unimos esses pontos 
desenhando uma parabola. 

ł Ba listka 

As funęóes do segundo grau sao fundamentais nos 
estudos de balistioa, ciencia que se ocupa do moul- 
mento de projeteis. Conhecldas as veiocidades do 
projetil e o angulo de eleuaęao, e posstuel determinar 
a equaęao da trajetória que e um arco de parabola. 

Para uma distancia dada, sempre existem dois 
angulos de elevaęao que enviarao um projetil ao 
lugar desejado. Ma pratica, pode ser necessarla a 
mals alta das duas trajetórias para superar um obsta- 
culo. Exceęao: o angulo de 45° e o maior alcance 
possh/el e e Onico. 



As linhas pretas reprasentam o percurso que seguiriam 
os projeteis se nao existisse a foręa da gravidade. As 
iinhas vermelhas indicam as trajetórias reais dos projeteis. 


3. PONTOS NOTAVEIS DA PARABOLA 


Demonstra-se que o grafico de uma funęao do 
tipo/(.v) = ax 2 + bx+ c, com {a, b, c) C IR e a =£ O, 
e uma parabola. 

H 

Essa parabola tem o eixo de simetria perpendicular ao 
eixo Ox e sua concavidade e voltada para o sentido 
positivo do eixo Oy, se a > O, ou voltada para o sentido 
negativo do eixo Oy, se a < 0. 


Exemplo 

Para esboęar o grafico da fimęao y = x 2 — I, podemos 
construir a seguinte tabela: 



Alguns pontos da parabola, por facilitarem a construęao 
do grafico da funęao do 2- grau, merecem destaąue. Veja- 
mos quais sao eles. 

Os pontos de intersecęao da parabola 
com o eixo Ox (se existirem) 

Para obte-los, a partir de y — ax 2 + bx + c\ basta 
atribuirmos o valor zero a variavel y e resolver a eąuaęao: 

ax 2 + bx + c = O (I) 

Para resolve-la, utilizamos a formula de Bhaskara, 

-b± Ja . T , 

■v =---, em que A — b — 4 ac. 

2a 

• Se a equaęao (I) ti ver A > O, entao tera duas raizes reais 
e distintas: x ] x 2 . Assim, os pontos de intersecęao da 
parabola com o cixo Ox sao (ż„ 0) e (x :> 0). 

Resumindo: 


A > 0 


a > 0 a < 0 

(concavrdade para cima} (concavidade para baixo) 



W 
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Exemplo 

Dada a funęao do 2 a grau y = Zx 2 — x — 1, para 
obtermos os pontos de intersecęao de sen grafico com o 
eixo Ox, atribuńnos o valor zero a variavel y e resoIvemos 
a equaęao 2x 2 — x — 1 =0. 

Temos A = b 2 - 4ac=> A = (-1) 2 - 4 ■ 2 * (-1) = 9. 

Como A > 0, a parabola intercepta o eixo Ox em dois 
pontos distintos: (.v,, 0) e (x 3 , 0), em quex! e x 2 sao raizes 
da equaęao. 

Determinando x } e x 2 , temos: 


x = 


b ± J A 
2 a 


x — 




2 • 2 


, 1 

X! = Um = ~ — 


Temos ainda que o coeficiente de x 2 e positivo (a > 0); 
logo, a parabola tern a concavidade voltada para cima: 



• Se a equaęao (I) tiver A = 0, entao tera duas raizes reais 
e iguais: x x — x 2 . Assim, a parabola sera tangente ao 
eixo Ox no ponto de abscissa x, — x 2 . 

Resumindo: 



3 > 0 

(concavidade para cima) 


a < 0 

(concavidade para baixo) 



x i - *2 


\ 


Exemplo 

Na funęao f(x) — ~4x 2 — 1 2x — 9, fazendo f(x) — 0, 
obtemos as raizes de /, ou seja: 

-4x 2 - 12* - 9 = 0 

Temos A = b 2 - 4ac => A = (-12) 2 - 4(-4)(-9) = 0. 

Como A = 0, temos duas raizes reais e iguais (x, = x 2 ); 
poitanto a parabola tangencia o eixo Ox no ponto de 
abscissa x { = x 2 . 

Determinando essas raizes, temos: 


— b± Ja 

x = --- 

2a 


-(-12) ± JO 

x — - 

2 (— 4 ) 


x, = = 


O coeficiente de x 2 e negativo (a < 0); logo, a parabola 
tem a concavidade voltada para baixo: 



• Se a equaęao (I) tiver A < 0, entao nao tera raizes reais. 
Assim, a parabola nao tera ponto em comum com o 
eixo Ox. 

Resumindo: 



a > o 

(concavidade para cima) 


a< 0 

(concavidade para baixo) 



/ 


\ 


Esemplo 

Seja y — 2x 2 + x + 1. Fazendo y — 0, temos 
2x 2 + x + 1 — 0. 


A = b 2 - 4ac 


A - l 2 -4 ■ 2 * i = -7 


Como A < 0, a equaęao nao possui raizes reais. Isso 
significa que a parabola correspondente ao grafico da 
funęao nao tem ponto em comum com o eixo Ox. 
Sabemos ainda que o coeficiente dex 2 e positivo (a > 0); 
logo, a concavidade e voltada para cima. 



Para determinarmos a posięao dessa parabola, podemos 
construir uma tabela: 



-2 

7 

-1 

2 

0 

1 

. 

1 

4 

2 

11 


ii 




4 


.3 

i 

i 

o 




/ 


—2 -1 0 


Nos subitens seguintes, estudaremos alguns pontos 
notaveis da parabola que dispensarao a construęao 
dessa tabela. 
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O ponto de intersecęao da parabola 
com o eixo Oy 

Para obte-lo, a partii' de y — ax 2 + bx + c, bastlt 
atribuirmos o va!or zero a variavel x : 

y = a * O 2 + b * 0 + c =$ y = c 

Assim, o ponto de intersecęao da parabola com o eixo Oy 

i«U). 

Exemplo 

Para esboęar o grafico da funęao y — x 2 — 6.v 4- 5, 
vamos obter os pontos de intersecęao da parabola com os 
eixos Ox e Oy. 

Fazendo y — 0, temos x 2 — 6x + 5=0. 

A = b 1 — Aac 

A = irW — 4 * i -5 = 16 

Logo, 


x — 
x i 


— b ± JK _ —( — 6 ) ± Ji6 

5^ X 


2 a 
5, 


2 ■ i 


1 


Portanto, a parabola intercepta o eixo O.r nos pontos 
(1,0) e (5,0). 

Fazendo x — 0, temos: 

y = O 2 — 6*0 + 5 => y ■= 5 

Entao, a parabola intercepta o eixo Oy no ponto (0,5). 
O esboęo do grafico e: 



O vertice da parabola 

Outro ponto notavel da 
parabola e o seu vertice. 

Como obtó-lo? 

No exemplo anterior 
esboęamos o grafico da 
funęao y — x 2 — 6x + 5, 
representado ao lado. 

O vertice V da parabola 
pertence ao eixo de sime- 
tria e. Logo, sua abscissa e 
a do ponto medio do seg- 
mento de extremos ( 1 , 0 ) e 
(5, 0), ou seja, x = 3. 



Substituindo x por 3 em y — x 2 — 6x + 5, obtemos a 
ordenada do vertice: 

y = 3~ 6*3 + 5 y = ~4 

Portanto o vertice da pai _ abola e o ponto V(3, ~4). 

Para determinar, genericamente, as coordenadas do 
vertice V da parabola de equaęao y — ax 2 + bx + c, 
vamos supor que a ordenada de V seja o numero k. A reta 
de equaęao y — k possui apenas o ponto V em conium 
com a parabola: 



(E cl aro que o grafico 
pode estar em urna 
posięao diferente des- 
sa. A ilustraęao e só 
pai - a facibtar o racio- 
cinio.) 


Portanto o sistema -' 

J = * 


y “ ax 2 + bx + c (I) 


di) 


tem uma unica soluęao. Substituindo (TI) em (I), obtemos 
ax 2 + bx + c = k, ou seja, ax 2 + bx + c — k = 0 (ni). 
Como essa equaęao deve ter rafzes reais e iguais (pois o 
sistema tem uma unica soluęao), impomos que A = 0 , 
isto e: 

b 2 - 4a{c -k)= 0 
b 2 — Aac + Aak = 0 

Aac — b 1 b 2 — Aac A 


:.k — 


Aa 


Aa 


Aa 


4 ctc — b~ 

Substituindo k por —- 7 -- na equaęao (Tir) 


Aa 


obtem-se x — 


b 


2 a 


. (Faęa voce mesmo as contas.) 


V - 


Concluimos, entao, que o vertice da parabola e o ponto 
b A ^ 


2a Aa 



EXERCICIOS RE60LVID0S 


R.l Esboęar o grafico da funęao y = —+ + 4.r — 5. dando 
seu domfnio e conjunto imagem. 

Resoluęao 

Fazendo y = 0, temos ~x 2 + Ax —5=0. 

A = 4 2 - 4( — IK —5)A = -4 

Como A < 0, a funęao nao tem rafzes reais; portanto a 
parabola nao intercepta o eixo Ox. 

Fazendo x — 0, temos v = -O 2 + 4 ■ 0 - 5 v = — 5. 
























Logo. a parabola intercepta o eixo Oy no ponto (0. —5). 
Para determinarmos o vertice v r ), vamos usar as 
formuł as: 


X\ — 


b 


>'v = 


2 a 2(— 1) 
_ A _ -(-4) 


4a 


4(-l) 


^>x v -2 
=>» = ~ 1 


Temos, entao, que V(2. - i). 
O esboęo do graf i co e: 



O donunio da funęao e (R. 

O conjunto Łmagem e Im — J—<», — t]. 

R.2 Observe o grafico da funęao f(x) — ax 2 + bx + c, 
Determinar a , b e c. 



Resoluęao 

(0, 2) e/ => 2 = a • O 2 + b • 0 + c 

(1,0) e/ => 0 = a • I 2 + b - 1 + c 

(4,0) 6/ =* 0 - a • 4 2 + b • 4 + c 

Assim, para detenriinar a, b t c, basta resoWermos o 

c - 2 (I) 

sistema u + & + c = 0 (II) 

16 a + 4 b + c - 0 (HI) 

Substituindo C por 2 em (U) e (ITT), e, a seguir, mullipli- 
cando por —4 ambos os membros de (II ), temos: 


a + b + 2 = 0 • (-4) 
L6u -4- 4b 4- 2 = 0 


— 4« — 46 — 8 — 0 
16a + 4b + 2 = 0 


Somando, membro a membro, essas duas ul li mas equa- 

]_ 

2 * 


ęoes. temos 12 a — 6 = 0 => o = 


Substituindo, em (II), a por -t- e c por 2, obtemos: 


i t 

— + h + 2 = Q => h ~ — ■— 


Temos, entao, a = —, /? 


e c 


= 9 


A funęao do segundo grau na economia 

Imagine que a Petrobras destine determlnada 
verba para a construęao de oleodutos ou compra de 
caminhóes. O dlnheiro pode ser empregado apenas 
na compra de caminhóes, ou apenas na construęao 
de oleodutos, ou ainda, u ma parte na compra de 
caminhóes e a outra na construęao de oleodutos. 
Algumas das possibilldades estao descrltas na tabela 
e no grafico abaixo: 


Numero de caminhóes km de oleodutos 


50 

0 

40 

30 


0 

55 

19 

34 


yhkm) n 
55 * 

34 

19 


I S 

!--• 

I 

1 

I 


30 40 50 x (numero de 
caminhóes) 


Em economia, esse grafico e chamado de curva 
de possibiiidade de produęao. Essa curua pode ser 
aproximada por urna funęao do segundo grau 
y = ax? + bx + c. Para obter os ualores de a, b e c, 
substltuem-se x e y pelas coordenadas de cada um 
de tres pontos escolhldos na tabela, por exempio, 
(50, 0), (O, 55) e (40, 19), obtendo-se o sistema; 


a * 50 2 + b * 50 + c = O 
a ■ O 2 + b • 0 + c = 55 
a • 40 5 + b - 40 + c = 19 


cuja soiuęao e a = 


l 


b - 


1 


e c = 55. As- 
£ 


ser _ 10 

sim, a funęao do segundo grau que aproxima esse 
grafico e: 


y = 


x 


50 


10 


+ 55 



EXERCfclOS BA61C03 


Esboce o grafico de cada uma das funęoes. dando seu 
domlnio e conjunto imagem: 


a) >’ = x 2 — 8at + 12 

b) y — x 2 — 4x — 5 

c) y “=■ —4.v 2 + 3.v 

d) y = ~x 2 + 9 

e) y = 4x 2 + 8jc 

f) y = 2x- - 2x + 1 


g) y = -5x 2 -f 2x - 1 

h) y — x 2 — 6.v + 9 

i) y — -x 2 - 4x - 4 

j) y = 3x 2 

k) y = -5 a- 2 
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B.2 O grafico da funęao y — ax 2 + bx 4- c ć: 



Determine: 

a) os valores de a, b e c; 

b) o conjunto imagem dessa funęao. 

B3 O grafico da funęao y = «jc 2 + bx + c e: 



Determine os valores de a. b e c. 


4. MAXIMO (MINIMO) DE UMA 
FUNęAO DO 2° GRAU 

Valor móximo de uma funęao 
do 2 2 grau 

,Seja a funęao f(x) — —x 2 + 6a% cujo grafico e: 



Notę que/(3) Vx, x E D(/). Por isso dizemos que: 

• /(3) — 9 e o valor maximo da funęao/; 

• 3 e o ponto de maximo da funęao /. 

Generalizando 


B.4 O grafico da funęao/(.t) — ax~ + bx + c e: 



/ 

/ 


a) Determine os valores d ta, b e c. 

b) Calcule'/f4). 

B.S Para que valores reais de m a funęao f(x) = mx 2 + 3* + 1 
possui duas rafzes reais e distintas? 

B.6 Para que valores reais de m a funęao 

f(x) = x 2 + mx + m. - 1 admite duas rafzes reais e 
iguais? 

B.7 Para que vaiores reais de m a funęao 

f(x) = ( m — 2)x 2 + 2mx + m + 3 nao admite rafzes reais? 

B.8 Construa o grafico de cada uma das funęoes e de sen do- 
muiio e conjunto imagem: 


a) f(x)m 

b) /(Jt) = 


6, se x > 3 

,v 2 ■ 2x, se x < 2 
—x + 4ł se x > 2 

x 2 — 2.t, se x ' 2 

—.v 2 + 5x — 6, se x > 2 


c) f(x) ~ 

Exerefcios compiementares de C.1 a C..11 


Se o ponto V e vertice da parabola que representa 
graficamente a funęao do 2 a grau f(x) — ax 2 + bx + c, 

com a < 0. entao a abscissa de V, - , e ponto 

La 


de maximo e a ordenada de V, 
maximo da funęao/. 


A 

Aa ’ 


e o valor 


A receita maxima 

Suponha que uma empresa venda 5eu5 produtos 
de modo que o preęo unltario dependa da quantldade 
de unidades adquiridas pelo comprador. Por exemplo, 
se, sob determlnadas restrlęóes, para cada x unidades 

X 

uendidas o preęo unltario e 40 - reai5, entao a 
receita (total bruto recebido pela uenda) e dada por: 
R(x) = x|40-^-]. ou ainda, fi(x) = -Ąr- + 40x 

Em economia R(x) e chamada de funęao receita. 

Uma analise da funęao receita nos permite tomar 
decisoes acertadas no sentido de otimizar a lucrativi- 
dade da empresa. For exemp1o, na funęao R(x) 
acima, podemos conduir que a receita maxima e 
R$ 2.400,00 e e obtlda com a uenda de 100 unidades 
do produto. Observe: 




















Va!or minimo de uma funęao 
do 2 9 grau 

Seja a funęao/(.v) = x 2 — 6 jc, cujo grafico e: 



Notę que/(3) =£/(x), Vx\ x G D (/). Por isso dizemos que: 

• /(3) = —9 e o vaIor minimo da funęao/; 

• 3 e o ponto de minimo da funęao/. 

Generalizando 


Se o ponto V e vertice da parabola que representa 
graficamente a funęao do 2 3 grau/(x) — ar- + bx 4- c, 

h 

com a > 0. entao a abscissa de V, — ——, e ponto 

2 a 


de minim o e a ordenada de V, 
nimo da funęao /. 


A 

4 a ’ 


e o valor mi- 


EXERCfdO RESOmDO 

R.3 Esboęar o grafico da funęao y — 2v : + 2v 4- 1 e detemii- 

nar sen valor minimo e sen ponto de minimo. 

Resolucao 

A 

Fazendo y = 0. temos 2x 2 + 2v + 1—0. 

A = 2 2 - 4 • 2 • I 
A = -4 

Como A < 0, a parabola nao inlercepta o eixo Ox. 
Fazendo x = 0, temos y = 2 ■ 0- + 2 • 0 4- 1 y — 1. 
Logo, a parabola intercepta o eixo Oy no ponto (0. 1). 
Para a detenninaęao do vertice V(x v , >y), temos: 

b _ _ 2 . 1 

_ —^ -V v _ _ . . X r 1 

2a 2-2 2 

A -(-4) 1 

47 = " T 

Assim. temos V 



X p 

yw = 


O esboco do grafico e: 


14 

/ 


Ponto de 
mfnimo 


O valor minimo da funęao e 


, 1 


Valor mfnimo 


O ponto de minimo da funęao 6 — 


Sb 

i 

EXERCICIOS BASICOS 




B.9 Esboce o grafico e determine o valor maximo (ou o 
minimo) e o ponto de maximo (ou o de minimo) de cada 
uma das funęóes: 

a) y — x~ — 8,v + 7 c) y = —x 2 + 2x -h 8 

b) y = — 2r 2 4- 2x - 3 d) y = 3x 2 - 2x + 1 

B.10 Determine o vaIor maximo ( mini mo) e o ponto de maximo 
(minimo) de cada uma das funęóes: 


a) y = 2x 2 — 12x + 10 

b) y — — x 2 4- 4x 4 5 

c) ;v = x 2 -9 

d) y = —x 2 4- 16 

e) y — 3.C 


f) y = x 2 - 2v + 4 

g) y — —.v 3 4 3.v — 5 

h) y ~ x 2 4- 9.v 

i) y = —x 2 ~ 4x 


B.ll Determine m, m G R, de modo que o valor niaximo da 
funęao f{x) = —X 2 4- 4x + m seja 1. 

B.12 Calcule o valor de m, m G !R. de modo que o valor 
minimo da funęao /(jc) = x 2 4- nu - m - 6 seja —9. 


B.13 Sąbe-se que, sob um certo angulo de tiro, a altura alingida 
por uma bała, em metros, em funęao do tempo, ern 
segundos, e dada por b(t) — —20 r 1 4 200?. Qual a altura 
maxima alingida pela bała? Em ąuanto tempo, após o 
tiro. a bała a lingę a altura maxima? 



r 

L 
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B.14 (Unifor-CE) Num certo Instante, uma pedra e lanęada de 
urna altura de 10 ni em relaęao ao solo e atinge o chao após 
60 segundos. A altura da pedra em relaęao ao solo. em 
funęao do tempo, pode ser representada por uma funęao 
do segundo grau, cujo grali co estó representado abaixo. 


Altura, em < 



metros 



10 

X i \ 

/ 1 \ 

/ 1 \ 

/ A 1 N 

\h 

i 

i 

' B > 

0 

25 

60 Tempo, em 

segundos 

A altura maxima h, atingida pela pedra. e de aproxima 
d amen te: 

a) 20,4 m 

c) 21,5 m 

e) 22,4 m 

b) 21 m 

d) 22 m 



Exercicios complementares de C.12 a C.18 


5. VARIAęAO DE SINAL DE UMA 
FUNęAO DO 2 2 GRAU 


Consideremos a funęao f(x) — x 2 — 6x + 8 t cujo 
grafico e: 



Observe que: 



— e /(5) sao posłtivas; 


/(3) e negativa; 

/(2) e /(4) sao iguais a zero, pois 2 e 4 sao rafzes da 
funęao. 


Lembremos que discu- 
tir a variaęao de sinal da 
funęao / significa deter- 
minar os valores a, do do- 
mfnio de /, para os quais 
/(a) e positiva, f{x) e ne- 
gativa ou f(x) e igual a ze¬ 
ro. Analisemos o grafico 
ao lado: 



• ser = 2 ou i = 4, entao /(a) = 0 

• se a- <2 ou a > 4, entao f(x) > 0 

• se 2 < a < 4. entao /(a) < 0 


Esse resumo e a variaęao de sinal da funęao f, que pode 
ser representada esquematicamente no eixo real por: 


f(x) = X 2 - 6x+8 


4 * 


Generalizaęao 

De modo geral, a discussao da variaęao de sinal. de 
uma funęao do 2- grau, /(a) = ax 2 + bx +■ c, recaira 
sempre em um dos casos seguintes: 


a < 0 (concavidade para cima) 


A > 0 fduas rafzes 
reafs e distintas. 

x, t x 2 ) 



A = 0 (duas rafzes 
reais e iguais, 

Xt = x 2 > 



A < 0 $ raiz real) 



a < 0 (concavidade para baixo) 



6. INEQUAęAO DO 2 e GRAU 

Chama-se inecjuacao do 2- grau toda inequaęao que 
pode ser representada numa das seguintes formas: 

ax 2 + bx + c > 0 
ax 2 + bx + c 5* 0 
cvc 2 + bx + c < 0 
ax 2 + bx 4- c 0 
ax 2 + bx + c =£ 0 

com {a, b, c} C IR e a + 0. 

A resoluęao desse tipo de inequaęao e fundamentada 
no estudo da variaęao de sinal da funęao do 2~ grau, con- 
fonne mostram os exercfcios resolvidos a seguir. 


Jf EXERCICIOS RESOIAIDOS 

R.4 Resolver em IR a inequaęao a- — 2x — 3 > 0. 

Resoluęao 

Uma boa maneira de se resolver uma inequaęao do 2~ 
gi'au e atraves do grafico. 



































































R.5 


* Raizes da funęao /(a) — x 2 - 2x — 3 
a - 2 - 2x - 3 = 0 

A = b 2 - 4 ac => A = (-2/ - 4 ■ 1(—3) = 16 

-b±JJ —(—2) ± Jl6 

X ~ —- => A = --—j- 

.‘.Xi = 3, a 2 = -1 

Logo, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos de 
abscissa A t =3 e x, = — L 

• Grafico de / 

Como o coeficiente de a 2 e positivo (a > 0), a parabola 
possui a concavidade voltada para ci ma, conforme o 
grafico a seguir. 



A ineąuaęao pede os valores de x para os quais 
/(a) > 0, ou seja, a 2 — 2v - 3 > 0. Essa desigualdade 
ocorre se, e somente se, x < - 1 ou a > 3. Logo, o 
conjunto soluęao e: 

S = {# C IR | a < -1 ou a > 3} 

Resolver em IR a ineąuaęao a- 2 — 7a + 6 0. 

Resoluęao 

* Raizes da funęao /(a) = a 2 — 7x + 6 

a 2 — 7a + 6 — 0 

A = b 1 - 4 ac => A - (-7J 2 - 4 • 1 ■ 6 = 25 

~b±J A __ -(-7) ± Jl5 

X 2 a ^ X 2-1 

• , A | 6, Aj 1 

Logo, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos de 
abscissa Aj = 6 e a 2 = L 

• Grafico de / 

Como o coeficiente de a 2 e posilivo {a > 0), a parabola 
possui a concavidade voltada para cima, conforme o 
gr&fico a seguir. 



A ineąuaęao pede os valores de a para os ąuais 
/(a) *£ 0, ou seja, a 3 — lx + 6 0. Lsso acontece se, e 

somente se, i 6. Logo, o conjunto soluęao da 

ineąuaęao e: 

5= {a E IR | 1 =£ a =£ 6} 


R.6 Resolver em [R a inequaęao —a 2 + 2a — 5 > 0. 
Resoluęao 

• Rafzes da funęao /(a) = —a * 2 + 2x — 5 
-a 2 + 2a - 5 = 0 

A = b 2 — 4oc => A = 2 3 - 4( — 1)(—5) = -16 
Como A < 0. a eąuaęao nao tem rafzes reais; portanto 
a parabola nao tem ponto em comum com o eixo Oa. 

* Grafico de/ 

O coeficiente de a 2 e negativo (a < 0); logo, a parabola 
possui a concavidade voltada para baixo, conforme o 
grafico a seguir. 



A ineąuaęao pede os valores de a para os quais /(a) > 0, 
ou seja, —a 3 + 2x — 5 > 0. 

Notę que essa desigualdade nao ocorre para valor algum 
de a, pois/(A) € negativapara todo Areał. Logo. nao exis- 
te a que satisfaęa a ineąuaęao e, portanto, S — 0. 

R.7 Para que valores reais de m a funęao /(a) = a 2 — 3a + m 
6 positiva para ąualąuer x real? 

Resoluęao 

O grafico da funęao/e uma parabola com a concavidade 
voltada para cima (a > 0). Para que essa funęao seja 
positiva para todo a real, a parabola nao pode ter ponto 
em comum com o eixo Ox. 



Para que tsso ocorra, devemos ter A < 0. 

A = b 1 — Aac => A = (-3) 2 — 4 ■ l/» 

A — 9 — Am 

Impondo A < 0, temos: 

9 — Am < 0 —4m < —9 

9 

4m > 9 m > — 

4 

Assim, a funęao / sera posili va para todo a real se, e 
somente se, m > 
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EXERCICIOS 3ASIC0S 




EXERCiCIOS COMPLEMENTARES 


B.15 Discuta a variaęao de sinal de cada uma das funęóes: 

a) f(x) = x 2 - 5x + 4 

b) y =' — x 2 + x + 2 

. x 2 . I 

C)y=— — 

ci) /(a.) = ~x 2 + 6x — 9 
e) f(x) — 3x 2 — x + l 

2 r 2 4 

*)/(*) = -—- + X~ y 

g) y = a 2 — 9x + 20 

h) /(a) = -a 2 + 5x - 6 

i) y = x 2 - x + -L 

4 

j) v = “3A 2 + 2x - 

i! j 3 

k) /(x) = 5 a 2 - a + 1 

x 4 

OJW—J + *- -i 


B.I6 Re$olva em IR as inequaęoes do 2 fl grau: 

a) a 2 - 3x - 4 > 0 

b) 3x 2 -2x^0 

c) -X 2 + X + 12 > 0 

d) a’ - 2r + ! < 0 

e) a 2 — 6x + 9 0 

f) a' 2 — x + 6 > 0 


g) 


3x‘ 


+ A' 


0 


h) x 2 - 7x + 10^0 

i) -a 2 -2a + 8^0 
jj 3x 2 - 2x < 0 

k) 4x 2 - 4x + 1 > 0 


l) —3x 2 + 4x - 

5 

m) 2x 2 + 5x + 1 < 0 


0 


+ X “ y <0 


, lx i 

n) - — 

Oj A' 2 < 9 

p ) A- 2 < A* 


„) a: _ M ^ _ 

4 3 2 6 3 


x 2 - 1 


A* 2 - 1 

35 


+ 2 < .v 


B.17 Para que valores de m, m E iR, a funęao 

f(x) ~ 4x 2 — 3 x + m — 1 e posiriva para qualquer x, 
x E IR? 

B,18 Para que yalores de m, m £IR,a funęao 

f(x) — — (m 4- l)x 2 + 2 ?j?x — m — 16 negativa para 
qualquer x, x E IR? 

Exerdcios complementares de C.19 a C.22 



Ć.l (Mackenzie-SP) Na figura, tern o s o grafico da funęao 
real definida por y — a 2 + nix + (15 — m). A ordenada 
k do ponto de intersecęao da parabola eom o eixo Oy e: 



a) 25 b) 18 c) 12 d) 9 e) 6 

C.2 O grafico da funęao f(x ) = kx 2 — (2/c + 4)x + k + 4, 
k E IR, intercepta o eixo das abscissas em dois pontos 
distintos. Determine os possiveis valores de k. 

C.3 O grafico da funęao/(x) — x 2 + x + 2k - 3, k E IR. nao 
intercepta o eixo das abscissas. Determine os possiveis 
yalores de k. 


C.4 (Vunesp) Encontrar a funęao quadratica cujo grafico 
passa pelos pontos P, (0, 1), P 2 (— 1, -2) e P 3 (-2, 7), 

C.5 Considere o conjunto A — [— 1, 2] e a funęao /: A —► IR 
tal que /(x) — a 2 — 7x + 12. Determine o conjunto 
imagem de /. 

C.6 Obtenha o conjunto imagem da funęao/; [0, 4[ —> IR tai 
que/(x) = a 2 - 2x - 3. 

C.7 Sendo o conjunto A — [0, +«[ e a funęao/: A —* IR tal 
que /(a) = —a 2 + 4x, qual e o conjunto imagem de/? 

C.8 (PUC/CampinaS“SP) Uma bola e largada do alto de um 
edificio e cai em direęao ao solo. Sua altura/? em relaeao 
ao solo, t segundos após o lanęamento. e dada pela 
expressao h — -251 2 + 625. Após quantos segundos do 
lanęamento a bola atingira o solo? 

a) 2,5 c) 7 e) 25 

b) 5 d) 10 


C.9 (Fuvest-SP) O grafico de/( a) — a 2 + bx 4- c, onde b e c 
sao constantes reais, passa pelos pontos A(0.0) e B{ 1, 2). 

Entao / ^ — y j vale: 

a) "i c) ~t e)4 




C.10 (Fuvest-SP) Considere a parabola de equaęao 
y = a 2 + mx + 4 m. 

a) Ache a intersecęao da parabola com o eixo Ox , 
quando m = —2. 

b) Determine o conjunto dos valores de m para os quais 
a parabola nao intercepta o eixo Ox. 













C.1I Construa o grafico da funęao 

x 2 + 2x 4- 2, se x — I 

f(x) - < — x, se - I < x =£ 1 e de seu domfnio e 
—x z + 2x — 2, se x > I 
conjunto imagem. 

C.12 Determine o valor maximo da funęao / cujo grafico e a 
seguinte parabola; 



C.13 Um triangulo ABC, retangulo em A, possui os catetos 
AB e AC medindo respectivamente 4 cm e 8 cm. Um 
retangulo ADEF e inscrilo nesse triangulo, de modo que 
os pontos D,E& F pertenęam respectivamente aos lados 
AC, CB e AB. Calcule a area maxima que pode ter esse 
retangulo. 



Sugestoes. 

Faęa EF = x; atraves da semelhanęa entre os triangulos 
ABC e CDE, determine. em funęao de x, a medida do 
lado DE; calcule a area S do retangulo, em funęao de x. 

C.14 Em urna fazenda, um trabalhador deve construir um 
galinheiro de forma retangular, Dispondo apenas de 
30 m de tela, o homem decide aproveitar um velho muro 
como urna das Iaterais do galinheiro (conforme figura). 
Qual sera a area maxima desse cercado, sabendo que o 
muro tern extensao suficiente para ser lateral de qualquer 
galinheiro constrmdo com essa tela? 



C15 O custo diario da produęao de uma industria de aparelhos 
de tełefone e dado pela funęao C(x) = x 2 — 86x + 2.500, 
onde C(x) e o custo em dólares e.ieo numero de unidades 
fabricadas. Quantos aparelhos devem ser produzidos 
diariamente para que o custo seja imnimo? 


C.I6 (FGV-SP) Para uma determinada viagem, foi fretado um 
aviao com 200 lugares. Cada pessoa deve pagar 
R$ 300,00 mais uma taxa de R$ 6.00 por cada lugar que 
ficar vago. 

a) Qual a receita arrecadada, se comparecerem 150 
pessoas para a viagem? 

b) Qual a maxima receita que pode ser arrecadada nas 
condięoes do problema? 



C,17 (Faap-SP) Divida o numero 180 em duas partes de modo 
qqe o seu produto seja maximo. 


C.18 (Cesgranrio) Um dia na praia as 10 h a temperatura era de 
36° C e as 14 h atingiu a maxima de 39,2 °C. Supondo 
que nesse dia a temperatura/(r) em graus era uma funęao 
do tempo; medido em horas, dada por/U) — at~ + bt + c, 
quando 8 ^ r *£ 20, entao pode-se afirmar que: 

a) b = 0 c) a — b e) b < 0 

b) ab < 0 d) a > 0 


C.19 (U. Católica de Salvador4BA) Considere a funęao 

/: IR —* IR, definida por f(x) = v 2 — 3x + 2. O conjunto 
A, no qual a funęao/e crescente e/(x) 5= 0, qualquer que 
seja x G A, e: 



c) L2,»[ 

d) 1] U [2, “[ 


e) 



U [2, <™[ 


C.20 (Cesgranrio) O conjunto dos valores de p para os qua.is a 
inequaęao X 2 + 2x + p > 10 e verdadeira para qualquer 
x pertencente a [R e dado por: 

a) p > — 9 c) p > 11 e) n.d.a 

b) p < U d) p < —9 


C.21 Determine o domfnio de cada uma das funęoes: 

a) /(x) — Jx 2 — 4x 

b) /(x) = Jx 2 — x + 3 

c) f(x) = J— x 2 + 2x — 1 

d) /(x) — J~x z + 9x — 8 + — l 

Jx' - 8x + 12 


C.22 (FGV-SP) Para que a funęao real 

/(x) - JF- 6x + k , ouciex e k sao reais, seja definida 

para qualquer valor de x, k devera ser um numero tal que: 

a) k 5 c) k = 5 e) k 5* 9 

b) k = 9 d) k ^ 9 


r 

L 
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Copftulo 16 

INEQUACAOPRODUTO E 
INEQUACAO QUOCIENTE 


T. INTRODUęAO 

Sendo x G LR, consideremos os numeros 2 a — 10 e 
x 2 — 5x + 6. Para que valores de x o produto desses 
numeros e positivo? 

Para responder a essa pergunta devemos resolver a 
ineąuaęao (2a — 10)(x 2 — 5x + 6) > 0. 

Notę que esse tipo de inequaęao e absoluta novidade, pois 
nao nos deparamos com nenhuma dessas ate agora. Para 
resolve-la, o que faremos no exercicio R.l, vamos antes 
definir ineąuacao produto. 

2. INEOUAęAO PRODUTO 

Chama-se ineąuaęao produto toda inequaęao apre- 
sentada em unia das seguintes formas; 

/(•*) * g(x) > 0 

/(-*) * gU) > 0 
f(x)-g(x) < 0 
f(x) * g(x) ^ 0 
f(x) • g{x) # 0 

em que/ e g sao funęoes quaisquer. 

Exemplos 

a) (2x - 10)(x 2 - 5x + 6) > 0 

b) (5x — 10)(6 — x)(3x — 15) 0 



EXERCICIO& RESOLWDOS 


R.l. Resolver em [R a inequaęao (2v - 10) (x 2 - 5x + 6) > 0. 
Resoluęao 

Estudando a variaęao de sinal de cada uma das funęoes 
/(a) = 2x — 10 e g(x) = x 2 ~ 5x + 6, temos: 

I./(x) = 2x - 10 


• raiz de /: 2x — 10 = 0 => x — 5 

• yanaęao de sina] de /: 



II. g(x) = X 1 — 5x + 6 

• rafzes de g: x 2 - 5x + 6 = 0 => x = 2 ou x = 3 

• variaęao de sinal de g: 



Representando no eixo real a variaęao de sinal de /' e g. 
temos: 


2 ; 

5 

f<x) = 2x- 10 

- 

- 

- 

4 

- 

X 

g(x) = x s -5x+6 

4 


4 

4 


f (x) • 0 (x) = ( 2 x- 10 ) (x 2 - 5 x + 6 ! 

- 

+ 

3 

- i 

4 

?--- 



Obti vemos os sinais na ultima linha aplicando a regi'a de 
sinais para o produto / * g. Como nos mteressa que esse 
produto sejapositivo, (2x — 10) (a 2 — 5x + 6) > 0, temos 
que o conjunto soiuęao e: 

5 m {a G IR | 2 < x < 3 ou x > 5), ou ainda 
5 - ]2, 3[ U J5, +oo[ 


R.2 Resolver em IR a ineąuaęao 

(5a - 10)(6 - a)(3x - 15) ^ 0. 

Resoluęao 

Estudando a variaęao de sinal de cada uma das funęoes. 
/(a) = 5a — 10, g(x) = 6 — x e h{x) ~ 3a — 35, temos: 


2 5 6 


f{x) = 5x-10 

- 

4 

4 

4 

g (x) = 6 - x 

4 

4 

4 


h (x) = 3x - 15 

- 

- 

4 

4 

¥ tx) • g (x) * h(x) = 

= (5x- 10) (6 - x) {3x- 15} 

4 

- 1 

L - 1 

4 

• - . 

^ - 


Os sinais da ultima linha foram obtidos atraves da regra 
de sinais para o produto fgh. Como nos interessa que 
esse produto seja negativo ou milo, 

(5x — 10)(6 — a)(3a — 15) =£ 0. temos que o conjunto 
soiuęao e: 

S - {a G IR | 2 « 5 ou a 5= 6) ou ainda 

S = [2, 5] U [6, +oo[ 



EXERCICIOS 3ASIC0S 


B.l Resolva em LR as inequaęoes: 

a) (a 2 - 5x)(2x - 4) < 0 

b) (x 2 - m + 7)(x 2 - 9) > 0 

c) (2x - l)(x - 2) > 0 

d) (—3 a 4- 12)(2t 2 - 8 ) 0 

e) (a 2 + 6a + 10)(3x - I) > 0 

f) (3 a 2 4- 2v + 1 )(—a 2 + 1) 0 

g) ( a 2 + 3a - 5)(8a - 40) > 0 

h) a(a 2 — 6a + 8) > 0 

i) — a(a 2 4- a) > 0 

j) (a 2 — 6a 4- 9)(— a 2 + 2a — 1) > 0 

k) (a 2 - 6a 4 9)(—a 2 + 2a- 1) 5=0 

l) (a 2 - 4)(2x 4- 1) # 0 


w 
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B.2 Determine, em IR. o conjunto soluęao de cada urna das 

tneąuaęoes: 

a) (2x - 3)(5 - a)(5a - 1) > 0 

b) (a 2 - 5x)(x - 4)(-x + 1)^0 

c) (2x — 3) 5 (.y — 1) 4 (4 — A') 3 ^ 0 Sugestao. A variaęao 
de sinai da expressao (Zv - 3) 3 e a mesma da base da 
potencia, pois o expoente e fmpar. A expressao 
(a — I) 4 e serapre positiva ou nula. pois o expoente e 
par. 


B.3 (Fuvest-SP) O conjunto soluęao de 
(—a 2 4- 7x — 15)(x 2 + 1) < 0 e: 

a) 0 c) [R 

b) [3 f 5] d)[-l,l] 


e) IR. 


B.4 (Fuvest-SP) De a 4 — X 3 < 0 pode-se concluir que: 

a) 0 < x < 1 d) —2 < x < — i 

b) 1 < x < 2 e) x < — 1 ou a > 1 

c j — 1 < x < 0 

Sugestao. Fatore o polinomio x Ą — a 3 . 

Exercfcios complementares de C.1 a C.6 

3. INEOUACAO QUOCIENTE 

Chama-se ineąuaęao ąuociente toda ineąuaęao apre- 
sentada em unia das seguintes formas: 

m >0i Ąą_ >0 m <0 _ 


AZ ^ o M *0 

g(x) ' g(Jc) ' 


g(x) 


em que/e g sao funęoes ąuaisąuer. com g nao idemica- 
mente nula. 


Exempios 

2 


a) 


b) 


x 3 
2x — 3 


<0 


c) 


— 2a 2 + x + 6 
2x 


0 


x 


- 1 


0 



EXERCICIOS RESOLYIDOS 


R.3 Resolver em IR a ineąuaęao 


jc - 3 


< 0. 


Resólucao 

•a 

Condięao de existenciax — 3 =4 0 => x*£ 3 . (I) 

2 


Como o numerador de 


e positivo, a fraęao sera 


negativa se. e somente se. o denominador for uegativo, 
ou seja, x — 3 < 0 => a* < 3 . (II) 

Efetuando a intersecęao de (I) e (II), temos: 


(U 
01) 
(i n id 


,3 

J, 


*3 

l 

*3 


Logo, o conjunto soluęao da ineąuaęao e: 

S — {.r £ IR I .y < 3} ou ainda S = ]—«, 3L 


R.4 Resołver em IR a ineąuaęao 


2x - 3 


0. 


x I 

Resotuęao 

Condięao de existencia x - 1 # 0 => x ^ 1. 

Estudando a variaęao de sinal de cada urna das funęoes, 
f(x) — 2x — 3 e g (a') = ,v — l, temos: 

3 

1 2 


f(x) = 2x-3 

- 

- 

+ 

g (x) = x- 1 

- 

+ 

+ 

f(x) _ 2x-3 

+ 

-- c 

- i 

+ 

t - 

3 (x) x-1 


Os sinais da ultima linha foram oblidos atraves da regra 

/ 

de sinais para o quociente —. Como nos interessa que 

8 

2x - 3 

esse ąuociente seja negativo ou nulo, —-— 0, te 


x- 1 


mos que o conjunto soluęao e: 


jc £ IR 1 1 • 

<,*z } 

ou ainda S = 

I.Z1 

1 1 

2 1 


2 J 


Notę que o intervalo deve ser aberto a esquerda. pois, 
pela condięao de existencia. devemos ter .v A 1. 

v I 3 

R.5 Resolver em IR a ineąuaęao -- — 3* x + —, 

JC Z 

Resoluęao 

Condięao de existenciax +■ 0. 

Quando unia ineąuaęao do lipo >. < ou =£ apresentar 

a variavel no denominador. devemos transforma-Ia 
numa outra equivalente com zero num dos membros da 
desigualdade e, a seguir. resolver a ineąuaęao ąuociente 
assim obtida, 

Transformando a ineąuaęao dada na equivalente 


x + 3 


x 


0 


e reduzindo o primeiro membro ao niesmo denominador, 
recaimos em uma ineąuaęao ąuociente: 

2 (a + 3) - 2a 2 - a 


2x 

2x + 6 — 2x 2 — x 
2x 


0 


2x 


Estudando a variaęao de sinal de cada urna das funęoes, 
/( x) ~ -Zy 2 4- x 4- 6 e g (a) - 2a, temos: 


“7 0 


f{x) = -2x* + x+6 

- 

4* 

■f 

- 

g (x) = 2x 

- 

- 



f(x) _ -2x 2 + x + 6 

+ 

_ 


_ 

g (x) 2x 

- -4 

— 




Devemos ter 
luęao e: 


2.v 2 + a + 6 
2x 


0: logo, o conjunto so 


5 = | a £ IR | a =£ — — ou 0 < a =£ 2 • ou ainda 


S = 


— co. — 


U ]0, 2j 
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B.5 


EXBRC[CI05 3A5\C0S 

Resolva em IR as inequaęoes: 
4 


aj 

b) 

c) 


2x — 1 
5 

1 — x 

_6 _ 

X 2 + 5 

7 


> O 
M) 

T* O 


d) "F^T >° 

2x — 3 


e) 


.v - 5 


> O 


f) _ A + . 1 <0 


g) 

h) 


7 - 2x 

X 


O 


jc- 1 
A' 2 - 6a* + 8 


r 2 _ 


8a- + 15 


O 


2x + 4 
Jr 2 — 4 v + 5 

j) — - 7 J >o 


k) 


2a- - 6 

(2jc - 6)(x 2 - 5x + 4) 
X 2 - 4 A- + 3 


O 


B.6 


, (2x - 3)(.v 2 + 9 a) 

; + 2x + 1 

Determine, em IR, o conjunto soluęao de cada uma das 
inequaęoes: 


a) 


2x — 1 


forma 


< — 1 Sugestao. Escreya a inequaęao na 


+ 1 < 0 . 


2a - 1 


,, 6a.‘ 

b) —-:—— X 


c) 


5x + 2 
5x 

6 a - I 


~ 2 x 


x — 4 2x — 1 

d) - > x — --— 


e) 


x 

1 + X 


x 


2x — 3 


i 


f) — <x 
X 


g) — ^ 2 + x 

rt 


B.7 


Determine o dominie de cada uma das funęoes: 

a)/(x) = J- 

[ x + 5 , 1 


x - 3 
2 - 3x 


b)/(x) 


c) f(x) - 


3 — x 


+ 


x- 2 


-x 2 + 6x- 10 


-x 2 - 9 


Exercicios complementares de C.7 a C.9 



i 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Determine o maior numero inteiro x que satisfaz a desi- 
gualdade (x — l)(2x — 5) ^ 0. 

C.2 Determine, em IR, o conjunto soluęao da inequaęao 

x 3 — x 2 — 4x + 4 < 0. Sugestao. Fatore o primeiro 
membro. 

C.3 Determine o conjunto de todos os valores de x, x £= IR, 
que veriflcam a desigualdade 

(2x — l)(x + 5) >x + 5. Sugestao. Escreya a inequaęao 
sob a forma (2x — l)(x + 5) — (x + 5) > 0 e fatore o 
primeiro membro. 

C.4 A base e a altura de urn triangulo medem 4x e x + 2, 
respectivamente, e a base e a altura de urn retangulo 
medem x + 3 e x + 2, respectivamente, onde x £ IR*. 

a) Para que yałores de x a area do triangulo e maior que 
a do retangulo? 

b) Qual e o menor valor inleiro x para que a area do 
triangulo seja maior que a do retangulo? 

C.5 (Cesgranrio) Dada a inequaęao 

(3x — 2) 3 (x — 5) 2 (2 ■ x)x > 0, tem-se que a soluęao e: 


a) 


x | x < — ou2<x<5 


b) x | — <x<2oux<0 


cj — *żx^2 


d) -j- < x < 5 

e) n.d.a 


C.6 (UFRS) Considerando as funęoes 


/(x) - x - 3 e g(x) = 
de x tem-se f(x) > g(x)? 


x — 2 


, para que yalores reais 


C.7 Determine o menor numero inteiro x que satisfaz a desi- 


... (x-3)(2x+ 1) 

gualdade-- < 0. 

4 — x 


C.8 (U. F. Uberlandia-MG) Determine o conjunto soluęao da 

x' 


mequaęao 


.4 _ ] 


3x 

X 2 + - 1 


> 0. 




C.9 (FGV-SP) Para que y = -- 2 - V S} 

y x 2 + 4x + 3 

y real, seja definida, devemos ter: 

a) —4 ^ x < — l ou i < x < 2 

b) -4 x < -3 ou -1 < x =£= 2 ou x ** 3 

c) —3 < x < — 1 ou 2 x < 3 

d) x < 3 ou x > — 1 

e) x *£ -4 ou -3 < x < — 1 ou 2 ss x ^ 3 
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Copitulo 17 

O CONCEITO DE MÓDULO 


1. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS 
DO EIXO REAL 

Num dia de inverno o termómętro marcou a temperatura 
minima —5 °C e a maxima + 6 °C. Dizemos que a variaęao 
da temperatura nesse dia foi de 1 i °C. Para chegarmos a 
esse resultado, calcu lamos a diferenęa entre a temperatura 
maxima +6 °C e a minima —5 °C: 

+6 °C - (~5 °C) = +11 °C 

O calculo abscissa maxima menos abscissa minima 
da origem a definięao de distancia entre dois pontos do 
eixo real. 

Definięao 

Sejam A e B dois pontos do eixo real com 
abscissas x A e x Br respectivantente f tal que x B > x A : 


A 

l 


Chama-se distancia entre os pontos A e 5, e 

indica-se por d AB ou d BA , a diferenęa x B —x A . 


c) 


|0| - d 00 = 0 - 0 => |0| = 0 


d) 


(sendo x > 0) 


e) 


D 


W = dco = x - 0 => \x\ = x 


x 0 

(sendo x < 0) 

\x\ — d BO = 0 — x =$ \x\ = — x (Cuidado! 

O numero —x e positivo, pois x e negativo.) 

Temos entao que: 

I. o módulo de urn numero positi vo .r e igual ao próprio 
x, isto e, se x > 0, entao |jr| — x; 

IT. o módulo de um numero negativo x e igual ao opos to 
de x (que e positivo), isto e, se x < 0, entao |x| = —x; 
III. o módulo de zero e igual ao próprio zero: j0| = 0. 

Sintetizando as conclusoes (I), (TT) e (El), podemos dar 
uma definięao algebrica para |x| da seguinte maneira: 


2. MODULO DE UM NUMERO REAL 

Definięao 

Considere no eixo real de origem O um ponto A 
de abscissa 

O A 

I_I 


Chama-se módulo de x, e indica-se por |x|, a 
distancia entre os pontos A e O: 


.t] = d 


AO 


X\ = A' A' 


0 


x\ — A" A‘ ^ 0, Vx,a‘EIR. 


Exemplos 


a) 


8 


8 


= — (O módulo de um numero positivo e o 


próprio numero.) 

b) | —4| = — (-4) — +4 (O módulo de um numero 
negativo e o oposto desse numero.) 

c) |0| — 0 (O módulo de zero e o próprio zero: poderia- 
mos dizer tambem que |0| = — 0, pois —0 = 0.) 

3. PROPRIEDADES DOS MÓDULOS 


Notę que, como |.r| e a distancia entre dois pontos, tem-se 
que |a| e um numero real pos.itivo ou nulo. 


Exemplos 

a)- 


b) 


8 


51 = d AO = 5 - 0 


l5l - 5. 


M.l \x\ + 0, Vjt, x G IR. 

Essa propriedade decorre imediatamente da definięao 
de módulo, pois, sendo uma distancia entre dois pontos. 
o módulo e um numero real positivo ou nulo. 

M.2 |*| 

Tal propriedade afirma que existe um unico ponto do 
eixo real que dista zero unidade da origem O. E o próprio 
ponto O: 

o 


—5 = d BO = 0 - (—5) => -5 =5 
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M.3 Sendo d E IR + , tem-se |*| = d <^x ±d. 

A propriedade M.2 e urna paiticularidade da M.3, 
quando d = 0. Para d > 0, a propriedade M.3 garante que 
existem apenas dois pontos distintos do eixo real que 
distam da origem a distancia d. Sao os pontos de abscissa 
d e —d : 

O 

I!I w 


-d 


Exemplo 


5 <=> * = ±5 


o 


-5 


+5 


M.4 \x\ ■ |v| - |*y| t V {x, y} ; {*, y] C !R. 

Isto e. o produto dos módulos de dois numeros e igual 
ao módulo do produto deles. 

Exemplo 

— 3 | ■ | 4 | ~ |—3 ■ 4 | 

M.5 [x|" = a' " <=> n e par, Vx, x E IR, e n E IN. 

Notę que essa propriedade decorre imediatamente da an¬ 
ten or. pois: 

• para n = 0, temos |*f 1 = 1 = a -0 ; 

• para n # 0, temos: 

\x\ n = \x\ * 1*1 * 1*1 * ... * 1*1 = I* • * • A' ■ ... ■ A-l -- 


n fatores Extensao da M. 4 

=• \x n \ (I) 

Como n e par, temos x" 5* 0; logo, temos |x"| = x". (H) 
Por (I) e (II), temos |x|" = x n (se n e par). 

Exemplos a) |*j 2 = x z b) j*| ć = * 6 


M.6 


x 


\y\ 


y 


• V U, _y}, {a, y) C IR e y # 0. 


Isto e, o quociente entre os módulos de dois numeros 
e igual ao módulo do quociente entre eles. 

Exemplo 


1 

30 

II 

1 

00 

[2| 

2 


M.7 |*| = |a| Mm “ ±a, V{*,n}, {*. a) C IR. 

Para entender essa propriedade, pense na definięao de 
módulo: |*| = \a\ se, e somente se, os pontos de abscissa 
-V e a estiverem a mesma distancia da origem O do 
eixo real. 


o 


-s 0 a * 

Notę que os pontos de abscissa a e — a equidistam da ori¬ 
gem O . Assim, temos: 

|.vj = jaj <=+ * = a ou * — —a 

Existem ainda outras propriedades dos módulos, que 
yeremos mais adiante. 



EXERCICIOS RESOmDOS 

R.l ResoWer em IR a eąuaęao |* — 3| = 4. 

Resoluędo 

Pela propriedade M.3, sabemos que existem dois e so¬ 
mente dois numeros cujo módulo e igual a 4. Sao eles: 4 
e —4. Logo, temos: 

|* —• 3| = 4 <=> x' — 3 = 4 ou * — 3 = —4 
x — l ou x — — 1 
5= {7,-1) 

R.2 Resolver em IR a eąuaęao |a:| ■ |x — 5| = 6. 

Resoluędo 

Pela propriedade M.4. temos: 

|*| * |* — 5| = 6 o J.r(* — 5)| =6 |x 2 — 5*| = 6 

Pela propriedade M.3, temos: 

x~ — 5x — 6 o u x 2 — 5* = — 6 

x 2 — 5* — 6 = 0 => * = — l ou * = 6 
ou 

x~ — 5x +6 — 0 => * — 2 ou x = 3 
Logo, S — {-1, 6, 2, 3J. 

R.3 ResoWer em IR a eąuaęao x 2 — 3|*[ — 4 = 0. 

Resoluędo 

Pela propriedade M.5, temos quex : = |*| : . Logo, a eąua¬ 
ęao pode ser escrita na forma: 

|x| 2 — 31*| — 4 = 0 

Fazendo |*| = t, temos: 

t 2 — 3t — 4 = 0 t = 4 ou t = ~\ 

Assim, |*| = 4 =» * = ±4 ou [x| — — 1 —> p? 

Logo, S = {4, -4}. 

R.4 ResoWer em IR a eąuaęao |3x — 11 = |2* + 6|. 
Resoluędo 

Pela propriedade M.7, temos que: 

|3* — l| = [2* 4- 6| *=> 3* — 1 = 2* + 6 ou 
3* — 1 -= —2* - 6 * = 7 ou* = —i 

Logo. o conjunto soluęao S da eąuaęao proposta e: 

S= {7, -1} 

R.5 ResoWer em IR a eąuaęao |* 2 — 5.v| = —5* + 9. 
Resoluędo 

• Lmpomos a condięao de existeneia: 

-5* + 9 3= 0 => -5* ^ -9 5* ^ 9 X x =£ — 

• Aplicamos a propriedade M.3: 

|* 2 — 5* | = —5* + 9 x 2 — 5x = ±{-5* + 9) 
x 2 — 5* - 5* + 9 (I) ou 

* 2 - 5* = 5* - 9 (H) 

ResoWendo as eąuaęóes: 

L x 2 — 5* = —5* + 9 => * 2 = 9 * = 3 ou * = —3 

(* = 3 nao convem, pois nao satisfaz a condięao de 
existencia.) 

II. * 2 — 5* = 5* — 9 => a 2 — 10* + 9 = 0 

A = b 2 - 4ac => A = (—10) 2 — 4 - I • 9 = 64 
_ ~b±J A -(-10)±V64 

2ą ^ A 2 ■ i 

* = 9 ou * = 1 

(* = 9 nao coiwem, pois nao satisfaz a condięao 
de existencia.) 

Logo, S = {-3. 1}. 
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EXERCIC!OS SASI C03 

Classifique cada uma das senlenęas abaixo como V on F: 

a) |8| = 8 

b) [0| = -0 

c) j-8| = 8 

d) \Jl -2j = J2 -2 

e) | J~5 - 2| = JS - 2 


B.2 


B.3 


f) \lflO - 2,31 = 2,3 - ^10 

g) \0-j3\=O 

h) j)t - 3| = ir - 3 

i) |tt - 3,14) - 0 
]) |ti - 3,15j = 3,15 - k 

Calcule os valores dos módulos: 

a) ||73 — 1,6|+1,6| 

b) || 75 - 2,41 + 75 | 

c) j I - 72 | + 12 - 72 | 

d) [jt — 3,14| + \k- 3,15| 

Classifiąue cada uma das afirmaęSes como V ou F: 

a) |x| - x, para todo x, x G IR. 

b) j.v 2 | = A -2 , para todo x, x G IR. 

c) (jc 3 ! — x\ para todo x, x G IR. 

d) |.v 4 | = .v 4 , para todo x, x G IR. 

e) \ab\ = |a| ■ jb|, para quaisquer a e b reais. 

f) |a + b\ = |a| + \b\. para quaisquera e b reais. 

g) Ex.iste niimero real x tal que |x| = x e |x| — —x. 

h) |x| + 0, para todo x, x G IR. 

i) |5| * \x\ - [5xj, V,v, x G !R. 

j) 5|x| — |5x|, Vx, a G [R. 

k) —5 * |xj = j— 5x[, Vx, x G IR. 


1) 


, Vx, a G IR*. 



m) |a| 4 — a 4 , Va, x G IR. 

n) |x| 5 a 5 , Va, a G IR. 


B.4 

Reso!va em IR as equaęoes: 
a) |a - 8| = 3 

e) [a 2 — 5a| = 6 


b) |2 a • • 1| = 7 

f) a 3 - 4| = 4 


c) |3 a — lj = 0 

d) |x 2 - 2xj = 1 

o 

II 

i 

OS} 

B,5 

Resolva em IR as equaęoes: 
a) a 2 -2|a| — 8 = 0 

c) a 2 + 4jx] + 3 = 0 


b) a 2 - |5x| +4 = 0 

d) Ir 2 - |9x| + 7 = 0 

13.6 

Resolva em IR as equaęoes: 
a) |5 a + 8| = |4a + 10| 

e) |8x — 11 = |a — 4| 


b) |3.v - 1| ■= |l - 2x\ 

f) |x - 2\ = |x + 3] 


c) [a 2 — 3a| = [a| 

g) |2 a 2 - 3x| = |a - 2| 


d) jx 2 — 5 a = a — 5| 

b) |x 2 - x| = |2x: 

B.7 

Determine, em IR, o conjunto 

soluęao de cada uma das 


equaęoes: 



a) |5 a — ! 0| = 2x + 3 

e) [8x - ló| = 7x + 1 


b) |6 - 3x\ = x + 4 

f) |2 — 3x[ = 1 — a 


c) a 2 - a| = X 

g) jx 2 — 4.xj = 5a 


d) a 2 - 3a| = a - 3 

h) |a 2 — 5x| = a — 5 


Exercicios complementares de C.1 a C.7 


4. DESIGUALDADES E MODULOS 
Propriedades 

Considere o eixo real de origem O. 


o * 

a) Quais as abscissas x dos pontos desse eixo cujas 
distSncias a origem O sao menores ou iguais a 3? 

b) Quais as abscissas x dos pontos desse eixo cujas 
distancias a origem O sao maiores ou iguais a 3? 

Para responder a essas questoes, notę que os pontos de 
abscissa 3 e — 3 distam tres unidades da origem: 

o 

-1-1-1-► 

-3 0 3 * 

Assim, temos: 

a) qualquer ponto de abscissa jc, —3 ^ x ^ 3, localiza- 
se a uma distancia menor ou igual a 3 da origem. 
Observe: 


o 


-3 


- 2,8 


J—L 


—2 -1 


1 


_ 1 L V2 2,8 

2 2 


b) qualquer ponto de abscissa x, x —3 ou x ^ 3, 
localiza-se a uma distancia maior ou igual a 3 da 
origem. Observe: 

o 

.1. i ,1 L* 


6 -5 j-4 

9 _ 


6 * 


JE 


Ji it 


As perguntas feitas nos itens (a) e (b) poderiam ter sido 
formuladas da seguinte maneira: 

a) Quais as abscissas x dos pontos do eixo real tais que 
|x| ^ 3? 

b) Quais as abscissas x dos pontos do eixo real tais que 
\x\ s* 3? 

Temos, entao: 


a) \x 

b) jc 


^3 —3 3; 

> 3 o a ss —3 ou x 3* 3. 


Raciocinando dessa maneira, podemos concluir as 
seguintes propriedades: 


M.8 

Exemplo 


a <4> — a =3 x a, \/a,a £ IR + . 


\x\ ^ 5 

M.9 ]a| < a <=> — a < x < a, Vrt, a £ IR+. 

Exemplo 

\ x \ <4 o -4 < jc < 4 

M.10 Ul ^ a x =2 —a ou x ^ a, a £ IR. 
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ExempIo 

|x| ^60 x —6 ou x 35 6 
M.ll |x| > a <=> x < —a ou x > a , Vrt, a G IR. 

Exemplo 

xj > 2 <=> a* < —2 ou x > 2 

i 

* EXERCICIOS RESOmDOS 

R.6 ResoWer em IR a inequaęao |3x — } | ^ 8 . 

Resoluęao 

Pela propriedade M.S, temos que: 

\3x- 1|«8 -8^3x-l .«8 

Essa dupla desigualdade e equivalente a: 

",v ^3 (I) 


3x— 1^8 


(H) 


3x — I > -8 
O conjunto soluęao S do sistema e (I) n (U), ou seja: 

(i, -1 - 4 - -* 

1 r * 

(i»- ' 




cmii) 


! 3 


Assim, S — jx G IR | - — ^ x =£ 3j. 

R.7 Resolver em IR a inequaęao jx 2 — 5x| > 6 . 

Resoluęao 

Pela propriedade M. 11 , temos que: 

|x -2 — 5x1 > 6 <=> x z — 5x < — 6 ou x 2 — 5x > 6 

'--- --^- 

(I) (II) 

O conjunto soluęao S da inequaęao ć (I) U (II), ou seja: 


X 1 — 5x 4- 6 < 0 => (1) 
x 2 — 5.v — 6 > 0 => (H} 

(1 u II) 


1 , fc 1 ł 

_i__j. i_i_ Ł 

i 

i 

12 13 

1 

X 


f 1 

1 i_l 


i-> - _ 

■ ^ 

$' 1 

— jp — * 4 —^ 

«6 

i 

X 

i-i 

i 

<2 i 3 

i i 

(6 

i 

X 


Assim, 5 = {x G IR | x < — 1 ou 2 < x < 3 ou x > 6). 



EXERCICI05 3AS1COS 






B.8 


ResoWer em IR as inequaęoes: 

a) |3x + 5|«ll e) 11 — xj < 5 

b) 


2x + Ą- 

> 6 

o 

X 1 

2 



2 Tl 


> 4 


c) Jx 2 — 5] =£ 4 

d) j 2 x 2 - x - 2 | < 1 


g) |x 2 - 3|, 3* 1 

h) [,r 2 4- 2x| < 3 


B.9 


(Gesgranrio) A intersecęao dos conjuntos 

[x G IR I jx - 2| < 4}*e [x G R | |x - 7| < 2} e um 

intervał o de comprimento: 

a) 2 b) 5 c) 1 d) 3 e) 4 

Nota. O comprimento de um intervalo e a di stand a entre 
seus extremos. 


B.10 Um metalurgico deve fabricar um eixo de ferro cujo 
diametro deve ter 5 cm. O tomo pode provocar um 
pequeno errox nessa medida. com |x| ^ 0,008 cm. Qual 
a maior e a menor medida que pode ter o diametro dessa 
peęa depois de pronta? 

Exerctcios complementares de C.8 a C.10 


5. FUNQAO MODULAR 

Consideremos a funęao: f(x) = [xj. Pela definięao de 

x, se x ^ 0 
—x, se x 0 

, 11 f se x ss 0 

Logo, f(x) - |*| /(*) = 

L — x . se x se 0 

Construindo o graftco dessa funęao dada por duas 
sentenęas, temos: 


módulo, sabemos que \x\ = 



Notę que o domfnio e o conjunto imagem de / sao, 
respectivamente: 

D(/) = IR e Im(/) = [0, +~[ 

A funęao /(.y) = \x\ 6 chamada de funęao modular. 



EXERC!CIO RESOLVIDO 


R .8 Construiro grdfieodiifunęao/U') — |a‘— ljedelerminar 
seu domrnio e con junto imagem. 

Resoluęao 

Para construir o grafie o de f, vamos transforma-la 
numafunęao dada por duas sentenęas. Sabemos que: 


, f x 1, se x — 1 0 

lx — 1 = 

L — (x — 1), se x — 1^0 


k - i| 

Assim. temos: 


m 


x — 1. se x ^ I 
—x + 1, se x 1 

| x — I, se x 3= I 
1 —x + t, se x ** 1 


cujo grafico e: 



O domrnio e o conjunto imagem de/sao respectivamente: 
D(/) = IRe Im(/) = [0, + «>[ 






























Regra pratica 

Para construirmos o grafico de uma funęao / do 
tipo f(x ) = |g(x)|, executamos os seguintes passos: 

l s ) construmios o grafico da funęao g: 



2 6 ) no grafico de g , conservamos os pontos de 
ordenadas nao-negativas e transformamos 
os de ordenadas negatiyas em seus simetri- 
cos em relaęao ao eixo das abscissas, obtendo 
assim o grafico de f: 


yA 



R.9 Construir o grafico da funęao f(x) — |x 2 — 4x\ e determi- 
nar seu domfnio e conjunto imagem. 


Resoluęao 

Utilizando a regra pratica. vamos inicialmente construir 
o grafico da funęao g{x) = x 2 — 4x. 

Obser\ r e o grafico de g: 



A seguir. no grafico de g, conservamos os pontos de 
ordenadas nao-negativas e transformamos cada porno 
de ordenada negativa em seu simetrico em relaęao ao 
eixo Ox, obtendo assim o grafico de f: 



O domfnio e o conjunto imagem de / sao, respecti- 
vamente, D(/) = IR e lm(/) = [0, +=»[. 

R.10 Construir o grafico da funęao f{x) — — j2v — 6| e deter- 
minar seu domfnio e conjunto imagem. 

Resoluęao 

Executamos os seguintes passos: 

l 9 ) construfmos o grafico da funęao g(x) = 2x — 6: 

2~) no grafico de g , conservamos os pontos de ordenadas 
nao-negativas e Uansformamos cada ponto de 
ordenada negativa em seu simetrico em relaęao ao 
eixo Ox\ 

3 Q ) transfonnamos todos os pontos do grafico obli do no 
passo anterior em seus simetricos em relaęao ao eixo 
Ox ; isso porąue multiplicamos por — 1 a ordenada de 
cada ponto do grafico anterior. 

J° passo: g(x) — 2x — 6. 


g(x) 

_ 


x 1 

2x - 6 

0 

-6 

3 

0 


O grafico de g e: 
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2-passo: 



3' ! passo: finalmente, construimos o gra fi co da funęao 

m = -~\2x ~ 6j. 



O domrnio e o conjunto iinagem de /'sao. respectivamente: 

D(/> = IR e Im(/) = ]-«?, 01 

R.ll Constniir o grafico da funęao f(x) = |a- — 4x + 3| — 2 
e determinar seu domrnio e conjunto imagem. 
Resolucao 

3 

Executamos os seguintes passos: 
l 2 ) construimos o grafico da funęao g (a) = x 2 — 4.v 4- 3; 
2") no grafico de g, conservamos os ponios de ordenadas 
nao-negatlvas e transforniamps cada ponto de orde- 
nada negativa no seu simćtnco em relaęao ao eixo O.w 

3 S ) transladamos o grafico, paralelamente ao eixo Oy, 
2 unidades para “baiAo”. Isso porque vamos subirair 
2 unidades da ordenada de cada ponto da funęao ob- 
tida no passo antenor. 


1 s passo: g (a*) == x 1 ~ 4x + 3. 
O grali co de g e: 



2 - passo: 



3 - passo: finalmente, construimos o grafico da funęao 
m = |.v- - 4x + 3| - 2. 



O domrnio e o conjunto imagem de / sao, respecti- 
vamente, D(/) = Ke lm(/) -- f—2, +<*>[. 

Nota 

Se a funęao fosse/(.v) — Lv 2 — 4.v + 3| + 2, entao. após 
o segundo passo, a translaęao seria feita para ‘"cmia”. 
pois estanamos adicionando duas unidades a cada orde¬ 
nada do grafico obtido no segundo passo. 


? EXERCICIOS EASICOS 


B.11 Construa o grafico de cada unia das funęóes e determine 
seu dominie e conjunto imagem: 


a) y = \2x - 1| 

b) /(.v) — j —3 jc + 6| 

c) f{x) = |2a- 2 - 4.vj 

d) y — | —x 2 + 2x — 2| 

e) f(x) - — |3x + I| 

f) JW = ~\x 2 - 5x + 6[ 


g) y = 3*1 

h) /(.r) = -|2v + 8| 

i) f(x) = k" “ 5 jc -i- 6j 

j j y — |.v-’ -1- 4x + 6| 
k)/(.v) - -k 2 - 2x\ 
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B.12 Esboce o grafico e de o dominio e o conjunto image m de 
cada urna das seguintes funęoes: 

a) /(A)=|2x-6| + 3 

b) y = | —x + 2| — 3 

c) j'(x) — \2x z — 2x\ + 4 

d) f(x) - |-x 2 + 9| + 2 

e ) y ~ |3x— i| — 2 

f) f(x) = \x 2 - 2x - 3| + 1 

g) y = | ~x 2 -F 2x + 8j -8 

h) /Cv)=|l + A- 2 ! - 2 


B.13 Determine o grafico. o dominio e o conjunto imagem de 
cada u ma das funęoes: 

a) f(x) = 2 — |3x - 6| Sugestao. Construa o grafico da 
funęao g (x) = —|3x — 6j e translade-o, paraleiamente 
ao eixo Oy. duas unidades para cima. 

b) f(x) = -2 - \3x 2 - 9jc| 

c) f(x) - 4 - |3x - 1| 

d) y ~ — 1 - |3x 2 — 12) 

Exercfcios complementares de C.11 a C.13 



C.2 


€.3 


C.4 

C.5 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(Unifor-CE) Os numeros reais x e v sao tais que 
x + y — 15 e 2 xy = 72. 

O valor de j,v — v\ e: 

a) 0 b) 3 c) 6 d) 9 e) 12 

Qual das afirmaęoes abaixo e verdadeira? 

a) Jx^ — x, para qualquer x, x G IR. 

b) Jx* — jx|, para qualquerx, x G IR. 

x 2 

(UECE) Se /(x) = — -2, entao as rafzes irracionais 

da equaęao \f{x) — 6| = 8 sao: 

a) 2j2 e -ijl c) Aj2 e -4^2 

b) 3*/2 e -3^2 d) e ~5jl 

(Fuvest-SP) Determine as rafzes das equaęoes seguintes: 
a) |2x — 3| = 5 b)|2x 2 - 1| +x-0 

(UFCE) A soma dos yalores reais de x que satisfazem a 

, , , 3lx + 1 
igualdade 


C.6 (PUC-RJ) O conjunto soluęao da equaęao 
\x — 1 [ — |x — l| 2 em IR: 

a) possui apenas um elemento, 

b) possui exatamente dois elementos. 

c) e vazio. 

d) possui exatamente ires elementos. 

e) possui exatamente quatro elementos. 

C.7 (Fuvest-SP) Qual o conjunto dos valores assumidos pe!a 
n b . c abc 


expressao 


+ 


+ 


4 " 


, quando 


|o| |£»| ’ jej ' \abc\ 

a , b e c variam no conjunto dos numeros reais nao-nulos? 

a) (-4,-3, -2, -1,0, 1,2,3.4} 

b) {-4, -2,0,2,4} 

c) {-4,0,4} 
dj {4} 

e) IR 

C.8 Resolver em IR a inequaęao |j3x — 6| — 2| < 3. 

C.9 (Mackenzie-SP) O conjunto soluęao de 1 < |.v - 3| < 4 
e o conjunto dos numeros x tais que: 
a) 4 < x < 7 ou — 1 < a < 2 
bj — 1 < a - < 7 ou — 3 < x < -1 

c) -! < x < 7 ou 2 < x < 4 

d) 0 < x < 4 

e) — 1 < x < 4 ou 2 < x < 7 

C.10 Em um dia de invemo a temperatura assumiu apenas os 
valores t D C. com |r — 6j 4. Qual foi a temperatura ma- 
xima e a minima nesse dia? 

C.ll Construa o grafico de cada uma das funęoes e deter min e 
seu dominio e conjunto imagem: 

a) /(*) — 3|2x — 4| Sugestao. Como 3 = |3|, 
temos que/(x) = j3j * |2x — 4| — ]3(2x - 4)|. 

b) /(x) — ~2 - |3a' + l| 

c) j\x) = |x| * |3x - 6j 

1 


d)/(x) - 


X — 


e) /(x) = 3|2x - 1| + 2 

f) /(x)= |x + 1| * jx- 1| -4 

g) /(x) = 4-3|x-l| 


x — 1 


x 5 

a)- T 


b)-f 


= 1 e: 


h)/(x) = 2-jx|*|2x-4| 

c) -5 

e) n.d.a. 

C.12 Construa o grafico da funęao/(x) - |2r — S| e determine 
os valores de x para os quais/(A:) ^ 2. 

d) -3 


C.13 (Faap-SP) Esboce o grafico da funęao 
/(x) = -|x 2 -x| +2. 


1 
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Ccipftulo 18 

FUNęAO EXPONENCIAL 


1. CONCEITUAęAO 

Consideremos a funęao f(x) = 2\ Podemos obter o 
grafico de / atraves de uma tabela: 



-3 

1 

8 

-2 

1 

4 

-1 

1 

2 

0 

1 

1 

2 

2 

4 

3 

8 



• D(f) = IR; 

• Im (/) = IR2; 

• fć crescente em todo seu domfnio. 

Consideremos agora a funęao g U') — j . Para ob¬ 
ter um esboęo do grafico, vamos construir a tabela: 



-2 


-1 


0 


4 


..j 

y 


1__ 8 

rt 

i\ 


Atribuindo « \ 

- 

aA osinfmitos t \ 4 


valores reais, t I\ 


obtem-se o 1 \ 


'4r 1 i V 2 

grafico i t, V 

- 

-—> : ; : > 


1 i ! 

" = ^ ^ 

- 3 

1 2 3 x 


• D(*) = IR; 

• Im(g) = IR$; 

• g e decrescente em todo seu domini o. 

1 X 

As funęóes f(x) — 2 X e g(x) — j sao chamadas 

de funęoes exponenciais. 

Definięao 

Chama- se funęao exponencial toda funęao 
/: IR —► IR*, tal que f(x) = a x , em que a e uma 
constante real positiva e diferente de 1. 


Exemplo 

Sao funęoes exponenciais: 


f(x) = 3*; 


= (y 


1 > 

) 


h(x) = T\ 
t(x) = (0, 2f. 


Crescimento populacional 

O crescimento populacional, na ausenda de 
fatores inibidores, pode ser descrito atraves de uma 
funęao exponencfal. Por exemplo, o numero M(t) de 
bacterias de uma populaęao no Instante t e dado 
por M(£) = em que e e um numero irradonal 
cujo walor aproxlmado e 2,7, h e uma constante que 
depende do numero de bacterias e f% e o numero 
de bacterias da populaęao no fnstante t = 0. 



Cultura de bacterias. 
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2. PROPRIEDADES DA FUNQAO 
EXPONENCIAL 

E.l Sendo a > 0 e a # 1, tem-se que: 

a x a y o ,v ~ y 

E.2 A funęao exponencial f(x) = a x e crescente em 
todo seu doimnio se, e somente se. a > 1. 



a* 2 > a* 1 <=> x 2 > a-, , Vo, a £= IR e a > 1. 

E.3 A funęao exponencial f(x) = a x e decrescente em 
todo seu dominie se, e somente se. 0 < a < 1. 


f (x) = a*[0 o<1} 



Tem-se, entao: 

a* 3 > a x ' <=> x 2 < X], Vć7, a G IR e 0 < a < 1. 

3. EQUAęAO EXPONENCIAL 

E toda eąuaęao cuja incógnita se apresenta no expoente de 
uma ou mais potencias de bases po$itivas e diierentes de 1. 

Esemplos 

a) 3* = 9 b) S 2 * + 5* = 30 c) 6 X = 2 

Resoluęao de uma equaęao 
exponencial 

A resoluęao de uma eąuaęao exponenciaI baseia-se na 
propriedade E, 1, isto e, sendo a > 0 e a # 1, tem-se que: 

a x = a y x = y 

Apresentamos, como exercfcios resolvidos, alguns tipos 
de eąuaęoes exponenciais. 



i 


EXERCICIOS RESOLY1DOS 


R. l Resolver em IR a eąuaęao 125 ,r — 625. 

Resoluęao 

ResoWeremos essa eąuaęao transformando-a nu ma 
igualdade de duas potencias de mesma base. Para isso, 
fatoramos os numeros 125 e 625: 


125 

25 

5 

1 


125 = 5 3 


625 

125 

25 

5 

1 


625 - 5 4 


Assim, temos: 

125 1 = 625=» (5 3 Y - 5 4 

Prop. E.l 

.*. 5 3x = 5 4 3x - 4 

4 

. . x — — 


Logo, S — 


R.2 Resolver em IR a eąuaęao 2* = 1. 

Resoluęao 

O numero 1 pode ser escrito como 2°, 

Logo, 2' = 1 =>2 A = 2° pelapropriedade E.l. temos 
x — 0. 

Logo, S= {0]. 

R.3 Resolver em IR a eąuaęao 3 A = 2 A . 

Resoluęao 

Dividindo ambos os membros da eąuaęao por 2\ temos: 


***-f-4 ••• (4)*- 
(41 - (łj Pro - E1 


•- i 

x = 0 


Logo, S = f0}. 

R,4 Resolver em IR a eąuaęao 9‘ — 10 * 3* + 9 = 0. 
Resoluęao 

A eąuaęao pode ser escrita sob a forma: 

(3 2 y - 10 • 3* 4- 9 = 0 => O x f - 10 • 3 X + 9 = 0 

Fazendo a mudanęa de variavel 3 r — t, temos: 

t 2 - lOr + 9 = 0 
A = (-10) 2 - 4 -1 -9 = 64 

. 10 ± 764 _ 10 ± 8 

' 2 2 

t = 9 ou t = 1 

Voltando a variavel.r, temos: 


3 X = 9 3* = 3 2 x ~ 2 ou 

3* = 1 =* 3- = 3° x=0 


Logo, S = {0, 2} 
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R.5 Resolver em IR a etjuaęao 2 t + 3 + 2*“ 1 = 17. 

Resoluęao 

2’ 1 + 3 + 2 x-1 = 17 2 *. 2 3 + 2*: 2' 1 - 17 


8 • 2 1 + -=- =17 


Fazendo a mudanęa de variave] 2* = i , temos: 

34_ 

X 


8' + y = 17 => 16, + ' 34 




I7r = 34=>/ = 2 



Voliaiido a variźvel x, temos 2* = 2 a - = 1. 
Logo, 5 = {1}. 


EXERCICIOS BASICOS 


B.l Resolva em IR as equaęoes: 

a) 64* = 256 g)8* +2 = 16*" 1 

b) 25 1 + 2 = L25* + 5 h)49 2 * = 343* +3 

C ) git -1 = 27 5 * + 1 i) 9*-'-81=0 

d) 13 x = l j> -ia T+ i.6 = j 

e) 5- 1 = 1 k) 3 X — 5 X = 0 

f) 7* = 8* 1) 3 V -2 J = 6 a *“ 1 

B.2 Determine, em IR, o conjuntó soluęao de cada urna das 
eąuaęoes: 

»(4)' - -ł 


•» (44)“' - (łj 

c> (jiy = js 

d) 

e) (S/32* +1 ) 5 = łjl 

f) my = 

*> W! - Hf 


h) 


8 


: .i - i 


- 1 


125 ) 

i) = Jl 

j) 3/F - (•/4^ T ) 


k) U 

r 3 


tt 


i? 

m) 


25 


X + I 


32 


= 64 2 * _ 1 


B.3 Determine o conjunto dos valores x, x €E IR, que salisfazem 
cada urna das eąuaęoes: 

a) 2 t+! + 2* 1 =20 

b) 3* + 1 - 3* + 2 = -54 

c) 2 * 3*~ 1 + 4 • y ~ 2 = 30 

d) 5*“*+ 5* + 1 - 126 

e) 5 * 2 r_2 + 3 • 2*" 1 = 44 

B.4 Resolva em IR as eąuaęoes: 

a) 4 X — 6 • T + 8 = 0 

b) 9 1 — 4 ■ 3* + 1 + 27 = 0 

c) 4* + < - 2* +l 56 = 0 

d) 9 X - 4 ■ 3* + 3 = 0 


, + 2. 

e) 25 2 - 26 • 5* + 5 = 0 


f) 9 2 + 3* +1 =30 

g) 2 * 9 t_ 1 + 4 • 3* _ 2 = 22 

h) 5 - 2*-* 4- 3 - 4*^ = 58 

i) 3* + 1 • 2** 1 + 36* = 72 

B.5 (U. Amazonas-AM) Em pesąuisa realizada, constatou- 

se que a populaęao (P) de determinada bacteria cresce se- 
gundo a expressao P(t) = 25-2', onde / representa o 
tempo em horas. Para atingir uma populaęao de 400 bac- 
terias, sera necessario urn tempo de: 

a) 4 horas d) 2 horas 

b) 3 horas e) ! hora 

c) 2 horas e 30 minutos 

Exerciciós compiementares de 0.1 a C.5 

4. INEOUAęAO EXPONENCIAL 

Ineąuaęao exponencial e toda ineąuaęao cuja incógnita 
se apresenla no expoente de uma ou rnais potencias de 
bases positivas e diferentes de I. 

Exemplos 

a) 5* > 25 b)3 x + 3* +1 ^ 12 


c) 3 X > r 



»- 7 


EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.6 Resołver em R a ineąuaęao 25 3x _ 1 > 125 * + 3 . 
Resoluęao 

25 3 *-> > 125* +2 => (5 2 ) 3x ~’ >(5T 2 

5f«-2>53x+6 

Como a base (5) das potencias e maior que 1, temos, pela 
propriedade E.2, que o “sentido” da desigualdade se 
mantem para os expoentes. Assim, temos: 

5 6 *- 2 > 5 3 * +6 => 6x - 2 > 3x + 6 

8 

6a — 3a > 6 + 2 3x >8 a > — 


Logo, S — G IR [ x > 


8 


/1 \ 2 * 5 /1 y +1 

R.7 Resolver em IR a ineąuaęao I—J «£ l~ I 


Resoluęao 


2.r — S 


-i 2s — 5 


Tf-m' -(4) 




6j- 15 


2x + 2 


(2 ) 

Como a base | “ j das potencias e urn numero entre 0 

e 1, temos, pela propriedade E.3, que o “sentido” da 
desigualdade e "invertido” para os expoentes. Assim. temos: 




2 ^ + 2 


6a - 2a ^ 2 + 15 Z. 4a > 17 x ^ 


Logo, S = |a G IR | a 


17 

4 
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' EXERCICIOS EASICOS 


B.6 Resolva em IR as inequaę6es: 
a) 16*- i >8^ s 

✓ j y 3 x- I f t xŁr 


b > T 


(łj 

c) (0,3)**" 5 > (0,3)* +1 

d) (72) 3T -'^i/8 

e) (7Ó^)^” 3 >0,6 

«ar>- 

g) 125* +1 >25* 

«(łJ ł, -(3 

«i 

j> 4v < s/4 

k)(;/I) V + 2 >t/27 

] \2jc + I 


Łc— l 


1) 


72 




.V + 3 


(ł) 


B.7 (UME-SP) A soluęao da ineąuaęao 

f(x+2\ f l '\2x + 4 

_ w) 

a) jc —2 ou x >2 d) x «£ 0 

b) -2 ^ i=s2 e) x > 0 

c) xi T 

B.8 Resolva em R as ineąuaęoeś: 

a) 2*~‘ <2* +l s£4* +1 


0 no conjunto dos reais e: 


Sugestao. Resolva o sistema ■ 


2*" 1 < 2* + 1 


, istoe. 


2 i* + i ^ 43 .T + 1 

determine a intersecęao dos conjunlos soluęao das 
duas ineąuaęoeś. 

b)fyj 2 < 4 t +1 < 16* +1 

B.9 Resolva em IR as ineąuaęoeś: 

a) 3* + ! + 2 • 3 r - 1 > 11 

b) (7Ó39)^ + 6 < 1 

c) (JUf- 6x + ^l 

Exereicio complementar C.6 



EXERClCfOS COMPLEMENTARES 

C.l (PUC-MG) Sendo jce y reais, o valor de jc + y no sistema 
12* = 4 V 


\25 x = 25-5 

b) ł 


e: 


d) 1 


e)2 


C.2 (PUC-RJ) A soma das raizes da eąuaęao 
«j--2x+i _ 5.625 


e: 


a) -4 

b) -2 


c) -1 

d) 2 


e) 4 


C.3 (TTA-SP) Determine o conjunto soluęao da eąuaęao 
3 & 4- 5 2r - 15 l = 0, no universo R. Sugestao. Divida 
arnbos os membros da igualdade por 15'. 

C.4 (UnB/PAS-DF-modificado) As substancias radiativas 
Lem uma tendencia natura! a se desintegrarem, emitindo 
partlculas e Lransformando-se em uma nova substancja. 
Conseąuentemente. com o passat do tempo, a ąuantidade 
da substancja radiativa dimimii. A velocidade de decai- 
mento pode ser medida contando-se o numero de parti- 
culas liberadas por unidade de tempo. Instrumentos para 
medir a radiatividade, como, por exemplo. o contador de 
Geiger, fazem isso automaticamente. 

O plutónio-240, produzido em reatores uucleares, e um 
materiał radiativo de longa vida, o que toma o lixo atomico 
desses reatores de dificil armazenatnento. A partir de 
uma massa inicial M Q dessa substancja, a sua massa M, 
após t seculos, sera. aproximadamente. detemrinada pela 
eąuaęao M ~ M^riOl) - '. 

Com base nessas informaęoes, determine, em porcen- 
tagem, a ąuantidade de massa do piutónio-240 restan¬ 
te, após 2 seculos de desintegraęao. (De um resultado 
aproximado.) 

C.5 (UMC-SP) O numero N de decibeis e a potencia I de um 
som medida em watts por cemimetros ąuadrados estao 

.v 

relacionados pela formula I = 10 16 * 10 111 . O numero 
de decibeis correspondente ao som provocado por trafi- 
co pesado de vefculos, cuja potencia e estimada em 10“ 8 

watts por centfmetro ąuadrado. e igual a: 

a) 40 c) 120 e) 200 

b) 80 d) 160 

C.6 Resolva em IR a ineąuaęao 4' — 3 ■ 2 X + 2 < 0. Sugestao. 
Faęa a mudanęa de variave! 2* = / e resolva a ineąuaęao 
ł 2 - 3r + 2 < 0. 


105 


FUNęÓES 












UNIDADE 3 


Capftulo 19 

TEORIA DOS LOGARITMOS — O PORQUE 

DOS LOGARITMOS 


1. PRINCIPIOS BASICOS 

Considere as expressoe$: 

• 31.245 4- 6.231; • 31.245 - 6.231; 

• 31.245 * 6.231; • 31.245:6.231. 

Quais delas voce resolveria mais rapidamente? 

De modo geral e mais simples somar ou subtrair dois 
numeros do que multiplica-los ou dividi-los. Com base 
nessas ideias, o escoces John Napier (ou Neper) formali- 
zou a teoria dos logaritmos, cuja finalidade e simplificar 
calculos numericos. 

Os princfpios basicos dos logaritmos — transformar 
uma niultiplicaęao em adięao ou uma dhisao em 
subtraęao — ja haviam sido vislumbrados por outros 
matematicos antes de Napier. No entanto credita-se a ele 
a criaęao dos logaritmos, devido a vinte anos de trabałho 
que culminaram com a publicaęao das obras Mirifici 
logarithmorum canonis descriptio (De serię do das no mas 
dos logaritmos mararilhosos, em 1614) e Mirifici loga¬ 
rithmorum canonis constructio (Calculo das nonnas dos 
logaritmos maravilhosos, em 1619). 



John Napier 
( 1550 - 1617 ). 


2. LOGARITMO 

Para compreender o que e um logaritmo, considere uma 
polencia de base positiva e diferente de 1. Por exemplo: 

2 3 = 8 

Ao expoente dessa potencia damos o nome de logaritmo. 
Dizemos que 3 e o logaritmo de 8 na base 2. Em slmbolos: 

2 3 = 8 «=> log 2 8 = 3 


Exemplos 

a) 5 2 = 25 <=► log 5 25 = 2 

b) 3-2 = -J » log., T = -2 


1 


C) T = .6 


Definięao 


1 , 1 

<=> log, 


T 16 


= 4 


Sejam a e h numeros reais positivos e b # 1. 
Chama-se logaritmo de a na base b o expoente x tal 
que b x = a. 

Em sfmbolos: 

log fc a = x b x = a 


Nomenclatura 

Na sentenęa Iog ; , a = x: 

• a e chamado de “logaritmando”; 

• b e chamado de “base do logaritmo' 5 ; 

• re chamado de “logaritmo de a na base b". 

Exemplos 

a) log, 16 e o expoente x tal que T — 16. 
Temos 2 K = 16 2 X = 2 4 m = 4. 
Assim, log, 16 = 4. 

b) log 5 -^ 7 - e o expoente x tal que 5 T = 


25 

Temos 5* = 
Assim. log s 


25 


25 


25 


5* = 5" 2 x = -2 


= - 2 . 


c) log 7 1 e o expoente x tal que T — 1. 
Temos T = 1 <=> T = 7° x = 0. 
Assim, log 7 1 = 0. 

d) log 5 ifs e o expoente x tal que 5 l = ł/5 . 


Temos 5* = l/5 «■ 5 r = 5 
Assim, Iog 5 lf5 — 


x 
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Corwenęao 

Chama-se logaritmo decimal aquele de base 10. Indi- 
ca-se o logaritmo decimal de um numero a simplesmente 
por log a (a base 10 fica subentendida). 

Exemplo 


L.5 b 


U)g fj a 


= fl. 


De fato, fazendo log/, a ~ tem-se: b x — a. Substituindo, 
nessa ultima igualdade, x por log/, a. tem-se: 


b 


log/, o 


— a 


’ 0g Tfim ć 0 expoente * tal que 10 ’ = TM 


Temos: 


10 x = 


1.000 


10" = 10“ 3 x=-3 


Asshn, log 


= -3. 


3. PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS 

Decorre imediatamente da definięao que para numeros 
reais positivos atb , eom b ¥= 1: 

L.l log/, b ~ 1 • 

De fato, fazendo log 6 b = a*, tem-se b x = b .‘.x — 1. 

L.2 log/, 1=0. 

De fato, fazendo log/, 1 = x, tem-se b x — 1 X ~ 0. 

L.3 log/, a — y log/, a, Vy, y G IR. 

De fato, fazendo log/, a = x , tem-se b x = a. Elevando-se 
ao expoente y ambos os membros dessa ultima igualdade: 

(b- x ) y = a y b yx = a y 

Pela definięao de logaritmo: 

b yx = a y <=> yx — log,, a y 

Como x = log,, a, temos, finalmente, que: 

V log/, a = log/, a y 


L.4 log 6 b x = x. 

De fato, pelas propriedades L.3 e L.l, temos 
log/, b* - x log,, b - x ■ 1, portanto, log/, b x = x. 



' EXERCIC10S RE50LVID0S 


R.l Calcu! ar os logaritmos: 
a) log,y 625 

1 


b) log 


Si 


243 


c) log 4 J 1.000 
m r 64 


Resoluęao 

a) log 125 625 = x <=* 125‘ = 625 
5 3t — 5 4 =>* = y 


(5 3 )' 1 = 5 4 


Assim, Iog l25 625 = —. 


b) log s 


1 


243 


— x <=* 81 


X _ 


(3 4 )* — 


3 5 


243 

3^ = 3“ 5 => 4x = -5 


x = — 


Assim, loggi 


243 


c) log V 1.000 = X « 10' = V 1.000 


itr = t[W 


10* = 10 4 > x — 

4 


d) 


Assim, log V1 -000 = 

. _6f_ ( 27 Y 

1 °Sji 729 =x ^{ — j ~ 


64 


729 

3* 


■■ EfijT - tu ■■■ »r - ffl 


3.v = —6 x ~ —2. Assim, log 


64 


f 729 


- -2 


Medida do mvel sonoro 



Para medir o nTvel sonoro ut)liza-5e a escala iogaritmlca. Considerando / 0 a 
menor Intensidade ffsica do som audb/el e / a intensidade fisica do som que se 
quer medir, o nTvel sonoro (3 de / e caicutado por: 

P - log ~ 

Iq 

na unldade de medida bel (simbolo B), nome dado em homenagem a Graham 
Bell, inventor do telefone. tła pratica utiliza-se o decibel (sTmboio db) que equi- 
vale a decima parte do bel. 
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R.2 Sabendo que log* a — 3, calcular log* d. 
Resoluęao 

Pela propriedade L.3, temos log* d — 5 log* a. 
Como log* o = 3, temos log* d = 5 log* a — 5 ■ 3 
Entao, log* o 5 — 15. 


= 15 


R.3 Calcular o valor da expressao 

.logo 

E = 3 4- log 6 6 - log s 1 . 

Resoluęao 

Pela L.5, temos 3 83 = 5. 
PelaL.l, temos log 6 ó = 1. 
Pela L.2, temos log s 1 = 0. 
Assim, E = 5 + 1 — 0 = 6 . 


B.7 Sabendo que log* o = 4. calcule log* . 

B .8 Calcule o valor da expressao £ = 6 ° 6 . 

B.9 Calcule o valor da expressao E — 5 . 

B.10 Calcule o valor da expressao E = (b 2 ) '* , em que 

b SIR* eh ^ 1. 

2 + !og,3 


1 - log s 4 


.4 log 5 2 


R,4 Calcule o va!or da expressao 5 
Resoluęao 

Pela L.3, temos 4 log 5 2 = log, 2 J — log 5 16. 

a ■ c 4b *5 2 -MM* 

Assim, 5 — 5 =16. 

Pela L.5 


B.11 Calcule o valor da expressao E - 5 

B,12 Calcule o valor da expressao E — 8 
B.13 Prove que: 

a) log* = —log* a , com {a, b } C IRij: e b W 1: 


b) log* a = 


log u b 


. com {a,b\ C IR?, a ź I e b ^ 1 


B.14 Sabendo que log, :> = tn, calcule em funęao de m: 


•A. 



a) log, 


b)log 5 3 


C) log 5 -y 


f / 

EXERCICIOS E3ASICOS B.15 Sabendo que log, 5 = m, calcule em funęao de m: 


B.l Calcule os logaritmos: 


1 a) log 7 49 

j) tog f/LOOO 

1 b) log 6 216 

k) log, T 1/625 

I c) log, 2 * 1.024 

1 ) log 2 4 ,3 

4 

d)tog Ap¬ 

m) log 32 128 

el log 2 Vl 6 

,, 625 

n)1 ° g ^ 16 

f) log 10.000 

0 ) log 0,001 

g) lo^ 4 

p) log*, 0,09 

h)log, 1 

q) logo.oois 0,008 

i) log, 243 

0 logo, 625 


a) log, 


m 


b) tog 5 


m 


B,16 Chama-se cologaritmo de a ua base b, {a, b\ C [R* e 
b =£ t, o numero -log* a. Isto e; 

colog* a = -log* a 
Calcule os cologaritmos: 


a) colog 2 8 b) colog ]fi 32 


Exerci'cios complementares de C.1 a C.4 


c) colog. 


125 


B.2 (HECE) O valor de 2*** 2 + f + 2' 10 " 2 T 

e igual a: 

a) 3 b) 4 c) 5 d) 6 


B.3 Determine x em cada igualdade: 
a) log, x = 2 

1 


f) log,, x = -j- 


b) Iog , 6 x = 

c) log 2 x = —3 

d) log 4 x = 0 

e) log s A = 3 


g) log x = -2 

h) log] (124 a* — 0,1 

■> log w x = 3 


4. OUTRAS PROPRIEDADES DOS 
LOGARITMOS 

Sendo a, b e c numeros reais positivos. com b ź 1, 
temos: 

L,6 log* ac = log* a 4- log* c. 

Demonstracjo 

S ej ani log* a = x b x = a e log* c = y b' = c. 

Assim, podemos escrever b*b y = ac <=> b x + y = ac. 
Pela definięao de logaritmo; 

b' ' 1 = ac <=> x 4 -y = log* ac 
■ log* a + log* c — log* ac 


B.4 Sabendo que log* a = 9. calcule log* a*. 

B.5 Sabendo que log* a 2 ~ 8 e que a > 0, calcule log* a 3 . 

B.6 Sabendo que log* a = 9. calcule log* ifa . 


(c.q.d.) 


Exemplos 

a) log 2 (4 ■ 2) = log* 4 + log 2 2 

b) log 5 (625 * 125) = log, 625 + log, 125 
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Resoluęao 


L.7 log,, — = log,, a - togi o, 
c 


Demonstraęao 

Sejam log* a = :x » b x = a e log* c — y «=> b y = c. 

Assim. podemos escrever ^ b x ~ y = ~. 

b' ć c 


Pela defuiięao de logaritmo: 


b y — — « A' — v = logi — 

c c 


log,, a - logi c * log;, -7 


Excmpłos 

8 

a) logi " 2 " “ logi 8 — log, 2 


b) log. 


625 

125 


= log 5 625 - log 5 125 


(c.q.d) 


L.6 


L.8 Mudanęa de base: 


a) Iog fi 10 = log 6 (5 • 2) - log 6 5 + log 6 2 = 

= 0,898 + 0,386 = 1,284. 

L.7 

b) logi 2,5 “ log 6 Ą- = log 6 5 “ logó 2 = 

= 0,898 - 0,386 = 0,512. 

L.8 

,x lnn ri A log 6 5 _ 0,898 _ „ 

0 IOg3 5 ” toiTT - 0386- - Ł326 ' 

L.6 

d) logi 20 - log 6 (2 2 * 5) = log 6 2 2 4- 
L.3 

+ log 6 5=2 logi 2 + log f , 5 = 

- 2 • 0.386 + 0,898 = 1,67. 

L.7 

o) logs - l°g 6 5 - log 6 1 2 - 

L.6 

= logi 5 - logi ( 6 ' 2 ) = log 6 5 - (log tl 6 + 
+ log 6 2) “ 0,898 - (1 + 0,386) - 
= 0,898 - 1,386 - -0,488. 

L.3 


log* a = !° g ^ , V*, k G Rf, k # 1 

log* b 


Demonstraęao 

Sejam log,, a — x b x = a e log* a — y <=> k- = a. 
Pela propriedade transitiva da igualdade: 

b x — a e k y = a b x = k y 

Pela definięao de logaritmo, b ' — k y ** y = log* b\ 
Pela propriedade L.3, podemos escrever: 

y = x log* b log* a = log* a * log* b 

logt a . 

* = log* fl 


log* b 


f) logi 75 = logi 5 = = y logi 5 - 

= y * 0,898 = 0,449. 


R.6 Sabendo que log 2 = m e log 3 — k, calcular log ( 8 ) 
em funcao de m e k. 

Resoluęao 

L .6 

log ( 8^/9 ) - logfo ■ 3 T ) = log 2 

L.3 


Ht 


+ log 3 ? = 3 log 2 + — log 3 - 3 m + -r- 

1 5m + 2 k 


(c.q.d.) 


Exemplos 

a) log^ 32 = 

b) Jog SJ 9 - 


logz 32 
log 2 64 

log9 9 
log 9 81 


m 



EXERCICIOS RESOLVlPOS 


R.5 Sabendo que log, 5 - 0,898 e log 6 2 = 0,386. calcular: 

5 


a) logi 10 

b) logi 2,5 


c) log 2 5 

d) log 6 20 


e ) l°gfi ł2 

f) log* a/5 


Portanto, log (8^/9") = 


15 w + 2 k 


R.7 Sabendo que log , 5 9 = a, calcular log 15 5 em funęao de a. 
Resoluęao 

log l5 9 = a «- log 15 3 3 = a 
Pela propriedade L.3, podemos escrever: 


a 


2 log , 5 3 = a log t5 3 = — 


Temos. entao, log t5 5 = log 15 


15 


L.7 


9 — 


= log,, 15 - log,, 3 = 1 - % = 
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EXERCICIOS BASICOS 

H.17 Sabeodo que Jog, 2 = 0,43 e log 5 3 = 0,68, calcule: 


a) log, 6 

e) log, 3 

i) log, J3 

b) log, ~ 

f) log, 8 

j) log; 41/3 

c) log, 1,5 

g) log, 24 

k)lo gyj 12 

d) log, 2 

h)log, 



B.18 


Sabendo que log 5 — 0,69 e log 3 = 0,47, calcule: 

g) log 18 

h) lag if\5 


a) log 15 

b) log 75 

3 
5 

27 


c) log 
d.) log 


5 

e) log 30 

0 log 6 Su ges tao. 6 


i) logi 5 

j) log 9 125 

k) log 0,9 


30 


15,19 Sabendo que log,4 — 1,26, calcule: 

a) log 4 3 b) log 12 3 

B.20 Sabendo que log, 5 — 2,32, calcule: 

a) log, 2 b) log 2 c) log 5 

B.21 Prove que !o g/jtl a - ~ log/, a para qualquer 

ot, a £ IR*, e quaisquer numeros a e b reais positivos 
córa b # 1 . Su ges tao. Faęa urna mudanęa de base. 

B.22 Determine o valor de x, sabendo que x - log, 4 * log 2 3. 

B.23 Determine o valor de x, sabendo que 
a: — log 4 125 ■ log, 4 * log 5 3. 

B.24 Sabendo que log (a 4- b) — rn e log (a — b) = tu calcule 
log (a 2 — b 2 ) era funęao de m e n. 

B.25 Sendo log, ( a — b) = 3, obedecidas todas as condięoes 
de existencia, calcule o va!or da expressao: 

E — log 4 (3 a + 1) — log 4 (StF + a - 3 ab - b ) 

B.2ó Sendo lag, ~ = 3,4, obedecidas todas as condięoes de 
existencia, calcule o valor da expressao: 

E = log , - log , ab 

5 & 5 

B.27 Sabendo que 3 A = 2, calcule log, 18 em funęao de k. 

B.28 Dado que 6 " — 2, calcule, em funęao de n, o valor de 
log, 24. 

B.29 Conhecendo log 2() 5 = a, calcule, em funęao de o valor 
de log,Q 4. 

B.30 Sabendo que log,, 3 = m, calcule, em funęao de m, o 
valor de log n 6 . 

Exercicios complementares de C.5 a C.12 


5. FUNęAO LOGARITMICA 

Consideremos a funęao f{x) — log, z. Podemos obter 
o grafico de / atraves de uma tabela: 


Atribuindo a x os infinitos valores 
reais positivos, obtem-se o grafico 



1 


T 

-3 

1 

-2 

T 

1 

-1 

~2 

1 

0 

2 

1 

4 

2 

8 

3 



• D(/) - !R 

• Im (/) = IR; 

• f(x) = log, x e uma funęao crescente em todo seu 
domin io. 

Consideremos agora a funęao g(x) = log , x. Para 

T 

obter urn esboęo do grafico de g, vamos constmir a seguinte 
tabela: 

V Atribuindo a x os infinitos valores 

reais positivos, obtem-se o grafico 


B 


1 

8 

3 

1 

4 

2 

1 

2 

1 

1 

0 

2 

-I 

4 

-2 

8 

-3 



• D (g) = [R $; 

• Im(g) •- IR; 

• g (jc) = log j x e uma funęao decrescente em todo seu 

T 

dominio. 

Definięao 

Chama-se funęao logaritmica toda funęao 
/: IR;’ —► IR tal que f(x) = log/, x, com b E IR* eb ^ 1. 


Exemplo$ 

a) /(a-) = log, x 

b) h(x) = logu 2 * 


c) g(x) = log ± x 

2 

d) t(x) = log ^ x 
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Os terremotos 

Abandonando um pequeno dado sobre a superffcle 
terrestre ocorrera urna liberaęao de energia que a 
fara uibrar leyemente, 5e, no iugar do dado, for aban- 
donado um tijolo, a energia liberada fara vibrar mais 
intensamente essa superffcie. Imagine um cubo de 
granlto eom 2 Km de aresta abandonado de uma 
altura de 280 hm; a energia liberada sera equlvalente 
a 20 trilhoes de KWh (qullowatbhora). Essa foi a 
medida da energia liberada pęto terremoto ocorrido 
em 5ao francisco, Califórnia, em 1906. Mais ulolento 
ainda foi o terremoto que arrasou Lisboa em 1755, 
iiberando energia equlvalente a 550 trllhoes de KWh. 



O terremoto ocorrido, em 1906, na cidade de Sao Francisco 
(EUA), registrou 9 pontos na escaia Richter. 


Os logaritmos sao aplicados na medida da inten- 
sidade de um terremoto. Ma escaia Richter, a inten- 
sidade i de um terremoto e definida por 

1= Ą- log em que Eea energia liberada pelo 

D 

terremoto, em KWh, e E 0 = 10 ' 5 KWh. 


Propriedades da funęao logaritmica 


G.l log,, x = log,, y^x~ 


V {jc, y,b) C [R| e b ź 1. 

G.2 A funęao logaritmica f(x) = log* x e crescente 
em todo seu domlnio se, e somente se, b > I. 


y 

l°9„ *2 

tog* 


f{x) = iog b x, b> 1 


w 


/ 1 

ii 


V i* 


Tem-se. entao: 

log* x 2 > log,, jc, O x 2 > x u 
V{jc,, x 2 ,b}C IR : | e b > 1 

G.3 A funęao logaritmica f(x) = log* x e decrescente 
em todo seu dom mi o se, e somente se, 0 < b < 1 . 



Tem-se, entao: 

log* X 2 < log* X] O X 2 > ,V|, 


V {, jpj, b } C IRif e b < 1 



EXERCICI0S RESOmPOS 


R.8 Determinar o domlnio da funęao f(x ) = log, (3.y — 6 ). 
Resoluędo 

Existe log* a se, e somente se, {u, b } C IR* e b =£ 1 , 
Como a base 5 do logaritmo ja obedece a condięao de 
e.xistencia, basta impormos a condięao sobre o logarit- 
mando, isto 6: 

3x — 6 > 0 x > 2 
Logo, D (/) - {jc G IR | x > 2 }. 


R.9 Determinar o domlnio da funęao 
f(x ) - log t . j (-A - 2 + 3jf + 4). 

Resoluęao 
Devemos ter: 

' -jt : + 3.r + 4 > 0 (I) 

< JC - 1 > 0 (II) 

JC — 1 . + 1 fili) 


<l) 



(ll> -—* 

i 

1 



I 

I 


(l) n (ll) ń (lll) -j- 

i 





X 


X 


X 


->■ 

X 


Logo, D(/) — {jc G IR | 1 < x < 4 e x =£ 2}. 


s 
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EXERCICIOS BASICOS 


B.31 Esboce o grafieo de cada urna das funęoes: 

a) f(x) = lo §3 x b) g(x) ■= log l x 


B.32 Chissif ique como crescente ou decrescente cada uma das 
funęoes: 

a) f(x) = Iog 5 .v c) h(x) ~ log^_ ,v 

b) g(x) = logtu x d) l(x) = 


B.33 Classifique como V ou F cada urna das atirmaęoes: 

a) log,x = log 5 5 Ox - 5 

b) logi a > log, b <=> « > b 

c) log , a > log b <=> a > b 

T T 

d) log 0 7 a < log 07 /;<=>«> b 

e) log a s* log^ b <^>a^b 

B.34 Detemiine o dommio de cada uma das funęoes: 
a ) /(.v) - 1og s (5x - 15) 

b) g(.v) = Iog s (x z - 3x) 

c) /(.v) = log U5 (x 2 - 5x + 4) 
dj r(x) = log, x 2 

e) h(x) = logj ( 6 .v — l) 

f) /(x) - logi t _ j ( 6 x + 1 ) 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.10 Resolver a eąuaęao log, (4x + 24) = 5 . 

Resoluęao 

Condięao de existencia (C.E. J 

Em primeiro lugar, devemos impor a condięao de exis- 
tencia do logaritmo: 

4x + 24 > 0 o x > -6 C.E. x> -6 
Preparaęao da eąuaędo 

Transformamos os dois membros da eąuaęao em loga- 
ritmos de mesma base. O nu mero 5 pode ser escrito 
como logaritmo de base 2 , do seguinte modo: 

5 = 5 log, 2 - log, 2 5 

Assim, temos: 

Iog 2 (4x + 24) = 5 <=> log 2 (4x + 24) - log, 2 5 
log, (4x + 24) — log, 32 

Resoluęao da eąuaęao 
Pela propriedade G.l, temos: 

log, (4x + 24) = log, 32 => 4x + 24 — 32 
4x = 8 x = 2 

Notę que x = 2 satisfaz a C.E. x > — 6 . 

Portanto S = 12}. 

R.11 Resolver a eąuaęao log 3 (x + I) + logj (x - 7) = 2. 
Resoluęao 

Condięao de exisłencia 

-1 (D 
(D) 


fx + 1 > 0 [ x > - 
[x - 7 > 0 [ x >7 


su 

o 

n 

_ 3 (X 2 — 7x 4- 12) e o conjunto: 

u) —. - 

-1 

j 

X 

a) |x G IR | 

j x <3 ou x > 4J 


! 


b) {x E E j 

x > 4} 

do- 

1 7 

X 

c) {x E R 

2 < x < 6 } 




d) {x E R 

x < 6 } 

dl n (ii)- 

- ^ - 

-*. 

X 

e) (x E R 

<N 

V 

H 

V 

r- 


i 



Exercicios complementares de C.13 a C.15 

6. EQUAęAO LOGARITMICA 

Chama-se eąuaęao logantmica aąuela que apresenta 
a incógnita no logaritmando ou na base de um Logaritmo. 

Exemplos / 

a) log 5 x = 3 

b) log (x 2 — x) + log x — log 9 

c) log, 3x — 2 

Resoluęao de uma equaęao 
logantmica 

A resoluęao de lima eąuaęao logantmica baseia-se na 
propriedade G. 1 das funęoes logaritmicas, ou seja: 

G.l log* x “ log* y&x = y, 

V{x,y,b} C IRf e b ć 1. 

Apresentamos, como exercicios resolvidos, alguns 
tipos de eąuaęao logantmica. 


C.E. x > 7 

Preparaęao da eąuaędo: 

10& (*+!) + log 3 (x - 7) = log 3 3 2 

Pela propriedade L .6 dos logaritmos, podemos escrever: 

log 3 (x + l)(x - 7) = log 3 3 2 

Resoluęao da eąuaędo 
Pela propriedade G.l, temos: 

log, (x 2 — 6 x — 7) = log, 9 =>x’ — 6 x — 7 = 9 
x 2 — 6 x — 16 = 0 => x = 8 ou x — ~2 

Notę que apenas x — 8 satisfaz a C.E. x > 7. 

Portanto 5 = { 8 }. 

R.12 Resolver a eąuaęao log, (x + 4) — log 4 x — 2. 

Resoluęao 

Condięao de existencia 

fx + 4 > 0 Jx > -4 (I) 
x > 0 1 x > 0 (II) 


fl) 

(II) 

(i) n (ii) 


-4 

\ 

ł 

1 

X 


i0 

i 

X 


X 



!o 

X 


C.E. x > 0 
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Preparaęao da eąuaęao 

Iniciaimente. devemos passar para u ma mesma base 
todos os logaritmos da eąuaęao. 

• Peia propriedade L .8 (mudanęa de base), podemos 

T log, 

escrever log. x = -- 7 -, 

log 2 4 

• Pela propriedade L.4, podemos escrever 2 — log, 2 2 . 

log 2 x 


Assim, iemos que log, (x + 4) - 
Resoluęao da eąuaęao 
log, (x + 4) - l0 %~ * - log, 4 - 


log, 4 


= log, 2 2 . 


2 log, (jc -E- 4) — log, % 2 log, 4 


2 2 

log, (x + 4) a - log, x = log, 4 2 

- , U+ 4)? . , . (x + 4 ) 2 

. . log,- — log, 16 . . -- = 16 

X x 

X- + 8 x + 16 = 16x x 2 - 8 x + 16= 0 
A = b 1 - 4 ac => A = (- 8) 2 - 4 * 1 • 16 = 0 

x= ~ fc . ± ^ . =>.,= -(- 8 )±VÓ x = 4 . 


la 


2 ■ 1 


Notę que x — 4 satisfaz a C.E. x > 0. 

Portanto S = {4}. 

R.13 ResoIver a eąuaęao log,. 9 - 2. 

Resoluęao 

Condięao de ęxistencia C.E. x > 0 e x =+ 1. 
Preparaęao da eąuaęao : 

log,. 9 = 2 <=> log, 9 — log, x 2 
Resoluęao da eąuaęao: 

log, 9 = log, x 2 => 9 = x 2 x = 3 ou x = - 3 

Notę que apenas x = 3 satisfaz a C E. x > 0 e x # 1. 
Portanto S = {3}. 


EXERCICIOS BASICOS 


B.36 Resolva ern IR as eąuaęoes: 

a) log 3 ( 6 x — 9) = 4 

b) log, ( 2 v + 10 ) + log, (x + 1 ) = 6 

c) log 3 (3x + 7) — log 5 (x — 1) = 1 

d) log, x + log, (x — 2 ) — log, (x — 3) 



= 3 


e) log , (x 2 + 2 x) - log , x 


= -9 


f) log., (x - 2) - logg (x - 4) = ! 

g) log* (x 2 - 1) + log ± (x - 2) = log 36 64 

6 

h) log, 32 = — 5 

B.37 Determine. em IR, o conjunto soluęao de cada uma das 
eąuaęoes: 

a) log, (x 2 + 2x) — 3 

b) log 4 (x + 10) + log 4 (x — 5) — 2 

c) log (x + 68 ) — log (x — 22 ) = 1 

d) 2 log,x + log, 3 - log, (x - 1) = log, 6 + log,x 

e) log , (x 2 — 1) — log 1 (x 2 ) = 3 


f) log, (x + 3) - log 4 x = 2 

g) 2 log 5 x + 2 Iog 25 (x + 1) = 

h) log, 16 = — 4 


— log 1 (x 2 + 4x) 
T 


B.38 Determine os reais x e y que satisfaęani o sistema: 

log, x + Iog 2 y = 3 
log, x — log, y ~ 1 

B.39 (UCB) Em U — IR, determine o valor do produto das 
rafzes da eąuaęao X 1 "' 1 * = 6.56lx 2 . 

B.40 (FURRN) Aumentando-se um nu mero a de 12 unidades, 
seu logaritmo na base 5 aumenta de 2 unidades. O valor 
de x e: 


a) 4 
2 

b) l 


*ł 

d)2 


e) 6 


B,41 (UECE) Se .v, e x, sao as rafzes da eąuaęao 

x 2 + 6 x + 4 = 0 , entao log 4 (5x,x,— 2 x, — 2x,) e igual a: 


, 3 

a T 




c) 3 


d)5 



Exercicios complementares de C.16 a C.20 

7. INEOUAęAO LOGARITMICA 

Chama-se ineąuaęao logaritmica aquela que apresenta 
a incógnita 110 logaritmando ou na base de um logaritmo. 

Exemplos 

a) logi (3x — 1) > 3 

b) log_ L (x - 1) + log^ (x -f 5) *£ -4 

2 2 

c) log, 9 > 1 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.14 Resolvera ineąuaęao log, (3x — 1) > 3. 

Resoluęao ^ 

Condięao de existencia (C.E.) 3x — 1 > 0 => x > — 

Preparaęao da ineąuaęao 

Escrevemos o numero 3 como um logaritmo de base 2, 
ou seja, 3 = log, 2 3 . 

Temos, entao, log, (3x — 1 ) > log, 2 3 . 

Resoluęao da ineąuaęao 

Pela propriedade G.2, temos que o “sentido” (>) da 
desigualdade entre os logaritmos se mantem (>) para os 
logaritmandos, pois a base 2 e maior que 1. Ou seja: 

log, (3x — 1) > log 2 8 => 3x — 1 > 8 
.*. 3x > 9 x > 3 

O conjunto soluęao S da ineąuaęao e a intersecęao do 
conjunto S' dos reais x Lais que x > 3, com o conjunto S" 

dos reais x que satisfazem a C.E. x > Ou seja: 


S ': x > 3 


3 


S” :x>2- 

3 1 


S = S’nS" 


Portanto S = {x G. IR | x > 3}. 


na 


FUNCÓES 
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R.15 Resolver a inequaęao 

Iogj_ (a - 1) + log^ (a + 5) ^ -4. 
2 2 

Resoluęao 

Condięao de exist$ncia (C.E.) 




jc — 1 > 0 
x + 5 > 0 


x> 1 (D 
x > -5 (U) 

i 


-5 


(I) 

(H) 

(l) n (ii) -* -► 

.i * 

,\ x > L 

Preparaęao da inecjuaędo 

Escrevemos o numero —4 da ineąuaęao como um loga- 
ritmo de base ou seja, -4 — log, • 

Temos, entao: 

log^ (a - 1} + log ± (a + 5) < log_j_ 

Pela propriedade L.6 dos logaritmos, podemos eścrever: 


-4r 


log , (a - 1)(a + 5) log , — 


Resoluęao da ineąuaęao 

Pela propriedade G.3 da funęao logaritmica, temos que o 
“sentido” (^) da desigualdade enlre os logaritmos e 

“invertido” (^) para os iogarilmandos. pois a base 

esta entre 0 e t. Ou seja: 

logj_ (x — 1)(a + 5) log^ 16 -> (a - 1 )(a + 5) 3= 16 

2 2 

x 2 + 5a — x — 5 > 16 a 2 + 4x - 21 3* 0 



Portanto a — 7 ou r > 3, 

O conjunto soluęao S da ineąuaęao e a intersecęao do 
conjunto S' dos reais a tais que x =£ -7 ou a Ss 3, com o 
conjunto S" dos reais que satisfazem a C.E. a > 1. Isto e: 


S" 

S =S' nS" 

Assim, S ~ {a £ IR | a ^ 3}. 


* i 

-7 

^— 

«3 

1 

X 


1 

i 

l 

X 



l 

,3 

X 



! EXERCICIOS BASICOS 


B.42 Resolva em IR as ineąuaęóes: 

a) log 5 (2x - 8 ) > 2 

b) log j_ (a - 2 ) ^ -1 

j 

c) log 2 (3a - 6 ) > log, (6 - a) 

d) log o? (5x - 1) 5= log,,, (5 - 2x) 

e) log, (a — 3) + log, (a - 1) < 3 

f) log^ (a + 1) - iogj_ (5 a +1)^1 

4 4 

g) log r 9 > 1 

B.43 Determine, em [R, o conjunto soluęao de cada urna das 
ineąuaęóes: 

a) log 3 (4a - 2) ^ I 

b) log_|_ (5 - a) > 3 

2 

c) log 6 (3a - 1) > log„ (7 - 2 x) 

d) log^ (4x - 1 ) < tog (U (1 - a) 

e) log, (x + 1) + Log s (a - 7) ^ 2 

f) log D , (a - 2) - log 0 .i (a + 4) > tog, u 

B.44 Determine o conjunto dos numeros reais a que satisfa¬ 
zem cada uma das ineąuaęóes: 

a) log, (x 2 + 2v) > 3 

b) log .,.7 (a 2 - 1 ) ^ 2 log 07 (a - 2 ) 

c) 2 log, (a + 1 ) — log, (a 2 — 1 ) < 1 

d) log (a + 3) + log (a - 3) «£ 2 log a 

Exercicios complementares de C.21 a C.23 


g| 

I 



EXERCICI05 COMPLEMENTARES 

C.l (UFG) As indieaęoes R, e /?,• na escala Richter, de dois 
terremotos estao relacionados pela formula: 




onde M, e M 2 medeni as energias liberadas pelos respec- 
tivos terremotos. sob a forma de ondas que se propagam 
pela crosta terrestre. Considerando que ocorreram dois 
terremotos, um correspondente a /?, = 6 e outro corres- 
pondente a /?, = 4, determine a razao entre as energias 
liberadas pelos mesmos. 

C.2 (Mackenzie-SP) A expressao 

log , 32 + log,,, 0,001 - log 01 I0Vl0 e igual a: 


a) 


b) 


13 


13 


c) 0 


d) 


e) 


19 


C,3 Calcule o valor da expressao 16 


l°£4- 


C,4 Sabendo que log 2 — 0,301, calcule log S com aproxima 
ęao de tres casas decimais. 
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C.5 (Fuvest-SP) Se x 5 = 1 .000 e b 2 = 100, entao o logaritmo 
de x na base b vale: 

a) 0,5 c) 1,2 e) 2,0 

b) 0,9 d) 1,5 

C .6 Sabendo que log, a + log 3 b — c, calcule, em funcao de 
a e c, o valor de b . 


C.7 Sabendo que log 2 — 0,301 e log 3 = 0,477, calcule 
log 7,2. 

C .8 Sabendo que log 3 = 0,477 e log 31,42 = 1 ,497, calcule, 
com aproximaęao de duas casas decimais, o numero 
lqg 3 3.142. 

C.9 Ao aplicar um Capital C durante n unidades de tempo 
(dia, mes, ano etc.) a taxa i por unidade de tempo, obtem- 
se o montante M (capital inicial mais o juro) acumulado 
ao tinal da aplicaęao. A formula para o calculo desse 
montante e M — C(1 + /)". Determine durante quanto 
tempo o Capital inicial de R$ 10.000,00 esteve aplicado 
a taxa de juro de 5% ao mes, gerando o montante de 
R$ 13.400,00. (Dados os logaritmos decimais: 
log 1,34 = 0,12 e log 1,05 = 0,02.) 


C.30 (Fuvest-SP) Se x — Iog 4 1 ey = log 16 49, entao x - y e 
igual a: 

a) log 4 7 c) 1 e) 0 

b) log l6 7 d) 2 

C.ll (Fuvest-SP) Sabendo-se que 5 f = 2, podemos concluir 
que log, 100 e igual a: 


V 2 

a) — 
P 

b) 2 p 


c) 2 + p 2 

d) 2 + 2p 


e) 


2 + 2 p 


C.12 (Cesgranrio) Sabendo-se que log, a = ^ , onde a, 

b cc sao positivos, com b e c diferentes de 1 , o valor de 

log i l/n e igual a: (Considere log 2 3 - x.) 

T 


a) - 

b) - 

c) - 


2jc 

3 

2 + x 
9 ~ 

2 +x 


d) 

e) 


2 x 
~9~ 

2 + x 


C.13 (Unifor-CE) O mais amplo donunio da funęao real/, de- 
fmida por f(x) — log, | 1 — ~r j> e: 


a) ]-«.0[U]l,+~[ 

b) ] 0 , ILU ]!,+-[ 

c) ] 0 , 1 [ 


d) ]l,+~f 

e) ]-~, 0 [ 


C.14 Determine o domini o de cada urna das funęóes: 

2x - 1 


a) f(x) - log 5 


b)g(x) = log 


x~2 

: 2 — 5.v + 4 


2x- 4 

C.15 Obtenha o donunio da funęao/(x) = log r _ ,(|.v — 1 j — 3). 


C.16 


C.17 


C.18 


C.19 


(UFPI) O numero de soluęoes da equaęao 

logut (l - logioC* 2 - 1)) = 0& 

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 

(UFMGS-modificado) Sobre as raizes da equaęao 
(logjt ,^) 2 — 5 logu,-v + 6 = 0, e correto afirmarąue: 

a) nao sao reais. 

b) sao numeros irracionais. 

c) sao numeros inteiros consecutivos, 

d) sao opostas. 

e) o quociente da maior raiz pela menor raiz e igual a 
dez. 

Sugestao. Faęa a mudanęa de variavel log,,, x - t e 
resolva a equaęao t 2 — 5f + 6 = 0. 

(UFR-RJ) Determine o conjunto das soluęoes reais da 
equaęao: 

log 2 3 • log 3 4 ■ log 4 5 • log 5 x ~ logj (~2x - 1) 
Sugestao. Transforme os logaritmos para a base 2. 

(UEMG) A equaęao log, + 2 (2x 2 -I- je) = 1 admite o 
seguinte conjunto soluęao: 

a) {— 1 } c){-l,l) 

b) {0} d) {1} 


1 


C.20 Em um certo pafs, onde a unidade inonetaria e o conto, 
o preęo do litro da gasoiina no dia l a de janeiro do ano 
2000 era 1 conto. Esse preęo € reajustado urna unica vez 
por ano e sempre no dia l a de janeiro. de acordo com o 
fndice de inflaęao que e de 25% ao ano. 
a) Supondo que esse fndice de inflaęao seja constante. 
complete a tabela, em que k e um numero natural: 


Preęo do litro da 
gasoiina em contos 


l g de janeiro de 2000 
l a de janeiro de 2001 
l 9 de janeiro de 2002 
1 - de janeiro de 2003 
1 Q de janeiro de 2004 
1 - de janeiro do ano 2000 


1 

1,25 

(1.25)- 


+ k 


b) Em que ano o preęo do litro da gasoiina nesse pafs 
uitrapassara 8 contos, pela primeira vez? 

(Use log 2 - 0.301.) 

C,21 Obtenha o conjunto de todos os valores de x, x E IR, que 
satisfaęam cada urna das desigualdades: 

a) log 2 (x 4 3) — log 4 x =£ 2 

b) log 6 (ar 2 - 1) + logj_ (x - 2) > log 36 64 

<5 

C.22 Considerando o conjunto universo U — IR, resolva a 
inequaęao: 

3 ^ log, (3x + 10 ) < log, (x + 30) 

C.23 (Fuvest-SP) Se log,,, x *£ log, 4 • log 4 6 * logf, 8 — 1, 
entao: 

a) 0 < a- 10 2 d) 10 6 < x ^ 10 s 

b) 10 2 <x =£ 10 J e) x > 10 s 

c) 10 J < x ^ 10 ń 
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Ccipftulo 20 

m 

COMPOSięAO EINYERSAO DE FUNCÓES 


1. COMPOSięAO DE FUNęÓES 

Todo mes, urna empresa divide igualmente uma parte 
A' do Iucro entre seus 200 funcionarios. Consideremos as 
seguintes funęoes: 

• /que associa x a fraęao destinada a cada funcionario; 



• g que associa a fraęao antenor a soma dessa fraęao com 
o salario de Fedro, que e de 1.700 reais; 


Esąuematizando, temos: 





Se a parte do Iucro que sera distribuida e x reais, entao 


+ 1.700 reais. Notę que 


+ 1,700. Assim, 


200 


JC 

podemos escrever que g{f(x)) = ——■ + 1.700. A 

funęao g (/(/)) e chamada de funęao composta de g ef. 
Indica-se a composięao das funęoes g e f por e o f , ou 
se&(gof)(x)=g(f(x)). 

Definięao 


Sejam A, B e C conjuntos e sejam as funęoes 
f: A —* B e g: B —> y C. 

A funęao h:A—*C tal que h(x) = g{f(x}) e chamada 
de funęao composta de g com /. Indicaremos essa 
composięao por g o f, le-se composta com/”. 


J 


Esquematicamente, temos: 

ABC 



h^gof 



BXBRC\C\0 RESOLV!DO 


R.l Dadas as funęoes reais de variavel real f(x) = x + 3 e 
g (a) = x 2 — 5. determinar: 

a) (g o f) (4) c) {g of)(x) 

b) (fog) (4) <i)(f o g){x) 

Resoluędo 

a) Temos que {g o f) (4) - g (/(4)) e/(4) =4 + 3 = 7. 
Logo, (g o f) (4) = g(f{4)) = g(7) = 7 2 - 5 = 44. 

b) Temos que (fog) (4) = f{g{ 4)) e g( 4) = 4- - 5 = II. 
Logo,(fog) C4)=/( i? (4))=/(ll) = 11 + 3 = 14. 

c) (g o f) (x) = g (/'(*)) = [f(x)} -5 = (a- + 3) 2 - 5 = 
= ,v 2 + 6x + 9 — 5 = x 2 + 6 .v + 4 

d) {fog) (x) =f{g(x)) = g(x) + 3 = a 2 - 5 + 3= x 7 - 2 



EXERCICIOS B>ks\CO$ 


B.l (PUCLSP) Sen do f{x) — jA + I e £(a) = x - 2, entao 
S (/TO)) e igual a: 

a) 1 c) 0 e) —1 

b) 3 d) 2 

B.2 Dadas as funędes reais de variave) real /(a) = x + I e 

g (,v) = 3.v + 2. determine: 

M (g o/) (5) c) (g o/) U) 

b)(/og)(5) d)(fog)(x) 


B.3 Dadas as funęoes reais de variavel real f{x) = x 3 + 7 e 

g(x) = \fx , detennine: 

a) (go/)(1) d)(go/)(A-) 

b) (jog) (1) e){/ogJ(.rl 

C) {f og) (-8) 

B.4 (UFSC) Sendo/(jc) = A " eg(.v) = 5 .v : , tem-se que: 

a) /(g( a)) =■ X 1 

b) f(g(x))=x*-2 

C) g (/(a)) = .V 2 - 4 x 4-4 

■i) *(/«) - ' / 14 

o) ,?(/W) - - 4.C 


Exercicios complementares de C.1 a C.3 
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2. FUNęÓES !NVERSAS 

Consideremos a funęao/: A—*B, descrita peio diagrama: 



Chama-se relaęao inyersa de/, que se indica por/ -1 , 
a relaęao de B em A tal que: 

(-*> y) £/“'<=> 0’, *) E/ 

ou seja, cada par ordenado (x, y) de/ -J e ohtido mver- 
tendo-se a ordem dos elementos do par ordenado (y, x) de 
/. Assim, temos: 

(1. 6) €/=> (6, 1) G/ -i ; (2, 7) e/=> (7,2) G/ -1 ; 
(3, 8)G/=> (8, 3)G/-< 

A representaęao de/ -1 em diagrama de flechas e: 



Notę que, nesse caso, a relaęao inversa da funęao / tam¬ 
bem e funęao, por isso dizemos que/ -1 e a funęao inver- 
sa de/. 

Nota 

Nem sempre a relaęao inversa de urna funęao tambem 
e funęao. 

Definięao 

Uma funęao/: invertfvei se, e soniente se, 

sua relaęao inver$a/ -1 de B em A tambem e funęao. 

As funęóes / e / -! sao chamadas de funęóes 
inversas entre si. 


Tecnica para a obtenęao da irwersa 
de uma funęao 

Se uma funęao real de variavel real y =f{x) e invertfvel, 
sua inversa e obtida do seguinte modo: 

I. trocamos x por y e y por x, escrevendo x = /(y); 

IT. isolamos a variavel y, após a mudanęa de variaveis. 
obtendoy ~ f~ ] (x). 

Pense no porąue dessa tdcnica. 



' EXERdCIOS RESOLVIDOS 


R.2 Detemninar a ioversa da funęao y = 3.v — 1. 
Resoluęao 

• Trocando x por y e y por x, temos x = 3y — 1. 

• Isolando a variavel y, temos: 

x -f- 1 


.v = 3y — 


v = 


Assim, a inversa da funęao/(x) = 3x — 1 e a funęao: 

n- U , x + I 
f '(4 “ —r— 


R.3 Determinar a inversa da funęao y — 
Resoluęao 


x 


2x + 4 ’ 


• Trocando x por y e y por x. temos x — 

• Isolamos a vartavel y: ~ y + 


x — 


=i> x(2y + 4) — y .'. 2xy + 4x — y 

4x 


2 y + 4 

4a m y ~ 2xy 4x — y(1 — 2x).’. 


1 - 2x 


= y 


Assim, a inversa da funęao f(x) « 


2x 4- 4 


e a funęao: 


f~'(x) = 


4x 


1 - 2x 


mt 



W EXERCICIOS BASI COS 


B,5 Sejam os conjuntos A = {1, — 1, 2, — %, 3} e 

B = {2,5.10} e a funęao/: ,4 B tal que/(x) = x 2 A 1. 

a) Construa o diagrama de flechas representando a 
funęao/. 

b) Construa o diagrama de flechas representando a 
relaęao/ -1 . 

c) A relaęao/ 1 e funęao? Por que? 

B.6 Considere os conjuntos A — { 9,4,1,0} e B = {3.2, 1,0} 

e a funęao tal que/(x) = Jx . 

a) Construa o diagrama de flechas representando a 
funęao/. 

b) Construa o diagrama de flechas representando a 
relaęao/ -1 . 

c) A relaęao/ -1 e funęao? Por que? 

B.7 Determine a inversa de cada uma das funęóes: 

a) y = 3x -5 c)y- x + 3 


b)/(x) = 8x + 4 


d) g{x) = 


X — 2 
5x — 2 


+ 8 


B-8 (Faap-SP) Qual e a inversa da funęao/(x) - log 5 x? 

B.9 Determine a inversa de cada uma das funęóes: 

a) y = 3* + 3 b)y = 5 lx ~ 2 

B.10 (Mackenzie-SP) Dada a funęao/: IR —* IR. defmida por 
/(x) = x 3 + 1, sua inversa/ -1 : IR —* IR e definida por: 

a) f~ \x) = V-v 3 + 1 d ) t 1 (4 = 


+ i 


b )/- 1 ( 4 = 


x 3 + 1 


e) n.d.a. 


c) / -, (x) - lfx - 1 

Exerctcios complementares de C,4 a C.7 


L 
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


Ć.l (Faap-SP) Dadas as funęoes reais 

f(x) — 2 — 3x e g(x) — 3x 4- k, determine o valor de k 
de modo que/[g(*)] - g \/(*)]. 


C.2 Seja/ uma funęao real de variavel real tal que 
/(6x + 2) = lZv — 1. Determinar: 
a)/(20) b)f(x) 

Sugestao. Faęa a mudanęa de variavel 6x + 2 
o blendo/(i). 


- f. 


C.3 (UFMG) Considere a funęao definida por: 

m = 


3-', se — 1 jc: ^ 1 

5, se 1 < x 4 
x — 4, se x > 4 


Pode-se afirmar que o valor dc f{f(J(2))) e: 


a) T 

b) 1 


c) 3 

d) 5 


e) 9 


C.4 (Consart) O grafice de uma funęao/ e o segmento de reta 
cujos exlremos sao os pontos (—3,4) e (3, 0), Se/ -1 e a 
funęao inversa de/, entao/“'(2) e: 


a) 2 

b) 0 

x 3 

c T 


d, "ł 

e) nao-definida 


C.5 (UFCE) Uma funęao invertivel /e tal que 
/(x + 3) = 2x — 1. A inversa de/e: 
jc + 7 


a) /-'(*) - 

b) /"'{*) = 


2 

jc — 3 


c) / 'W = A* + 3 

d) /"*(*) = 2x - 3 


x 3 


Sugestao. Faęa a mudanęa de variavel x + 3 
obtendo f{t)\ a seguir, determine/ _J (r). 


- t. 


C.6 (UFPR) Determine o conjunto imagem da inversa da 

5 


funęao/(x) 


X 3 — X 


Sugestao. Nao e preciso obter a funęao irwersa. Pense no 
seguinte: (x, y) G/ se, e somente se, (y, x) G/ _l . 

C.7 (UNIR) A inversa da funęao/(.v) = log x + log 3 e: 

a) f~ l (x) = 10* + 3 

b ) f~\x) - 10- 
10 3 * 


c) /- ( (x) - 

d) f~Kx) = 

e) /" ‘W = 


3 

10 * 

3 

1Q3X 
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Capftulo 21 


NOCÓES DE ESTATISTICA 


1. O QUE E ESTATISTICA? 

Durante um tełejomal, o reporter divulgou unia pes- 
quisa segundo a qual apenas 5% dos brasileiros tem o ha- 
bito de ler jornal diariaraente. 

Voce ja pensou em como sao feitas pesąuisas como 
essa? Como e possfve] entrevistar loda a populaęao bra* 
sileira para se saber a porcentagem de leitores de jornal? 

Veremos, neste breve curso, que nao e necessario 
entreyistar toda a populaęao para se chegar a uma deter- 
minada conclusao sobre ela. Chegar a esse tipo de 
conclusao e objęto da estatfstica. 

Como uma primeira idei a, podemos entender a estatfs- 
tica como sendo um metodo de estudo de comportamentos 
coletivos cujas conclusóes sao trądu zidas em resultados 
nuinericos. 

2. UNlVERSO ESTATISTICO OU 
POPULAęAO ESTATISTICA 

Quando e feita uma coleta de dados sobre determinado 
assunto. chama-se de universo estatistico ou populaęao 
estatfstica o conjunto formado por todos os elementos 
que possani oferecer dados pertinentes ao assunto em 
ąuestao. 

ExempIos 

a) O governo encomenda ao IB GE (Tnstituto Brasileiro de 
Geografia e Estatistica) uma pesąuisa para conbecer o sa- 
Iario medio do brasileiro. O universo estatistico ou po¬ 
pulaęao estatfstica e, nesse caso, o conjunto de todos os 
assalariados brasileiros. 

b) Um parlido polftico quer conhecer a tendencia do elei- 
torado quanto a preferencia entre dois candidatos a presi- 
dencia da Republica do Brasil. Paia isso, encomenda uma 
pesquisa a uma empresa especializada. O universo esta- 
tfstico ou populaęao estatfstica e, nesse caso, o conjunto 
de todos os eleitores brasileiros. 

3. AMOSTRA 

Quando o universo estatistico e muito vasto ou quando 
nao e possfvel coletar dados de todos os seus elementos, 
retira-se desse uuiverso um subconjunto, chamado de 
amostra, e os dados sao coletados nessa amostra. 


4. ROL 

/ 

E toda sequencia (a,; a 2 : ...; a„) de dados numericos 

tal que: 

• cada termo, a partir do segundo, e maior ou igual ao 
seu antecessor; 

• ou cada termo, a partir do segundo, e menor ou igual 
ao seu antecessor. 

Exemplo 

Os cinco alunos de uma amostra apresentaram as 
seguintes notas na prova bimestral de matematica 
6; 4; 8; 7; 8. Apresentando esses dados em roi, temos: 

(4; 6; 7; 8; 8) ou (8; 8; 7; 6; 4). 

5. CLASSES 

Em uma mostra de latas de óleo comestrvel, foram 
constatados os seguintes volumes em mililitros; 980; 
990; 1.000; 970; 980; 1.000; 1.010; 950; 970; 940; 1.020; 
1.010;920; 990; 950; 900; 1.000;950;970; l.OlO.Pode- 
mos separar os elementos dessa amostra em róis disjuntos 
(sem elementos comuns). Por exemplo: 

I. 900; 920 

II. 940 

IH. 950; 950; 950 

IV. 970; 970; 970; 980; 980 

V. 990; 990; 1.000; 1.000; 1.000 

VI. 1.010; 1.010; 1.010; 1.020 

Qualquer intervalo real que contenha um roi da amostra 
e chamado de classe. Por exemplo, podemos form ar as 
seguintes classes com os elementos dessa amostra: 

• o intervalo [900, 940[ contem o roi (I); 

• o intervalo [940, 950[ contem o roi (II); 

• o intervalo [950, 970[ contem o roi (III); 

• o interyalo [970, 9901 contem o roi (IV); 

• o interyalo [990, 1.0I0[ contem o roi (V); 

• o interyalo [1.010, 1.020] contem o roi (VI). 

A diferenęa entre o maior e o menor elemento de uma 
classe, nessa ordem, e chamada de amplitudę da classe. 
Por exemplo, a amplitudę da classe [900, 940[ e 
940 - 900 = 40. 
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Notas 

1. Os extremos de cada classe nao precisam ser, neces- 
sariamente, elementos da amostra, mas se o forem, 
deve-se tomar o cuidado de nao permitir que um mesmo 
elemento pertenęa a duas classes simultaneamente; por 
isso, no exemplo anterior, com exceęao do ultimo intervaIo, 
consideramos os demais abertos a direita. 

2. Embora nao seja obrigatório, e conveniente que, 
dentre duas classes consecutivas, o extremo a direita 
(aberto) da primeira coincida com o extremo a esquerda 
(fechado) da segunda, como fizemos no exemplo anterior. 

ó. DISTRIBUICAO DE FREQUENCIA 

A quantidade de elementos da amostra que pertencem 
a u ma determinada classe e chamada de freąiiencia dessa 
classe. No exemplo anterior: 

• a freąiiencia da classe [900, 940[ e igual a 2, pois 2 
elementos da amostra pertencem a essa classe; 

• a freąiiencia da classe [940, 950[ e igual a 1, pois 
apenas 1 elemento da amostra pertence a essa classe; 

• analogamente, as classes [950, 970[; [970, 990[; 
[990, 1.010[ e [1.010,1.020] tem freąiiencias, respecti- 
vamente, iguais a 3, 5, 5 e 4. 

Podemos apresentar as classes com suas respectivas 
freąiiencias atraves de uma tabela chamada de tabela de 
distribuięao de ffequencia: 


Classe 

(volume em mililitros) 

F 

[900, 940[ 

2 

[940, 950[ 

i 

[950, 970[ 

3 

[970, 990[ 

l 5 

[990, 1.010[ 

5 

[1.010,1.020] 

4 


A soma de todas as freąiiencias, 

2+1+3+5+5+ 4 = 20, e chamada de freąiiencia 
total ( F ,) da distribuięao. Dividindo a freąiiencia F de 
uma classe pela freąiiencia total F n obtemos um numero 
chamado de freąiiencia reiativa da classe. E usual apre- 
sentar-se a freąiiencia relativa em porcentagem. Indicando 
a freąiiencia relativa de uma classe por F%, tem-se que: 

F% = * 100% 

F, 

Assim, da tabela anterior, temos que: 

■ a classe [900, 940[ tem freąiiencia relativa igual a 

• 100% = 0,1 • 100% = 10%; 

• a classe [940, 950[ tem freąiiencia relativa igual a 
* 100% = 0.05 • 100% = 5%; 

> 


• a classe [950, 970[ tem freąiiencia relativa igual a 
-y • 100% = 0,15 * 100% = 15%; 

• a classe [970, 990[ tem freąiiencia relativa igual a 

* 100% = 0,25 • 100% = 25%; 

• a classe [990, 1.010[ tem freąiiencia relativa igual a 

■ 100% = 0,25 * 100% = 25%; 

• a classe [1.010, 1.020] tem freąiiencia relativa igual a 

-4r ■ 100% = 0.20 * 100% = 20%. 

20 

Assim, temos a tabela de distribuięao de freąiiencia e 
de freąiiencia relativa: 


Classe 

(volume em mililitros) 

F 

F% 

[900, 940[ 

2 

10% 

[940, 95Q[ 

1 

5% 

[950, 970[ 

3 

15% 

[970, 990[ 

5 

25% 

[990,1.010[ 

5 

25% 

[1.010. 1.020] 

4 

20% 


2*3 

II 

M 

II 

K) 

O 



7. CLASSES UNITARIAS 

Podemos considerar uma classe como sendo um unico 
ntimero real. Esse tipo de classe e denominado classe 
unitaria. 

Exemplo 

Para avaliar o mvel de ensino em uma regiao, esco- 
lheu-se uma amostra de trezentos alunos da primeira serie 
do ensino medio e aplicou-se uma prova. A tabela de 
distribuięao de freąiiencia abaixo mostra o resultado 
dessa prova. As notas representam classe unitarias. 


Classe 

(nota) 

Freąiiencia 
(numero de alunos) 

2.0 

40 

3,0 

85 

5,0 

75 

6,0 

50 

7,0 

30 

8,0 

20 
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8. REPRESENTACAO GRAFICA DE UMA 
DISTRIBUięAO DE FREGUENCIA 

A tabela de distribuięao de freąiiencia do exemplo 
anterior pode ser representada graficaraente: 

Grafico de linha 



Para a construęao desse grafico. marcam-se os pontos 
determinados pelas classes e as correspondentes freąiien- 
cias T ligando-os, a seguir, por segmentos de reta. Apenas 
os extremos desses segmentos oferecem informaęoes so- 
bre o comportamento da amostra; as demais partes dos 
segmentos sao, simplesmente. linhas auxiliares. 

Grafico de barras verticais 



As freąiiencias sao dispostas num eixo vertical. 

Grafico de barras horizonłais 



As freąiiencias sao dispostas num eixo horizontal. 


Grafico de setores 


Divide-se um cuculo em setores, com angulos propor- 
cionais as freąiiencias das classes. Nesse caso, dividimos 
360° em partes proporcionais as freąiiencias 20, 30, 40, 
50,75 e 85. 


360° 


20 + 30 + 40 + 50 + 75 4- 85 
360° 

20 + 30 + 40 + 50 + 75 I- 85 
360° 

20 + 30 + 40 + 50 + 75 + 85 
360° 

20 + 30 + 40 + 50 + 75 + 85 
360° 

20 + 30 4- 40 + 50 + 75 + 85 
360° 

20 + 30 + 40 + 50 + 75 + 85 


20 

30 

40 

50 

75 

85 


24° 

36° 

48° 

60° 

90° 

102 ° 


Graficamente, temos: 



9. HISTOGRAMA 

O histograma e um grafico utilizado para representar 
uma distribuięao de freąiiencia em que as classes nao sao 
unitarias. Veja, a seguir, como esse grafico e construfdo. 

l a ) Separam-se os elementos da amostra em classes de 
mesma amplitudę e representam-se essas classes no eixo 
das abscissas: 


Classe 

Freąiiencia 

lx it x 2 l 

Ę 

1% %I 

% 


% 

« 

* 

* 

# 

• 

* 




A 



t 2 x 3 X t -»X„ 


-► 

Classe 


r 

l. 
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2 9 ) Constroem-se relangulos cujas bases coincidem 
com as classes; a altura de cada retangulo representa a 
freqiiencia da classe correspondente. 



Nota 

Podem-se construir histogramas com classes de ampli- 
tudes diferentes, porem, a altura de cada retangulo nao 
representara a freąiiencia da classe. Por isso, e mais usual 
adotar urna mesma amplitudę para as classes. 

Exemplo 

Os alunos de urna amostra apresentaram as seguintes 
estaturas, em centfmetros: 


168 

170 

165 

177 

169 

180 

162 

171 

178 

173 

164 

172 

181 

166 

168 

170 



EXERCIC!05 BASI COS 


B.l Numa amostra de soldados do exercito foram constatadas 
as seguintes estaturas, em metro s: 1,80; 1,78; 1,69; 1,92; 
1,93; 1,81; 1.90; 1.76; 1,74; 1,83; 1,88; 1,79; 1,85; 1,92; 
1,86; 1,74. Constma uma tabela de dislribuięao de 
freąiiencia e de freqiiencia relativa dessa amostra, com 
ąuatro classes. 

B.2 A tabela seguinte corresponde a dislribuięao de freąiiencia 
das camisas vendidas por uma confecęao no mes de maio, 
segundo a numeraęao (1,2, 3,4 e 5) das camisas. 


Classe 

(numeraęao) 

Freąiiencia 

(numeru de unidades yendidas) 

1 

50 

2 

150 

3 

250 

4 ' 

450 

5 

O 

o 


Vamos separar os elementos da amostra em quatro 
classes de mesma amplitudę; 


Classe 

(estatura em centimetros) 

Freąiiencia 

[161,5; 166,5[ 

4 

[166,5; 171,5[ 

6 

[171,5; 176,5[ 

2 

[176,5; 181,5] 

4 


Nota 

Lembre-se que os extremos de classe nao precisam 
ser, necessariamente, elementos da amostra. Comeęamos 
da medida 161,5 cm, mas podenaraos ter comeęado de 
outra medida, por exemplo, 161,8 cm ou de 162 cm, que 
e o menor elemento da amostra. Se voce optar por 
comeęar de valores nao pertencentes a amostra, procure 
sempre comeęar de um valor a menos de uma unidade 
do menor elemento da amostra. 

O histograma correspondente a essa distribuięao e: 



Construa os seguintes graficos dessa distribuięao: de tinha. 
de barras verticais, de barras horizontais e de setores. 

B.3 (Enem) Um estudo sobre o problema do desemprego na 
Grandę Sao Paulo, no periodo 1985-1996, realizado pelo 
SEADE-DIEESE, apresentou o seguinte grafico sobre 
taxa de desemprego. 


Medias anuais da taxa de desemprego total 
Grandę Sao Paulo 
1985-1996 



Fonte: SEP, Convenio SEADE-DIEESE. 

Pela analise do grafico, e correto afirmar que, no periodo 

considerado: 

a) a maior taxa de desemprego foi de 14%. 

b) a taxa de desemprego no ano de 1995 foi a menor do 
periodo. 

c) a partir de 1992. a taxa de desemprego foi decrescente. 

d) no periodo 1985-1996, a taxa de desemprego esteve 
entre 8% e 1 6%. 

e) a taxa de desemprego foi crescente no periodo 
compreendido entre 1988 e 1991. 
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B.4 (Enem) Urna pescjuisa de opiniao foi realizada para avaliar 
os nfveis de audiencia de alguns canais de televisao, 
entre 20 h e 21 h, durante li tria determinada noite. Os 
resultados obtidos estao representados no grafie o de 
barras a seguir: 


W 

100 

ra 

u 

c 

80 

13 

U) 

AJ 

60 

i_ 

0 ) 

■o 

40 

Dl 

Z 

20 











mm mm 







TvA 


TvB 


TvC 


TvD 


Nenhum 

canai 


I. O numero de residencias atingidas nessa pesąuisa 
foi, aproximadamente, de: 

a) 100 c) 150 e) 220 

b) 135 d) 200 

II. A percentagem de entrevistados que declararam 
estar assistindo a TvB e aproximadameme igual a: 

a) 15% c) 22% e) 30% 

b) 20% d) 27% 

B.5 O grafico de setores representado abaixo mostra a distri- 
buięao de uma amostra de alunos e suas respectivas no- 
tas na prova de portugues. 



Sabendo que a amostra e composta de sessenta alunos, 
responda: 

a) Quantos alunos tiveram nota 3? 

b) Quantos alunos tiveram nota 5? 

c) Qual a freqiiencia relativa da classe “nota 6'’? 

B.6 O grafico mostra a distribuięao de uma amostra de gar- 
rafas de refrigerantes e seus respectivos vołumes em mi- 
lilitros: 


Freqiiencia 
(numero de 
garrafas) 



a) Quantas garrafas compoem essa amostra 1 ? 

b) Qual a freąiiencia relaiiva da classe “300 ruf"’? 


B.7 Os tempos de duraęao, em dias, de vinte lamp ad as forant: 


150 

210 

309 

270 

180 

246 

285 

195 

210 

248 

199 

250 

290 

284 

301 

221 

300 

190 

210 

259 


Construa uma tabela de distribuięao de frequencia dessa 
amostra com cinco classes de mesma amplitudę e o 
respectivo histograma. 

iw 

jf EXERC(CI0S C0MPLEMENTARE6 

C.l (Enem) A tabela abaixo apresenta dados referentes a 
mortalidade infantil, a porcentagem de familias de baixa 
renda com crianęas menores de 6 anos e as taxas de 
analfabetismo das diferentes regioes brasileiras e do 
Brasil como urn todo. 


Regioes 
do Brasil < 

Mortalidade 

infantil* 

Familias de baixa 
renda com 
crianęas menores 
de 6 anos 
, (em%) 

Taxa de 
analfabetismo 
em maiores 
de 15 anos 
(em %) 

Norte 

35,6 

34,5 

12,7 

Nordeste 

59,0 

54,9 

29,4 

Sul 

22.5 

22,4 

8,3 

Sudeste 

25,2 

18,9 

8,6 

Centro- 

Oeste 

25,4 

25,5 

12,4 

Brasil 

36,7 

31,8 

14,7 


Fonie: Folha de S. Paulo. 11/3/99. 


* A mortalidade infanti! indica o numero de crianęas que morrem antes 
de completar um ano de idade para cada grupo de 1.000 crianęas que 
nascerem vivas. 


Suponha que um grupo de alunos recebeu a tarefa de 
pesquisar fatores que interierem na manutenęao da 
saude ou no desenvolvimento de doenęas. O primeiro 
grupo deveria colher dados que apoiassem a ideia de que, 
se combatendo agentes biológicos e ąuimicos. garante-se a 
saude. Ja o segundo gaipo deveria coletar informaęoes que 
reforęassem a ideia de que a saude de um indivfduo esta 
diretamente relacionada a sua condięao socioeconómica. 
Os dados da tabela podem ser u lili/ ados apropriadamente 
para: 

a) apoiar apenas a argumentaęao do primeiro grupo. 

b) apoiar apenas a argumentaęao do segundo grupo. 

c) refu tar apenas a posięao a ser defendida pelo segundo 



grupo. 

d) apoiar a argumentaęao dos dois grupos. 

e) refutar as posięoes a serem defendidas pelos dois 


grupos. 


C.2 (Enem) Lampadas incandescentes sao nonnalmente 
projetadas para trabalhar com a tensao da rede eletrica em 
que serao ligadas. Em 1997. contudo, lampadas projetadas 
para funcionar com 127 V foram retiradas do mercado e, 
em seu lugar, colocaram-se lampadas concebidas para 
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uma tensao de 120 V. Segundo dados recentes, essa 
substituięao representou uma nuidanęa significativa no 
consumo de energia eletrica para cerca de 80 milhoes de 
brasileiros que residem nas regioes era que a tensao da 
rede e de 127 V. 

A tabela abaixo apresenta algumas caracteifsticas de 
duas lampadas de 60 W, projetadas respectivamente para 
127 V (antiga) e 120 V (nova). quando ambas se encontram 
ligadas numa rede de 127 V. 


Lampada 

Iprojeto 

original) 

Tensao 
da rede 
eletrica 

Potencia 

medida 

(watt) 

Lumino- 

sidade 

medida 

(luniens) 

Vida Lilii) 
media 
(horas) 

! 

60 W - 127 V 

127 V 

60 

750 

1.000 

60W- 120 V 

127 V 

65 

920 

452 


C.4 (Enem) Para convencer a populaęao local da meficiencia 

da Companhia Telefónica Vilatel na expansao da oferta 
de linhas, um poJftico publicou no jomal local o grafico 
I, abaiso representado. A Companhia Vilatel respondeu 
publicando dias depois o grafico II. onde pretende justi- 
fiear um grandę aumento na oferta de linhas. O lato e 
que, no peribdo considerado, foram instaladas, efetiva- 
mente. 200 novas linhas telefonicas. 

Grafico I 

N“ total 
da linhas 
telefonicas 



Acender uma lampada de 60 W e 120 V em um local 
onde a tensao na tornada e de 127 V, comparativamente 
a uma lampada de 60 W e 127 V no mesmo local. tem 
como resultado: 

a) mesma potencia, maior intensidade de luz e maior 
durabilidade. 

b) mesma potencia, maior intensidade de luz e menor 
durabilidade. 

c) maior potencia. maior intensidade de luz e maior 
durabilidade. 

d) maior potencia, maior intensidade de luz e menor 
durabilidade. 

e) menor potencia, menor intensidade de luz. e menor 
durabilidade. 

C.3 (Univali) O grafico mostra as vendas de televisores em 
uma Ioja: 


Grafico I! 

N- total 
de linhas 
telefonicas 
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Pode-se afirmar qne: 

a) as vendas aumentaram mes a mes. 

b) foram vendidos 100 televisores ate junho. 

c) as vendas do mes de maio foram inferiores a soma das 
vendas de Janeiro e fevereiro. 

d) foram vendidos 90 televisores ate abril. 

e) se cada televisor e vendido por R$ 240,00, em maio a 
loja faturou, córa as vendas desse produto, R$ 7.200,00. 


Analisando os graficos, pode-se concluit que: 

a) o grafico E representa um crescimento reai maior do 
que o do grafico I. 

b) o grafico I apresenta o crescimento real, sendo o E 
incotreto. 

c) o grafico II apresenta o crescimento real, sendo o 
grafico I incoiTeto. 

d) a aparente diferenęa de crescimento nos dois graficos 
decorre da escolha das diferentes escalas. 

e) os dois graficos sao incomparaveis, pois usam escalas 
diferentes. 

C.5 As areas construfdas, medidas em rnetros quadrados. de 

vinte residencias de uma certa regiao sao: 


250 

280 

330 

402 

385 

302 

290 

270 

310 

304 

407 

380 

295 

283 

402 

390 

300 

283 

250 

265 


Constnia uma tabela de distribuięao de freąiiencia dessa 
amostra com seis classes de mesma iunplitude e o 
respectivo histograma. 






























Ccipftulo 22 


MEDIDAS ESTATISTI 


CAS 


1. INTRODUęAO 

Dividindo a renda nacional anual de urn pais pelo 
numero de habitantes, obtem-se a renda per capita , isto e, 
a renda por pessoa. 

Supondo que a renda per capita de um pais e de 5.000 
dólares, pode-se concluir que a distribuięao de renda 
nesse pais e eqiiitativa? E claro que nao, pois pode-se ter, 
por exemplo, metade da populaęao nao ganhando nada, e 
cada cidadao da outra metade ganhando 10.000 dólares; 
a renda per capita continuaria sendo 5.000 dólares. 

Esse exemplo aj uda a entender que e necessario mais 
de um parametro para avaliar a distribuięao dos valores de 
uma araostra de numeros. Neste capftulo vamos estudar 
alguns desses parametros, denominados medidas estatis- 
ticas. 

2. MEDIDAS DE POSięAO 
Media Aritmetica (x) 

Os conteudos de 4 baldes de agua sao: 3f, 5€, 2Z e i€. 
Se toda essa agua fosse distribuida igualmente entre esses 
baldes, com quantos litros de agua ficaria cada um? 

A ąuantidade de agua de cada u ni seria razao da 
quantidade total de agua para o numero de baldes, isto e: 

1±1±1±L ( = 2 ,75f 

4 

O resultado 2,75€ e chamado de media aritmetica dos 
valores 3€, 5f, 2i e 1€. 

Podemos entender a media aritmetica de duas o u 
mais ąuantidades como sendo o valor que cada uma delas 
teria se, mantendo-se a soma delas, todas fossem iguais. 

A media aritmetica dos numeros x u x 2 , ..., x„, 

que se indica por x, e dada por: 

__ X] + X '2 + X 3 4- .... + x„ 

A 

n 

ou, usando o sfmbolo de somatório: 


n 



n 


Media aritmetica ponderada 

Cinco baldes cont§m 4 litros de agua cada um, tres 
outros contem 2€ de agua cada um, e, ainda, dois outros 
contem 5€ de agua cada um. Se toda essa agua fosse 
distribuida igualmente entre esses baldes, com quantos 
litros ficaria cada um? 

A ąuantidade de agua de cada balde seria a razao da 
ąuantidade total de agua para o numero de baldes, isto e: 


4’5 + 2‘3 + 5*2 
10 


€ = 3M 


O resultado 3,6€ e chamado de media aritmetica ponde¬ 
rada dos valores 4f, 2i e 5€, com pesos (fatores de pon~ 
deraęao) 5, 3 e 2, respectivamente. 

A media aritmetica ponderada dos numeros 
Jtj, x 2 , x 3 , x„ com pesos, p h p 2i p 3 ,p„, respecti- 
vamente. e o numero J tal que: 

- = Xjfi 4 - x 2 p 2 + *3Pi + .» + x*Pn 

Pl + P2 + P 3 + - + Pa 

ou, usando o sfmbolo de somatório: 


Z Xipi 


x= ^4 


y 


Pi 


i = 1 



EXERCICIOS RESOLWPOS 


R.ł Numa empresa, dez operarios tem salario de RS 2.000.00 
mensais; dozę tem salario de R$ 1.500,00 mensais; e oito 
operarios tem salario de RS 1.400,00 mensais. Qital e o 
salario medio desses operarios? 

Resoluęao 

O salario mensal medio dos operarios e a media ari¬ 
tmetica ponderada entre os va!ores R$ 2.000,00, 
R$ 1.500,00 e R$ 1.400,00 com fatores de ponderaęao 
(pesos) respectivamente iguais a 10, 12 e 8. Isto e: 


x 


10 ■ 2.000 + 12 • 1.500 + 8 • 1.400 


reais 


10+12 + 8 
.7 x = R$ 1.640,00 

Logo. o salario mensal medio dos operarios e R$ 1.640,00. 
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R.2 A tabela seguinte mostra a distribuicao de freqiiśncia das 
estaturas, em centimetros, de uma amostra de estudantes 
do primeiro gran. 


Classe 

Freąiiencia 

(estaturas em centimetros) 

(numero de alunos) 

[150,5; 156,5 [ 

4 

[156,5; 160,5[ 

5 

[160,5; 168,5[ 

8 

[168,5; 178,5] 

3 


Qual e a estatura media dos estudantes dessa amostra? 
Resoluęao 

Quando as classes nao sao unitarias, como nesse caso, 
para calcular a media tomamos o ponto medio .Y, lf de 
cada classe e calculamos a media aritmetica ponderada 
enlre os vaiores x M , atribuindo a cada um o peso igual a 
freąiiencia da respectiva classe. Isto e: 


Classe 

Ponto medio (x M ) 

Freąuencia 

[150,5; I56,5[ 

150,5 + 156,5 _ j ^ 

4 

[156,5; 160,5 [ 

156,5 + 160,5 

2 — 

5 

1160.5; 168,5[ 

160,5 + 168,5 ... _ 

% 164,5 

8 

[168.5: 178,5] 

168,5 + 178,5 

2 

3 


Calculando a media aritmetica ponderada dos ndmeros 
153,5: 158,5; 164,5 e 173,5, com pesos respectivamente 
iguais a 4, 5, 8 e 3, temos: 

. _ 153,5 • 4 + 158,5 • 5 + 164,5 • 8 + 173,5 • 3 _ 

4+5+843 

- 162,15. 

Logo, a estatura media dos estudantes e 162,15 cm. 


Moda (Mo) 

Consideremos as idades, em anos, dos dez atletas que 
representaram o colegio nos ultimos jogos interestaduais: 
16, 19, 19, 22, 17, 19, 19, 17, 18, 18. A idade de maior 
freąiiencia posstvel e 19 anos, por isso dizemos que a 
moda dessa amostra e 19 anos, e indicamos; 

Mo = 19 anos 

Em uma amostra cujas freątiencias dos elementos 
nao sao todas iguais, chama-se moda, que se indica 
por Mo, todo elemento de maior freąiiencia possfvel. 

Exemplos 

a) Na amostra 3, 4, 7, 3, 7, 9, 7, temos: 

Mo = 7 

b) Na amostra 9, 9, 5, 7, 10, 2, 1, 10, temos duas modas 
(amostra bimodal): 

Mo = 9 e M'o = 10 

c) A amostra 1,5, 7, 6, 45, 2, 0 nao apresenta moda, pois 
todos os seus elementos tem a mesma freąiiencia. 

Mediana (Md) 

• As estaturas, em centimetros, dos cinco jogadores da 
equipe de basąuetebol do nosso colegio sao: 

184; 179; 190; 181; 178 

Dispondo essas estaturas em roi, temos: 

178; 179; 181; 184; 190 

O termo central desse roi e chamado de mediana da 
amostra. Indicando a mediana por Md, temos: 

Md = 181 cm 

• Dispondo em roi as notas da prova de historia dos 
alunos de l a serie B, temos: 

2.0 3.0 4.0 4,04.5 43 5.0 53 5.5 6.0 6,5 6.5 6,5 7.0 7,5 8.0 8,0 8,0 8,0 10.0 

t_ł 

Termos centrais 


Diretasja 


Em maręo de 1985, o deputado federal Dante de 
Olh/eira, atendendo a uma crescente pressao do povo 
brastleiro, apresentou uma proposta de emenda a 
Constituięao, que pretendla restabelecer as eleięóes 
diretas para a Fresidencla da Repubiica. 5e aprouada, 
a emenda apressaria o firn da ditadura militar iniciada 
em 1964, e o paTs retornaria a democrarla plena. A ex- 
pectativa em torno da uotaęao dessa proposta pelo 
Congresso deu inicio a maior manifestaęao popular ja 
ocorrida ate entao no Brasll. O movlmento ficou co- 
nhecido como "Diretasja". 

Em abrll de 1984, o movimento levou a Praęa da 
Candelaria, no Rio de Janeiro, cerca de 500 mil pessoas 

> 


e ao Vale do Anhangabau, em 5ao Paulo, perto de 1 mf- 
Ihao de manlfestantes. 

A relaęao desse acontecimento com a matematica e 
a maneira como foram contadas as pessoas na 
Candelarla e no Vale Anhangabau, Uma a uma? t claro 
que nao. Existem metodos estatTsticos para a conta- 
gem de multidóes, com margem de erro insignlficante. 
Por exemplo, escolhem-se algumas regióes ocupadas 
pela multidao e contam-se as pessoas por metro qua- 
drado em cada regiao. A seguir, calcula-se a media arit¬ 
metica entre os valores obtidos. Finalmente, multipiica- 
se essa media pela area to tal, em m 2 , ocupada pela 
muitidao. 
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Como o nuinero de termos do roi e par, define-se a 
mediana da amostra como a media aritmetica entre os 
termos centrais do roi, isto e: 

Md = 6 ’° * 6 ’ 5 = 6,25 




Consideremos n numeros dispostos em roi 

Al, Aj, Aj, X n , 

* Sendo n impar, chama-se mediana (Md) o 
termo central desse roi, isto e, o termo a-, com: 


n + ł 

, = - 2 - 

• Sendo n par, chama-se mediana (Md) a media 
aritmetica entre os termos centrais desse roi, isto e, a 
mćdia aritmetica entre os termos x t e x, + , com: 



Nota 

Para se determinar a mediana, a amostra pode ser colo- 
cada em roi do menor numero para o maior, ou do maior 
para o menor. Nos dois róis o termo medio e o mesmo. 


3. MEDIDAS DE DISPERSAO 

Para preencher u ma vaga de gerente de produęao, o 
departamento de recursos humanos de urna empresa 
realizou um teste com varios candidatos, selecionando os 
dois melhores: Leonor e Felipe. A tabela abaixo mostra 
os desempenhos dos dois candidatos nas provas a que se 
submeteram: 


Candidato 

Assunto 

Leonor 

Felipe 

Conhecimentos 
de informatica 

8,5 

9,5 

Lingua 

portuguesa 

9,5 

9,0 

Lingua inglesa 

8,0 

8,5 

Matematica 

7,0 

8,0 

Conhecimentos 
de economia 

7,0 

5,0 


Media = 8,0 

Media = 8,0 


Os dois candidatos obtiveram a mesma media. Como 
proceder, cientificamente, para determinar qual dos dois 
teve o melhor desempenho nessa avaliaęao? 


A comparaęao entre os desempenhos desse dois candi¬ 
datos pode ser lei ta atraves de medidas estatisticas como: 
o desvio absoiuto medio, a yariancia ou o desvio pa- 
drao. Essas medidas, chamadas medidas de dispersao. 
indicam o quanto os elementos de urna amostra estao 
afastados da media aritmetica. Calcu!ando uma dessas 
medidas, em cada uma de duas amostras de mesma media 
aritmetica, sera considerada a amostra rnenos dispersa 
aquela que apresentar a menor medida. No caso de Felipe 
e Leonor, a amostra de notas menos dispersas em relaęao 
a media aritmetica corresponde ao melhor desempenho e. 
portanto, ao merecedor da vaga. 


D@$vio absoiuto medio (Dam) 

Nas cinco provas realizadas, Leonor obteve 8 de 
media aritmetica e suas notas foram: 8,5; 9,5: 8,0: 7,0 e 
7,0, conforme a tabela anterior. 

Para determinar o quanto cada nota esta afastada da 
media aritmetica. basta efetuar a diferenęa entre a nota e a 
media, nessa ordem; essa diferenęa e chamada de desvio 
da nota. Esses desvios sao: 


8.5 — 8,0 f== 0,5 (a nota 8,5 esta 0,5 acima da media) 

9.5 — 8,0 = 1,5 (a nota 9,5 esta 1.5 acima da media) 
8,0 - 8,0 = 0,0 (a nota 8,0 coincide com a media) 
7,0 — 8,0 = —1,0 (as duas ultimas notas, 7,0, estao 1,0 

abaixo da media) 


O módulo de cada um desses desvios e chamado de 
desvio absoiuto da nota correspondente: 


• o desvio absoiuto da nota 8,5 e 

• o desvio absoiuto da nota 9,5 e 

• o desvio absoiuto da nota 8,0 e 

• o desvio absoiuto de cada uma das duas ultimas notas, 
7,0, e [ — 1, 0] = 1,0. 


0,5 

1,5 

0,0 



A media aritmetica entre esses desvios absolutos e 
chamada de desvio absoiuto medio. que se indica por 
Dam: 


10,5 f + 11,51 + 10,01 + | — L0| + I — 1,01 

Dam = - 1 —— J - L — 1 - —z — ! - ! - 1 


Dam 


0,5 + 1,5 + 0,0 + 1,0+ 1,0 
5 


Dam 



Analogamente obtem-se o desvio absoiuto medio das 
notas obtidas por Felipe, D'am, no conjunto de provas: 

D'am = 1,2 

O desvio absoiuto medio mede o afastamento medio 
dos elementos da amostra em relaęao a media aritmetica. 
Assim, temos que as notas de Leonor estao, em media, 
0,8 acima ou abaixo da media aritmetica 8; enquanto as 
notas de Felipe estao, em media, 1,2 acima ou abaixo da 
media aritmetica 8. Como Dam < D'am, conclui-se que 
Leonor teve um desempenho mais reguł ar que Felipe, e, 
por isso, merece a vaga. 


127 




ESTATISTICA 



















UNIDADE 4 


Sendo x a media aritmetica de uma amostra de 
numeros jc,, x 2 , .v 3 ,.... x„, chama-se desvio absoluto 
medio. que se indica por Dam, o numero: 

Dam = |-v, - X I + 1-V; - X | + |.l 3 ~x\ + ... + |.*„ - x\ 

n 

ou. usando o simbolo de somatório: 

u 

\x-i — F| 

Dam = - 

n 

Variancia (ct 2 ) 

Uma outra medida que indica o afastamento dos 
elementos de uma amostra, em relaęao a media aritmetica, 
e a yariancia. que se representa por a 2 . Define-se essa 
medida como a media aritmetica entre os quadrados dos 
desvios dos elementos da amostra, isto e: 

2 _ Oj —ir) 2 + (jc 2 — ir) 2 + (x 3 — j^) 2 +.,. + (jc n — 3ć) 2 

n 

ou, usando o simbolo de somatório: 

n 

.SE (x f - xf 

(T 2 = -^1- 

n 

Calculando as variancia$ dos conjuntos de notas de 

■7 7 

Leonor, o\ u . e de Felipe, a ( " F) , citados anteriormente, 
temos: 

_ 2 _ (0,5) 2 + (U5) 2 + fO,G) 2 + ( — 1,0)- + (—1,0) 2 _, vn 

(u ^-o,y 

e 

„2 _ (L5) 2 + (1,0) 2 ■+- (0,5) 2 + (O.O) 2 + (—3,0) 2 

cr fFt — - z,d 

Como cr^ L) < o\ F) , conclui-se que Leonor teve nra 
desempenho, nas provas. mais regular do que Felipe. 

Desvio padrao (a) 

Na interpretaęao da Yariancia podem surgir algumas 
dificuldades em relaęao a unidade de medida dos elementos 
da amostra. Por exempIo, se os elementos da amostra 
representam capacidades em litros (€), a variancia repre- 
sentara um resultado em L 2 ; como essa unidade nao tern 
significado fisico, nao e conveniente utilizar a yariancia 
nesse caso. Por causa de dificuldades como essa, foi 
criado o desvio padrao, representado por er, e definido 
como a raiz q u ad rad a da yariancia. 

► 


Calculando o desvio padrao do conjunto de notas de 
Leonor, cr^, e de Felipe, cr (F ,, citados anteriormente, 
temos: 

cr (L) = a/0,9 — 0,948 
e 

a (R = JlJ = 1,581 

Como ct, L) < cr (Fj , conclumios que Leonor teve um 
desempenho, nas provas, mais regular do que Felipe. 

Nota 

Nao perca de vista que a comparaęao da dispersao de 
duas amostras pode ser feita com o desvio absoluto 
medio, o u com a yariancia ou com o desyio padrao. 

J| EXERdciOS BASICOS 

B.l As idades dos jogadores de um rime de basąuetebol sao 
18, 23, 19, 20 e 21 anos. Qual e a media de idade desses 
jogadores? 

B.2 Entre sessenta numeros, vinte sao iguais a 5. dez sao 
iguais a 6. quinze sao iguais a 8. dez sao iguais a 12, e 
cinco sao iguais a ló, Determine a media aritmetica 
desses numeros. 

B.3 Qualro funcionarios A. B. C e D de uma empresa tern 
respectivamente 8, 6, 10 e 16 auos de trabaŁho nessa 
empresa. O funcionario A recebeu um premio de 
R$ 500,00 por ano de casa; B recebeu um premio de 
R$ 600,00 por ano de casa; e C e D receberam. cada um. 
R$ 800.00 de premio por ano de casa. Qua) foi o premio 
medio recebido por Eino de casa por esses funcionarios? 

B.4 As classes A, B e C da segunda serie do ensino medio ti- 
veram respectivamerte as seguintes medias na prova de 
matematica; 6.5: 6.0 e 7,0. Sabendo que a classe A e for- 
mada por 28 atunos, B e formada por 25 alunos e C, por 
22 alunos, calcule a nota media de todos os 75 aiunos. 

B.5 (UFRJ) O grafico mostra a distribuięao de uma prova de 
matematica. 



a) Quanios alunos fizeram a prova? 

b) Sendo x t , x 2 , x 3 ,.... .r„ as notas obtidas pelos n alunos 
nessa prova (n e o numero de alunos que fizeram a 
prova), determine o numero 

X\ + *2 + - v 3 + . ■ , , 

x = ----. denomtnado media 

n 

aritmćtica das notas dessa prova. 
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B.6 (Unicamp-SP) O grafico, em forma de pizza, represenla 
as notas obtidas em uma questao pelos 32.000 candidatos 
presentes a primeira fasę de uma prova de vestibular. Ele 
mostra, por exemplo. que 32% desses candidatos live- 
ram nota 2 nessa questao. 



5 (10%) 

0 ( 10 %) 



Pergunla-se: 

a) Quantos candidatos tiveram nota 3? 

b) E possfvel afirmar que a nota media, nessa ąuestao, 
foi ^ 2? Justifiąue sua resposta. 

B.7 Observando o grdfico do exercfcio anterior, responda: 

a) Qual e a moda do conjunto das notas de todos os 
alunos? 

b) Qual e a mediana do conjunto das notas de todos os 
alunos? 

B.8 A tabela mostra a distribuięao de freqiiencia da carga, 

em toneladas, dos caminhoes que passaram por uma 


estrada num certo periodo. 

Carga (em toneladas) 

Ntimero de caminhoes 

[9.5; 14.51 

18 

[14,5; 19,5[ 

33 

[19,5; 25,5] 

9 


Calcule a carga media desses caminhoes. 

B.9 (Fuvest-SP, modificado) A distribuięao dos salarios de 
uma empresa e dada na seguinte tabela: 


Salario em R$ 

Numero de funcionarios 

500,00 

10 

1.000,00 

5 

1.500,00 

l 

2.000,00 

10 

5,000,00 

4 

10.500,00 

1 

Totai 

31 


a) Qual e a media e qual e a mediana dos salarios dessa 
empresa? 

b) Suponha que sejam contratados dois novos funcionarios 
com salario de RS 2.000,00 cada. A variancia da nova 
distribuięao de salarios ficara menor, igual ou maior 
do que a anterior? 


Monitoramento por satelitę 

As queimadas brasileiras, em geral, sao inten- 
cionais, usadas como "tecnologia agricola" para 
llmpeza do solo antes do plantio, reducao de pragas 
e ervas daninhas, renouaęao de pastagens e como 
auKiliar na colhelta de cana-de-aęucar. "Embora 
etdstam outras tecnologias agrtcoias para substltutr 
as queimadas, o fogo ainda e muito mais barato", 
lembra Evarlsto Eduardo de Miranda, do flucleo de 
Monitoramento Ambiental (11MA). Por isso, e grandę 
o numero de areas que que[mam todos os anos, as 
mesmas areas, ja desmatadas ha muito tempo. Esse 
fogo e monitorado com satelites meteorológicos, 
atraves dos sensores de temperatura, predsos na 
localizaęao e na contagem do numero de focos, mas 
nao na detlmitaęao da area queimada. O monito¬ 
ramento por sateilte foi concebido para ajudar os 
órgaos de fiscalizaęao a locaiizar as piores concen- 
traęóes de focos e ajustar os programas de controle 
legat ou mesmo de combate ao fogo. 

O mapa ao lado, dlfundfdo peia Agenda Estado, 
mostra os pontos de queimadas no território brastleiro 
no mes de agosto de 1999. 


MONITORAMENTO ORBITAL DE OUEIMADAS 


Brasil — Agosto de 1999 



Totai de queimadas: 39.630 
Totai de quadr(cu1as com queimadas: 348 
Numero rmnimo de queimadas: 1 
Numero maximo de queimadas: 1.946 
Numero medio de queimadas: 113,88 
Desvio padrao de ąueimadas: 209.68 

Dados do Satelitę NOAA: Instituto Nacional de Pesquisa$ 

Espaciais (INPE-MCTj 
Mapeamento Digital e Arte Finał: Nucieo de Monitoramento 

Ambiental (Embrapa-NMA) 
Interpretaęoo Espacial e Analise Ambiental (ECOFORCA) 

Difusao: Agenda Estado (AE) 

Para obter textos publicados pelo jornal O Estado de 
S. Paulo, ou propostas de atividades, consulte o site 
Estadao na escofa (www.estodao-escola.com.br). 


Legenda 



Nenhum 
1-55 pontos 
56-110pontos 
113-319 pontos 
340-1.946 pontos 


\ 
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B.10 (Fuvest-SP) Dois atiradores x e obtiveram numa serie de 
vinte tiros. num alvo da forma indieada na figura, os se- 
guintes resultados: 



Resullado 



a) Qual e a media de pontos por tiro de cada um dos 
atiradores? 

b) Compare os desvios padrao de cada uma das series de 
tiros e decida qual e o atirador com desempenho mais 
reguJar. 


Jr EXERCICJOS COMPLEMENTARES 

C.l (Unicamp-SP) A media aritmetica das idades de um 
grupo de 120 pessoas e 40 anos. Se a media aritmetica 
das idades das mulheres e 35 anos e a dos liomens e 50 
anos, qual o numero de pessoas de cada sexo, no grupo? 

C.2 O grafico abaixo mostra a distribuięao de freqiieneia das 
notas obtidas pelos alunos da segunda serie do ensino 
medio numa prova de educaęao fisica. 



Determinar: 

a) a nota media desses alunos; 

b) a mediana dessa distribuięao; 

c) a moda dessa distribuięao. 

C.3 (Vunesp) Suponhamos que nos vestibulares desse ano 
uma universidade tiyesse tido, para os seus diversos 
cursos, uma media de 3,60 candidatos por vaga oferecida. 
Se para os vestibulares do ano que vem o numero de 
vagas for aumentado de 20% e o numero de candidatos 
aumentar em 10%. qual a media de candidatos por vaga 
que essa universidade tera no próximo ano? 

a) 3,24 c) 3,36 e) 3,46 

b) 3,30 d) 3,40 


C.4 (Fuvest-SP) A distribuięao das idades dos alunos de uma 
classe e dada pelo seguinte grafico: 



Qual das altemativas representa melhor a media de 
idades dos alunos? 

a) 16 anos e 10 meses d) 18 anos e 6 meses 

b) 17 anos e 1 mes e) 19 anos e 2 meses 

c) 17 anos e 5 meses 

C.5 (Enem) Um sistema de radar e programado para registrar 
automaticamente a yelocidade de todos os veiculos 
trafegando por uma avenida, onde passam em media 300 
veiculos por hora. sendo 55 km/h a maxima velocidade 
permitida, Um ]evantamento estatjstico dos registros do 
radar perruitiu a elaboraęao da distribuięao percentual de 
vefculos de acordo com sua velocidade aproximada. 
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A yelocidade media dos vefculos que trafegam nessa 
avenida e de: 

a) 35 km/h c) 55 km/b e) 85 km/h 

b) 44 km/h d) 76 km/h 

C.6 As yesperas de um jogo decisivo, o tecnieo de uma 
equipe de basquetebol deve optar pela escaiaęao de um 
dentre dois jogadores A e B. As duas tabel as seguintes 
mostram o desempenho de cada jogador nos ultimos 
cinco jogos dos quais participou: 


Jogador A 

Jogo 

Numero de 
pontos 

1 

20 

2 

22 

3 

18 

4 

20 

5 

20 


| Jogador B 

j 

Jogo 

Numero de i 
pontos 

1 

30 

2 

14 

3 

20 

4 

12 

5 

24 


a) Calcular a media de cada um por jogo. 

b) Calcular o desyio padrao de cada um nesses cinco jogos. 

c) VocS. como tecnico desse time, se tivesse que escalar 
um desses jogadores. num jogo onde asimples yitória 
Ihe daria o tftulo de campeao, qual deles escalaria? 
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Ccipitulo 23 


i« A 


SEOUENCIAS 


1. CONCEITUAęAO 

Na lista de chamada de sua classe, o nome de cada 
aluno esta associado a um numero natural nao-nulo. Por 
exemplo: 

1. Alberto Vieira de Moraes 

2. Alessandra Rodrigues Fontana 

3. Alex Stanley 

30, Valdir de Souza e Ramos 

Quando associamos os numeros naturais 1,2,3,30 aos 
elementos do conjunto B dos alunos, de modo que cada 
um dos numeros — 1, 2, 3, ..., 30 — esteja associado a 
um unico elemento de £, estamos estabelecendo urna 
seąiiencia, onde: 

* o numero 1 e associado ao primeiro elemento da 
seąiiencia; 

• o numero 2 e associado ao segundo elemento da 
seąiiencia; 

• o numero 3 e associado ao terceiro elemento da 
seąiiencia; 

* 

* 

* 

• o ntimero 30 e associado ao trigesimo elemento da se- 
ąiiencia. 

Para representar uma seąiiencia, escrevemos entre 
parenteses os seus elementos separados um a um por 
vfrgulas, de modo que da esąuerda para a direita tenha- 
mos: (primeiro elemento, segundo elemento, terceiro 
elemento, ...). 

Desse modo a seąiiencia da lista de chamada fica 
representada assim: 

(Alberto Vieira de Moraes, 

•- ~ -- 

Primeiro elemento 

Alessandra Rodi*igues Fontana, 

-■—- ** 

Segundo elemento 

Alex Stanley , Valdir de Souza e Ramos) 

'- „ --* ---' 

Terceiro elemento Trigesimo elemento 


Notę, portanto. que: 

t 

Seąiiencia e todo conjunto cujos elementos obede- 
cem a uma determinada ordem. 


Existem, tambem, seąiiencias infinitas como, por 
exemplo, a seąiiencia dos numeros naturais pares era 
ordem crescente: (0, 2,4, 6, 8, 

Notas 

1. Cada elemento de uma seąiiencia tambem pode ser 
denominado termo da seąiiencia. 

2. O termo de uma seąiiencia que ocupa a posięao de 
numero n e indicado pelo simbolo u„. Isto e: 


indica o primeiro termo da seąiiencia 
a 2 indica o segundo termo da seąiiencia 
a 3 indica o terceiro termo da seąiiencia 

# 

a n indica o enesimo temio da seąiiencia 

3. Uma seąiiencia (a : , a 2 , u 3 ,n,„ ...) pode ser repre¬ 
sentada abreviadamente por (aj /ie!N *. 

Exemplo 

Na seąiiencia (3, 7, 11, 15,...) temos que: 

£tj — 3, 0>2 — 7, £7j 11, CIą 15,... 

O código de barras 

Os modernos supermercados sao eąuipados com 
dbpositiyos chamados de leitoras ópticas, cuja fina- 
lidade e Identlffcar cada produto atraues da leltura 
efetrónica de uma seąiiencia de barras yerticab de 
espessuras yariaueis (algumas t£m a mesma espes- 
sura) impressas na embalagem do produto. Cada 
sequencia esta associada a um unico produto e ao 
seu preęo. Esse sistema de representaęao e chama- 
do de código de barras. 
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UNIDADE 5 


2 . LEI DE FORMAęAO DE UMA 
$EQUENCIA 

Um conjunto de mformaęoes capazes de delerminar 
todos os termos de u ma seąuencia e a ordem em que se 
apresentam e chamado de lei de formacao da seąuencia. 

Exemplos 

a) Considere a seguinte seąuencia: 


(«,,)„ tal que 


a x = 5 


a 


n + I 


— 2 4- a, 


As informaęoes a { = 5 e fl n+1 = 2 + a,„ Vn, n £ IN*, 
determinant todos os termos da seąuencia e a ordem em 
que se apresentam. Vejamos: 

• o primeiro termo da seąuencia e 5; isto e, a, =5: 

• na igualdade a n+l = 2 + atribuindo-se a n os valores 
1,2,3,obtemos os demais termos da seąiiencia, isto e: 

n = 1 => a 2 = 2 + a Y a 2 = 2 + 5 = 7 

« = 2 => a 3 = 2 + a 2 % =? 2 -f 7 = 9 

« = 3 => = 2 + = 2 + 9 a 4 = 11 


Logo, a seąuencia e (5, 7, 9, 11,...). 

b) Considere a seąuencia (a„)„ e ^ tal que = « 2 + 3. 
Para determinar os termos dessa seąuencia, basta 
atribuirmos a n os valores I, 2, 3, ... na igualdade 
o„ — n 2 + 3: 


/r = 1 => a y = l 2 + 3 

n = 2 => a, = 2 2 + 3 
n = 3 => a 3 = 3 2 + 3 
n — 4 => « 4 = 4- 4- 3 


a, = 4 
a 2 = 7 
a 3 - 12 
« 4 = 19 



Portanto a seąiiencia e (4, 7, 12, 19,...) 


EXERCICIOS BASICOS 

Na seąuencia (3,2,5,9, 6 , 6 , 6 ,...), identifiąue os termos 

Cij* Q2* CIąi £ Cl-j, 

Numa seąuencia finita (a,. a 2 . a 3 . .... a„), os termos a x e 
a n sao chamados de extremos da seąiiencia. Dois 
termos a ! e sao chamados de eąuidistantes dos extre- 
mos se, e somente se, o numero de termos que antece- 
dem aj e igual ao numero de termos que sucedem a } . Qual 
das altemativas abaixo apresenta dois termos eąuidistan- 
tes dos extremos da seąuencia (a,, a 2 , a 2 ,..., a a >? 
a l ^ ^40 c) e e) fljy e 

b) e a i9 d) a iQ e a M 


B.2 


B.3 Uni termo a f e chamado de termo niedio de urna 
seąuencia com numero impar de termos se. e somente se, 
o numero de termos que antecedem a t e igual ao numero 
de termos que o sucedem. Qual das altemativas abaixo 
apresenta o termo medio da seąiiencia (o ; , a 2 , a 2 ,..., a 9} )l 

a) U 45 c) a 47 e) a 49 

b) a 46 d) 

B.4 Escreva sob a forma («,, o 2 , a 3 , o 4 , ...) cada urna das 
seguintes seąiiendas: 


a ) («„)« ett* tal 9 ue < 


a, = 6 


a 


n + 1 


= 9 + a. 


b) (o„) n e , N * tal que < a 


a, = 3 


- a 


a, 


c) («„)„ eK . tal que a lt = 5h 4- 3 

d) («„)„ £!,• tal que a„ = n 2 + 2 n 



C .2 


EXERCIC105 COMPLEMENTARES 

(PUC-SP) Na seąiiencia cujos termos obedecem a 
formula de recorrencia a x = 3 e a„ + , = (a n ~ 2)\ 
ąualąuer que seja n, n £ IN*, o sexto termo e: 

a) i c ) 3 e) 9 

b) -1 d) 6 


2«, 
- 1 , 


(FGV-SP) A seąiiencia (y,X c tir & tai 9 ue X, “ .V„ 1 - 
para todo n, n £ IN* e/i^ 2. Sabendo-se ąue y ( — 
o termo y 4 e igual a: 

a) 21 c ) 27 e) 51 

b) 17 d) 31 


C.3 A soma S lt dos n primeiros termos da seąiiencia 

(a l5 a 2 , a 3 , a 4 , e dada por 5*,, = n 2 + 4;i para todo 
n, n £ IN*. 

a) Calcule a soma dos dez pri meiros termos da seąuencia. 

b) Determine o primeiro termo da seąiiencia. 

c) Determine o sexto termo da seqii 6 ncia. 

C.4 (Cesgranrio) A soma dos n primeiros termos de urna 
sucessao e dada por S n = n{n + 1 ). Entao o vigesimo 
termo da sucessao e: 

a) 420 c) 60 e) 20 

b) 380 d)40 

Nota 

“Sucessao” e sinónimo de “seąuencia”. 
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Copitulo 24 

O QUE E UMA PROGRESSAO ARITMETICA? 


1. PROGRESSAO ARITMETICA (P.A.) 

Definięao 

Progressao aritmetica e toda seąuencia numerica 
em que cada termo, a partir do segundo, e igual a 
soma do termo precedente (anterior) com uma cons¬ 
tante r. O numero r e chamado de ‘razao da progres¬ 
sao aritmetica”. 

Exemplos 

a) (4,7. 10.13,16,19,22) e uma P.A. finita de razao r = 3. 

b) (10,8,6,4,2,0, —2, —4,...) e uma P.A. infinitade razao 
r = -2. 

c) (5,5,5, 5,...) e uma P.A. infinita de razao r = 0. 


+• 



EXERCICI06 RESOLVIDOS 


R.l Calcular a razao da P.A. {a n )„ e sabendo que 

1 1 

« 7 = T ea s ^ y . 

Resoluęao 

A razao r da P.A. e tal que; 

. 1 1 . 1 
r = a R - a-, . . r = — - — . . r = — 

2 3 6 

R.2 Verificar se a seąuencia {a„) n tal que a„ = 3n + 8 e 
ou nao P.A. 

Resoluęao 

Devemos verificar se a diferenęa entre om termo qual- 
quer, a partir do segundo, e seu antecessor ć constante ou 
nao. 

Temos que a„ = 3n + 8 e a n + , ~ 3 {n + 1) + 8 sao 
termos consecutivos da seąuencia Vn, n G IN*. Calcu- 
lando a diferenęa a„ + , — a,„ obtemos: 

a n +i ~a„ = 3 (n + 1) + 8 - (3n + 8) = 3 

Como essa diferenęa e constante, conclufmos que a 
seąuencia e P.A. 

2. CLASSIFICAęAO DAS PROGRESSÓES 
ARITMETICAS 

Uma PA. e crescente ąuando cada termo, a partir do 
segundo, e maior que o tenno que o antecede. Para que 
isso aconteęa e necessario e suficiente que a sua razao 
seja positiva. 


Exemplo 

(7, 11, 15, 19, .,.) e uma P.A. crescente. Notę que sua 
razao e posiliva, r = 4. 

Uma P.A. e decrescente quando cada termo, a partir 
do segundo, e menor que o termo que o antecede. Para 
que isso aconteęa e necessario e suficiente que a sua 

razao seja nega£iva. 

Exemplo 

(50, 40, 30, 20, ...) e uma P.A. decrescente. Notę que 
sua razao e negativa, r = —10. 

Uma P.A. e constante quando todos os seus termos sao 
iguais. Para que isso aconteęa e necessario e suficiente 

que sua razao seja igual a zero. 

Exemplo 


e constante. Notę que sua ra- 


A P A 

1 1 ■*- -Cl- a j y _ ? 

3 3 3 J 

zao e igual a zero, r - 0. 

3. PROPRIEDADE 


Uma seąuencia de tres termos e P.A. se, e somente se, 
o tenno inedio e igual a media aritmetica entre os outros 
dois, i sto e: 


(«, b, c ) e P.A. <=> b = 


a + c 


Demonstraęao 


Temos que s e 


(a, b , c) e PA. — a — c — b 


b - a = c ~~ b <+> b = 


a + c 


Logo, (a, b, c) e P.A. <=> & = 


ci + c 



EXERC1CIORESOLVIDO 


R.3 Determine x para que a seąuencia (3 + x, 5r. 2x + 11) 
seja P.A, 

Resoluęao 

A seąuencia e P.A. se, e somente se, 

3 + x + 2x +11 


DX - 


obtem-se x = 2. 


Resolvendo essa eąuaęao, 
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UNIDADE 5 


4. FORMULA DO TERMO GERAL DE UMA 
PROGRESSAO ARITMETICA 


Numa progressao aritmetica um termo qualquer pode 
ser expresso em funęao da razao (r) e do primeiro termo 
(<3j) atraves de uma formula matematica. Para entender 
essa formula, considere uma escada que une dois pisos. 
Ao piso inferior associamos um numero a x que indica a 
altitude (altura em relaęao ao mvel do mar) desse piso. 
Aos patamares da escada associamos as respectivas alti- 
tudes: a 2 , « 3 , a 4i ..., a„, ... (conforme a figura). 



Sendo r a altura de cada degrau, observe que as altitudes 
aj, a 2 , a 3 ,... formam, nessa ordem, uma P.A. Se um indi- 
viduo estiver na altitude a u quantos degraus devera subir 
para atingir a altitude a 7 l 

Observando a figura, percebemos que o indmduo 
deve subir seis degraus (6r). Assim, a altitude a 7 e igual a 
soma ci] + 6r, isto e, a 7 = a x + 6 r. 

Se o indivfduo estiver na altitude a lf quantos degraus 
devera subir para atingir a altitude a„l 

Ora, estando na altitude a ,, o individuo nao tera subido 
nenhum degrau; na altitude a 2 tera subido um degrau; na 
altitude a 3 tera subido dois degraus; na altitude a Ą tera 
subido tres degraus; e assim por diante. 

Ou seja; 

a 4 - a x + Or, a 2 = a, + lr, 
a,2 — + 2 r, a 4 — ci] + 3r,... 

na altitude a„ tera subido n — i degraus. Assim, a altitude 
a„ pode ser expressa como: 


ci n = a x -\- (n — l)r, V«, n G IN* 


Generalizando, temos: 


Numa P.A. (a lt a 2 , c 3 , .... a nt ...) de razao r tem-se 
a n = a x + (n — l)r, Vn, n G IN*. Essa sentenęa e 
chamada de formula do termo geral da P.A, 

Yoltando a figura inicial, observe que, se o indhdduo 
estiver na altitude a 6 e pretende se deslocar ate a altitude 
a )0 , ele deve subir 10 — 6 degraus, ou seja, 
a w = a b + (10 — 6)r. Generalizando, se o indivfduo 
estiver na altitude a k e pretende se deslocar at6 a altitude 
r , ele deve subir (ou descer) n — k degraus, isto e: 


a n = a k + (n - k)r 


Essa identidade e uma outra forma de apresentaęao da 
formula do termo geral. Notę que para k — 1, obtem-se a 
formula anterior. 




Exempłos 

a 20 = a 6 + (20 - 6)r, ou seja, a 1Q = ci 6 + 14r 
a 31 — a 9 + (37 — 9 )r, ou seja, a 31 = a 9 + 28r 



EXERC[CI06 RESOLYIPOS 




R.4 Determinar o 61 a termo da P.A. (9,13, 17, 21,...). 
Resoluęao 

fli — 9, r — 4. n = 61, a 6t = ? 


Aplicando a formula do termo geral, a„ = «, + (« — l)r, 
para u = 61, temos que: 


= a, + (61 — l)r a 61 = a, + 60r 
a 6l — 9 + 60 • 4 a 61 = 249 


R.S Determinar a razao da P.A. («j, a 2 , a 3 , ...) em que rq = 2 
e — 3. 

Resoluęao 

et] — 2, = 3, n = 8, r — 1 

Aplicando a formula do termo geral, 
a n = a, 4- (« — l)r, para n = 8, temos: 

£i g = u, + lr 3 = 2 + lr =^r-~- 


R.6 Determinar o numero de termos da P.A. (4,7,10,..., 136). 
Resoluęao 

= 4, a„ = 136, r = 3 , n = ? 

Aplicando a formula do termo geral. a n — a l + (n — l)r, 
temos que: 

136 = 4 + (n - 1) ♦ 3 136 = 4 + 3 n - 3 

3;t = 135 => n — 45 


Logo, a P.A. possui 45 termos. 

R.7 Determinar a razao da P.A. ( a ,,)„ tal que a, + a 4 = 12 

e ztj + a 5 = 18. 

Resoluęao 

Pela formula do termo geral, a n = a, + (« - l)r, temos: 
= o, + 3r, a 3 = a x + 2r e a 5 — a, + 4r 

Logo: 


t 

j a i + a Ą = 12 (di + a x + 3r = 12 

1 a 3 + a 5 — 18 1.^1 + 2r + a f + 4r = 18 



L _ _ _ _ _ . 

j 2a x + 3r = 12 
l 2di + 6r = 18 


Subtrafmos, entao, essas igualdades, membro a membro: 
—3 r = — 6 r = 2 
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|Ł8 Interpolar (inserir) cinco meios aritmeticos entre I e 25, 
nessa ordem. 

Resoluęao 

Interpolar (ou inserir) cinco meios aritmćticos enire 
I e 25. nessa ordem, signiiica determinar a P.A. de 
primeiro lenno iguał a 1 e ultimo termo igual a 25, 
havendo entre eles cinco outros termos, i sto e: 

(1,......., •••, 25) 

/* '-' ' \ 

a j Meios aritmeticos u 7 

Pela formula do termo geral. a„ = a, + (n — l)r, temos 
que a-: = a, + 6/* => 25 = 1 +6 r .’. r - 4. 

Logo, a P.A. e (1, 5, 9,13, 17,21, 25). 

R.9 Detenninar o 62 s termo da P.A. (fl lf d 2 , c 3 , ..-) de razao 2 
6 £?2[i 5. 

Resoluęao 

cha = 5, r = 2, n ■- 62, a 62 = ? 

Aplicando a formula do termo geral a„ = a k + (n — k)r , 
temos que: 

om . + t 62 - 20)r = 5 + 42 • 2 a 62 m 89 

EXHRCICIOS BASICOS 

B.l Verifique se e ou nao progressao aritmetica cada uma 
das seguintes sequ6ncias: 

a) («,. a 2 , flj,..., a 6 ) tal que — Sn + 1, Vn, « G IN* e 
n ^ 6 

b) (fl ( , a 2 , %.a 9 ) tal que a„ = u 2 , Vn, n G IN* e 

n ss 9 

/I 

c) («,, a,, ..., %) tal que a n = — + 1, Vn., n E IN* 

en ^ 8 

B.2 A seqtiencia ( a „), dada por a n ~ 4n + 1 para todo n E IN*, 

e progressao aritmetica? Justifiąue sua resposta. 

Sugestao. Como. nesse caso, a variavel n deve assumir 
infinitos va!ores, a melhor maneira de se verificar se e, 
ou nao. P.A., consiste em calcu lar a diferenęa + , — a„; 
se tal diferenęa for constante, entao a seąiiencia e P.A.; 
caso contrario, nao e. 


B.3 Calcule a razao da P.A. (a„)„ e ^ sabendo que u t; = -j- e 


a l6 ~ 


B.4 Qual e a razao da P.A. ( a„)„ e iN . cuja lei de formaęao e 
a„ — 5n — 1? 

B.5 Classifique como crescente. decrescente ou constante 
cada uma das seguintes progressSes aritmeticas; 

a) («„)„£ |N - tal que a n = 8 - 3/7 

b) q ue = 2n + 1 

n 2 - 9 

c) (°„),i £ in* tal que a n = - - - - n 

(a, = 10 


d) (*«VeiN- tal que 

e) («„)»£«* tal que a„ = 


a„ f i - a„ + 8 

n 2 + 4n + 4 
(n + 2) 2 


B.6 Determine x, x E IR, de modo que a seqiiencia 
(1 — x, X - 2, 2x — 1) seja P.A. 

B.7 Qual e o valor real de ,v tal que a seqiiencia 
(;c — 3, Jt 2 + 2, 5jc + 3) seja P.A.? 

B.8 Obtenha x, x G IR, de modo que a seqiiencia 
(2 — 4a\ 3 — x 2 , 1 — x) seja P.A. crescente. 

B.9 Determine o 51 s termo da P.A. {5, 9, 13, 17,...). 

B.10 Quai e o 62 a termo da P.A. (98, 93, 88,.,.)? 


2 


B.ll Obtenha o 25 e termo da P.A. G tal que a, = — e 


Cl n — 


11 

8 


B.12 Encontre a razao da P.A. (a ,,),. e IN * tal que a { = 14 e 
<*« “ 45. 

B.13 Calcule a razao da P.A. ( a ,, £7 2 , a 3 ,...) tal que = Jl 

J2 


e a !0 ~ - ? 

B.14 Quantos termos possui a P.A. (12, 18, 24,222)? 

B.15 Determine o numero de tennos da P.A. cujo ultimo termo 

, 103 . . > 1 _ > 1 

e . o primeiro e — e a razao e —. 

6 2 3 

B.16 Calcule o numero de multiplos de 7 ezistentes entre 
10 e 200. 

B.17 Quantos mimeros inteiros divisfveis por 13 existem entre 
100 e 1.000? 

B.18 Determine a razao da P.A. (fl, r ) JieiN .. tal que a, + a g - 15 

ea 2 + Of,— 18. 

B.19 Obtenha o primeiro termo da P.A. («„)„ E lN » tal que 
a } + a 7 = 10 e a 3 + a 4 = 5. 

B.20 Interpole seis meios aritmeticos entre 4 e 67, nessa ordem, 

B.21 Instra (ou Interpole) cinco meios aritmeticos entre 1 e 2, 
nessa ordem. 

B.22 Qual e a razao da P.A. que se obtem interpolando quinze 
meios aritmeticos entre 3 e 5, nessa ordem? 

B.23 Obtenha o 46 Q tenno da P.A. (o„ a 2 , a 3 ,...) de razao 5 tal 
que a l2 — —8. 


7 n 

0 (flAe^tal que a„ = — + — 


Exercicios compiementares de C.1 a C.12 

5. REPRESENTAęAO GENERICA DE 
UMA P.A. 

E de grandę utilidade, para a resoluęao de certos 
problemas, sabermos representar genericamente uma P.A. 
Como exemplos, mostraremos algumas representaęoes. 

• P.A. de trśs tennos: 

(x, x + r, x + 2r) ou 

(x — /-, x, x + /■), em que a razao e r 

* P.A. de quatro tennos: 

(x, x + r, x + 2r, x + 3r) ou 

(x — 3 x — r, x + r,r + 3r), em que a razao e 2 r 


135 










UNIDADE 5 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.10 Determinar a P.A. crescente de tres termos, sabendo que 
a soma desses termos e 3 e que o produto deles e — 8. 

Resoluęao 

Quando se conhece a soma dos termos, a representaęao 
mais comoda e (,v — r, x y x + r). Pelo enunciado, temos: 

'.v — /■ + x + x + r — 3 =+ 3x = 3 .v = 1 (I) 
(a- — r)x(.r + /•) = —8 (D) 

Substituindo (1) em (II), (1 -/■) ■ 1 • (! łr)= —8 
1 - r 2 = -8 => r 2 - 9 r = ±3. 

Como devemos ter urna P.A. crescente, só interessa a 
razao positiva, i sto e, r — 3. 

Assim, a P.A. procurada (x — r, x, x + r) para x = 1 e 
r = 3 6 (-2, 1,4), 



exercicios bAsicos 


B.24 Numa P.A. decrescente de tres termos, a soma desses 
termos e 6 e o produto deles e — 24. Determine a P.A. 

B.25 (Unicap-PE) Tres numeros fonnam urna progressao 
aritmetica. A soma deies e 3 e a soma de seus quadrados e 
11.0 produto desses numeros e: 
a) 5 b)-5 c) 3 d) —3 e) O 

B.26 (FGV-SP) Quatro numeros constituem uma progressao 
aiitmetica. A sua soma vale 24 e a soma de seus quadrados 
vale 164. O maior desses numeros 6: 
a) 8 b) 9 c) 10 d) 11 e) n.d.a. 
Sugestao. Represente a P.A. por 
(x — 3 r, x — r, X + r, x + 3r). 


Exerclcio complementar C.13 




6. SOMA DOS nPRIMEIROS TERMOS DE 
UMA P.A. 

Termos equidi$tante$ dos exłremos 

Propriedade 

Numa P.A. finita a soma de dois termos equidis- 
tantes dos extremos e igual a soma dos extremos. 

Demonstraęao 

Seja a P.A. (dj, a 2t %..., a h a k+lf ..., a n _ k ,..., a n ) de razao r 
Os termos a k + , e a„ _ k sao equidistantes dos extremos. 
Calculando a soma desses termos, temos: 


« Ł + i + d„_* = di + (A: 4- 1 — 1)/* +dj +(« — k — l)r 


= a { +Jer'+ a x + (ń — l)r —^kr 
— ci\ + d t + (« — l)r = a } + d„ 


(c.q.d.) 


Exemplo 

(3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48, 53, 58, 63) 



Cófculo da soma dos n primeiros 
termos de uma P.A. 

Em uma peąuena escola do principado de Braunschweig, 
Alemanha, em 1785, o professor Biittner propos a seus 
alunos que somassem os numeros naturais de 1 a 100. Ape- 
nas tres minutos depois, um gurizote de oito anos de idade 
aproximou-se da mesa do senhor Biittner e, mostrando-lhe 
sua prancheta, proclamou: “Tai”. O professor, assombrado, 
constatou que o resultado estava coneto. 

Aąuele gurizote viria a ser um dos maiores matematicos 
de todos os tempos: Karl Friedrich Gauss (1777-1855), O 
calcu I o efetuado por ele foi simples e elegante: o menino 
percebeu que a soma do primeiro numero. 1, com o ultimo, 
100, e igual a 101; a soma do segundo numero, 2, com o 
penultimo, 99, e igual a 101; tambem a soma do terceiro 
numero, 3, com o antepenultimo, 98, e igual a 101; e, 
assim por diante, a soma de dois termos eąuidistantes dos 
extremos e igual a soma dos extremos: 


1 

A 


2 3 4 ... 97 98 

“ t t ioi t t 

101 
101 


99 


100 

A 


101 


Como sao possiveis cinqtienta somas iguais a 101, 
Gauss concluiu que: 

1 4-2 + 3 + 4 +-... + 97 + 98 + 99 + 100 = 

= 50 • 101 - 5,050 

Esse raciocmio pode ser estendido para o calculo da 
soma dos n primeiros termos de uma progressao aritme¬ 
tica qualquer, como veremos a seguir. 


Gauss realizou sen primeiro 
grandę trabalho aos 16 anos 
de idade. Criou um metoda 
para deduzir os eiementos 
da orbita de um planeta com 
medldas tomadas a partir de 
um ponto terrestre. 
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Teorema 

A soma S n dos n primeiros termos da P.A 
( a t , a 2 , a 3 ,.... a„,...) e dada por: 


4 = 


(«i + 


Demonstraęao 

Vamos descrever a soma S„ duas vezes, do seguinte 
modo: 

S„ = a, + a 2 + « 3 +■ ... + a n _ 2 + a„ _ j + «„ e 
5,, = a n + a„ _ ! -r ci„ + ... + a 3 + £i 2 + a \ 


Somemos, membro a membro, essas igualdades: 
2S n = («1 + a n) + («2 + a n - l) + ( a 3 + a n - ?) + ■■ 

+ (a„ - 2 + £7 3 ) + (a,. - i + a 2 ) + ( a„ + a,). 




Notę que em cada expressao entre parenteses temos a 
soma dos extremos, (aj -i- a„), ou a soma de dois termos 
eq ui di stanie s dos extremos. Pela propriedade dos termos 
eąuidistantes dos extremos, podemos escrever: 

25,, = (o, + a„ ) + (a, + a„) + (a, + a„) + ... + (a, + a n ) 

n parcełas iguais a (a, + £r„) 

(«) + a n )n 


- 25„ = (flj + a„)n S n - 


% 



(c.ą.d.) 


EXERCICI0S RESOLMPOS 

R.ll Calcular a soma dos trinta primeiros termos da P.A. 
(4, 9, 14, 19,...). 

Resoluęao 

(«i + a„)n 


Aplicando a formula $„ — 

(t/j + a 30 )30 


para n — 30, 


lemos 5, n *= 


’ 30 2 

Precisamos calcular o va!or de a 30 . Pelo termo geral 
a„ = + (n — 1 )r temos: 

a in = a, + 29r = 4 + 29 * 5 %o = 149 


(4 + 149)30 ^ 

■ ^30 ^ ■£>**-?*** 


Logo. 


R.12 Calcular a soma dos n primeiros termos da P.A. 
(2, 10, 18,26,...). 

Resoluęao 

Temos que — 2 e a,, = 2 + (» — 1) ■ 8, ou seja, 
a„ = S/i — 6. 

(a, + a„)n 

Pela formula S„ = — : —-—-—. temos: 


r _ (2 + 8 n - 6)n ^ c _ (S n - 4)/j 

*J r , ,V-j ^ -i 



5,, - (4 n — 2)n S„ = 4/r — 2n 


Nota 

A resposta obtida nesse exerdcio. S„ — 4n 2 —■ 2n, e uma 
formula para se calcular a soma dos « primeiros termos 
da P.A. (2, 10, 18, 26, ...). Por exemplo, a soma dos 
ąuatro primeiros termos dessa P.A. e: 

5 4 = 4 • 4 2 - 2 • 4 = 56 • 


EXERCICIOS BASICOS 


B.27 Calcule a soma dos oitenta primeiros termos da P.A. 
(6,9, 12, 15, 18,...), 

B.28 Obtenha a soma dos 51 primeiros termos da P.A. 
(-15, —11, —7, -3,1,...). 

B.29 Determine a soma dos termos da P.A. f inita 
(6,10. 14.134). 

B.30 Qual e a soma dos termos da P.A. finita 
(-30, -21, -12.213)? 

B.31 A P.A. (a,, a 2 , a 3 ,...) e tal que a A + a 5 = 89 e 

a 2 + « 6 — 78. Qual e a soma dos seus vinte primeiros 
termos? 

B.32 Calcule a soma dos multiplos de 7 compreendidos entre 
100 e 300. 

B.33 Encontre a soma dos multiplos de 11 compreendidos 
entre 200 e 500. 

B.34 Calcule o numero de termos da P,A, cujo primeiro termo 
e l.o ultimo termo e 157 e a soma de seus termos e 
3.160. 

B.35 Sendo 5„ a soma dos termos da P.A. (a,. a 2 , a 3 ..... aj de 
razao r — 4 e com a, = 6. determine n de modo que 
S„ — 1.456. 

B.36 A soma dos n primeiros termos de uma P.A. e dada por 
5,. = 2/f 2 . Determine o primeiro teniio e a razao da P.A. 

B.37 Determine o qujnto termo da P.A. cuja soma dos n 
primeiros termos e dada por S„ — 2if + 6 n. 

B.38 A letra grega X (sigma) e usada, nas cienciaś exatas, para 
indicar uma soma. Por exemp!o, a expressao 

a 

X 2 j. que se 16 “somatório de 2j, com j variando (em IN) 

/*• 1 

de I atś 5”, e calculada atribuindo-se os valores L, 2, 3, 
4 e 5 a variavel j da expressao 2j e a seguir somando-se 
os resultados obtidos. (sto e, primeiro obtemos os 
valores de 2j: 

j = 1 2j = 2 • 1 = 2; j = 2 =* 2j = 2 ■ 2 = 4 
; = Z=>2j= 2 -3 = 6 

j = 4=> 2j = 2 • 4 = 8; j ® 5 2/ = 2 • 5 = 10 

Somando esses valores, encontramos: 

5 

Z 2 / = 2 + 4 + 6+ 8+10 = 30 

/= t 

De acordo com essa ideia, calcule: 

50 40 

a) I? j b) Z W ~ 1) 

/=1 i - 1 

B.39 (Fuvest-SP) Calcular a soma dos n primeiros numeros 
naturais fmpares. 
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B.40 Caicule a soma dos n primeiros numeros naturais pares. 

B.41 Caicule a soma dos n primeiros numeros naturais par es 
diferentes de zero, 

Exercicios complementares de C.14 a C.20 



C.3 

C.4 


C.5 


C.6 


EXERC!C!OS COMPLEMENTARES 

Obtenha x, x G IR, de modo que a seąuencia 
(2 log; x, 2 + 3 logi x, 8 log 2 a') seja P.A. 

(UFCE) Considere a seąuencia (_a u u 2 , a 3 , a 4 ,...), em que 
ń 3a„ + 4 

— 3 e a n + ,--- para todo n natural nao-nulo, 

Determine o termo a n dessa seąuencia. 

Dois termos de Lima P.A. sao a k = 54 e a k + 3 = 21. 
Determine a razao dessa P.A. 

(Cesgranrio) Em urna progressao aritmetica de 41 termos 
e de razao 9, a soma do termo do meio com seu antece- 
dente e igual ao ultimo termo. En tao, o termo do meio e: 

a) 369 c ) 201 e) 180 

b) 189 d) 171 

(Faap-SP) Quantos numeros inteiros compreendidos 
entre 123 e 1.245 sao divislveis por 2 e por 3 simulta- 
neamente? 

Sendo n um numer o fmpar, qual das alternativas apre- 
senta o termo medio da seąuencia (a it a 2i a ir . a„)l 

•0 &jt_ e) n + j e) Q. „ 

2 2 T 

^ n - ! d) £7 A + 2 


C.7 

C.8 


Determine o termo medio da P.A. (3. 7, 11, ..., 203). 

(Mackenzie-SP) A seąiiencia de numeros reais 

(89. a, b. 45) e uma progressao aritmetica cujo 


10 termos 

oilavo termo vale: 
a) 57 b) 59 


c) 61 


d) 63 


e) 65 


C.9 


Para construir uma escada, lim carpinteiro pregou a dois 
caibros 12 degraus paralelos, conforme a figura. 



Em ordem decrescente, oś comprimentos desses degraus 
formam uma progressao aritmetica. A soma dos compri¬ 
mentos do terceiro e quinto degraus e 88 cm, e a soma 
dos comprimentos dos dois degraus menores e 58 cm. 
Qual e o comprimento do maior degrau dessa escada? 


C.10 Um satelitę arti+icial, em orbita circa lar em tomo da 
Terra, realiza uma volta completa a cada 6 h. As 18 h do 
dia 15 de janeiro de 1992 e as 12 h do dia 25 de janeiro 
de 1992; esse satelitę esteve sobre a cidade de Sao Paulo. 
Quantas voltas em tomo da Terra deu o satelitę nesse 
intervalo de tempo? 

C.ll Em uma estrada sao instalados telefones SOS a cada 
2.8 km. Caicule o numero de telefones instalados no 
trecho que vai do ąuildmetro 5 ate o quiI6metro 61, 
sabendo que nessas duas marcas ha telefones instalados. 
Conte inctusive esses dois telefones. 

C.12 O cometa de mais longo periodo que se conhece e o 
Herschel-Rigollet. Seu penodo e 156 anos. Esse cometa 
passou pelo perielio em agoslo de 1939. Qual sera o 
primeiro ano, após o ano 4000, em que o cometa 
Herschel-Rigollet passara novamente por aquele ponto? 

CJ3 (Fatec-SP) Se as medidas dos angulos internos de um 
triangulo estao em progressao aritmetica, e a medida do 
maior angulo e o ąuinmplo da medida do menor, entao a 
difeienęa entre a medida do maior angulo e a soma das 
medidas dos outros dois e; 

a) 20° c) 80° e) 90° 

b) 40° d) 120° 

C.14 O produto P = a 1 * a 1 ■ a- • ... • c l(,n e igual a: 

a) P ~ a 3 * 600 c) P = a™ 00 e) P = a 4 - 800 

b )P = a 2m> d) P = a 5050 

Sugestao. Conserve a base a e adicione os expoentes. 

C.15 (Fuvest-SP) A soma das fraęoes irredutfveis, positivas, 
menores que 10, de denominador 4, 6: 

a) 10 c) 60 e) 100 

b) 20 d) 80 

C.16 (Fesp-SP) A soma dos mullipios de 9 compreendidos 
entre 65 e 249 e: 

a) 283 c) 5.670 e) 2.941 

b) 3.150 d) 4.328 

C.17 (FGV-SP) Um terreno sera vendido atraves de um piano 
de pagamentos mensais em que o primeiro pagamento de 
RS 500,00 sera feito 1 mes após a compra, o segundo de 
R$ 550,00 sera feito 2 meses após a compra, o terceiro 
de R$ 600,00 sera feita 3 meses após a compra e assim 
por diante (isto e. cada pagamento mensal e igual ao 
anterior acrescido de RS 50,00). Sabendo que o preco 
total do terreno e de R$ 19.500,00, caicule o numero de 
prestaęóes mensais que devem ser pagas. 

C.18 (Unirio) Um agricultor estava perdendo a sua plantaęao, 
em virtude da aęao de uma praga. Ao consultar um e-spe- 
cialista, foi orientado para que pulverizasse, uma vez ao 
dia, uma determinada quantidade de um certo produto, 
todos os di as, da seguinte maneira: 

primeiro dia: 1,0 litro: segundo dia: 1,2 litro; terceiro 
dia: 1,4 litro;... e assim sucessivamente. 

Sabendo-se que o total de produto puWerizado foi de 
63 litros, o numero de dias de duraęao desse tralamento 
nessa plantaęao foi de: 

a) 21 b) 22 c) 25 d) 27 e) 30 

n 

C,19 Determine n de modo que 5^(2/ + 3) = 1.085. 

i 

C.20 (Mackenzie-SP) A soma dos n primeiros termos das 
seqiiencias aritmeticas (8, 12,...) e (17,19,...) sao iguais. 
Entao, n vale: 

a) 14 b) 10 c) 12 d) 18 e) 16 


W 
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Copftulo 25 

0 QUE E PROGRESSAO GEOMETRICA? 


1. PROGRESSAO GEOMETRICA (P.G.) 

Definięao 

Progressao geometrica e toda seąiiencia nume- 
rica em que cada termo, a partir do segundo, e igual 
ao produto do termo precedente (anterior) por u ma 
constante q. O numero q e chamado de razao da 
progressao geometrica. 


Exemplos 

a) (3, 6, 12,24,48, 96) e uma P.G. finita de razao q = 2. 

b) fi, y, y, yy ...je uma P.G. infinita de razao 

1 

q= Y' 

c) (2, -6,18, -54.162,...) e uma P.G. infinita de razao 
q = —3. 

d) (5, 0, 0, 0,...) e uma P.G. infinita de razao q = 0. 

e) (0,0,0,...) e urna P.G. infinita de razao indeterminada. 



EXERCICIOS RE50LVID0S 


R.l Determinar a razao da P.G. (a n )„ e .M* tal que 
= 108. 

Resołuędo 

A razao q da P.G. e tal que: 

. 27_ 
8 ' 


= 32 e 


«i6 , n . 108 

, se (2 15 A 0 . . ą — 


«15 


32 


R.2 Verif icar se e ou nao progressao geometrica a seąiiencia 

Tl 

(a n ) dada pela lei de formaęao a n — 3", Vn, n £ IN*. 
Resołuędo 

Como a variavel n deve assumir os infinitos valores do 
conjunto IN*, em vez de atribuir os infinitos valores a n 
(o que nao conseguiriamos), vamos verificar se o quoci- 


ente 


+ 1 

a„ 


6 constante para todo n G IN*. Notę que tal 


ąuociente sempre existe, pois todos os termos da seąiien- 
cia (a n ) sao diferentes de zero. 


n +1 


a 


n ri \ 


3 


JŚF * 3 2 


i®. 


3 


i' 

i 


= 3 


Como o ąuociente — 11 1 e constante (3 ) concluimos 


que a seąiiencia e P.G. de razao q = 3 


2. CLASSIFICAęAO DAS PROGRESSÓES 
GEOMETRICAS 

Uma P.G. e crescente quando cada termo, a partir do 
segundo, e maior que o termo que o antecede. Para que 
isso aconteęa e necessario e suficiente que «, > 0 e q > 1, 
ou < 0 e 0 < q < 1. 

Exemplos 

a) (4, 8, 16, 32,...) e uma P.G. crescente de razao q = 2. 

b) -4, -2, -1, --i-,...) e uma P.G. crescente de 

V. Ł ) 

1 

razao q — 

Uma P.G. e decrescente quando cada termo, a partir 
do segundo, e menor que o termo que o antecede. Para 
que isso aconteęa, e necessario e suficiente que > 0 e 
0 < q < 1, ou a, < 0 e q > 1. 


Exemplos 

a) (ś, 4, 2, 1, ... 


e uma P.G. decrescente de razao 


1 

q 2 * 

b) (-1, —2, —4, —8,...) e uma P.G. decrescente de razao 
q — 2. 

Uma P.G. e constante ąuando todos os seus termos sao 
iguais. Para que isso aconteęa e necessario e suficiente que 
sua razao seja 1 ou que todos os seus termos sejam nul os. 

Exemplos 

a) (8, 8, 8, 8,...) e uma P.G. constante de razao ą = 1. 

b) (0, 0, 0, 0, ...) e uma P.G. constante de razao indeter¬ 
minada. 

Uma P.G. e osciiante ąuando todos os seus termos sao 
diferentes de zero e dois termos consecutivos quaisquer 
tem sinais opostos. Para que isso aconteęa 6 necessario e 
suficiente que a ] i= 0 e q < 0. 
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ExempIos 

a) (3, —6, 12, —24, 48, —96,e urna P.G. oscilante de 
ra 2 §o q — —2. 

b) (—1, 4~> 4r> — -T~r, ...1 e urna P.G. osci- 


8 


Iante de razao q — — ~~ 


!6 ’ 


Uma P.G. e quase nula quando o primeiro termo e 
diferente de zero e todos os demais sao iguais a zero. Para 
que isso aconteęa, e- necessario e suficiente que a ] # 0 e 
q~ 0. 

Esemplo 

(8, 0, 0. 0, 0,...) e uma P.G. quase nula. 

3. PROPRIEDADE 

Uma seqiiencia de tres termos, em que o primeiro e 
diferente de zero, e P.G. se, e somente se, o quadrado do 
termo medio e igual ao produtro dos outros dois, isto e, 
sendo a i 1 0, temos que: 

(a, b, c) e P.G. ^ b 1 — ac 

Demonstraęao 

Vamos analisar duas hipóteses: b A 0 ou b = 0. 

Phipótese: b =£ 0 

Como A 0, temos que: 

( a, b, c) e P.G. <=> ~ ~ 

a b 


A = = ae 

a b 


Logo. {a, h, c) eP.G. b 2 = ac 

2 a hipótese: b = 0 

Como a A 0 e b — 0, temos que; 

(a, b , c ) e P.G. c = 0 
e 

c = 0 <=$ b 2 = ac 
Logo, (a, b,ć)e P.G. o b 1 = ac 





EXERClCIO KBSOLYWO 


R.3 Determinar x, x £ IR, de modo que a seqiiencia 
(4,4x, 10.Y + 6) seja P.G. 

Resoluęao 

A seąiiencia de tres termos, com o primeiro lenno nao- 
nulo, sera P.G. se. e somente se, o ąuadrado do termo 
medio for igual ao produto dos extremos. Isto e: 

(4r) 2 = 4( 1 O.y 4- 6) 16.\'“ = 40a 4 24 

/. 16.v 2 - 40.v - 24 = 0 2 a' 2 - 5x -3=0 

Caiculando as rafzes dessa equaęao do 2~ grau, temos: 

A = (-5) 2 - 4 * 2(—3) = 49 

• _ ~(“5) ± J49 5 ± 7 


2 • 2 


Logo. x = 3 ou x = — 


2 * 


4. FORMULA DO TERMO GERAL DE UMA 
PROGRESSAO GEOMETRICA 

Numa progressao geometrica, urn termo qualquer 
pode ser expresso em funęao da razao (q) e do primeiro 
termo (a,) atraves de uma fórmuia matematica. Para 
entendermos tal formula, consideremos a P.G. cujo 
primeiro termo e a A e cuja razao e q: 

a x q\ a } q , a { q ,..., ? ,...) 


a 


a 




a. 


Notę que qualquer termo da P.G. e igual ao produto do 
primeiro termo (ci!) por uma potencia de q: 

a, = a 2 = a x q\ % = a x q 2 , 

a 4 = a 5 = atf\ a n = ? 

t 

Como os expoentes de q formam a P.A. (0, 1,2, 3, 4,...), 
cujo enesimo termo en— 1, concluimos que: 


a tt = a x q n 1 


Essa sentenęa e chamada de formula do termo geral da 
P.G. 

Podemos, ainda. expressar um termo a„ da P.G. em fun¬ 
ęao de um outro qualquer a k e da razao q. Por exemplo, ob- 

serve que na P.G. (a L a^q, a,q\ & i q , a x q 5 ,...), 

aj a 3 a 4 a 5 a 6 

temos que: 

a b = a\q s \ a 6 = a 2 q Ą \ a (l = a 3 q\ a 6 — a 4 q 2 ; a 6 = a 5 q 

Generalizando, podemos ęScreyer: 


= a k ą n k 


Essa identidade e outra forma de apresentaęao da 
formula do termo geral. Notę que para k = 1, obtem-se a 
formula anterior. 

Exemp!os 


— n /,30 - 10 


a ii) ~ a 10 C 1 


- „ «20 


, ou seja, £? 3 q — a lQ q 


16 - 5 


■ ^ mM 


a \6 - %<T % ou seja, % = a 5 q 


m 



EXERCIC!OS RE50LVID06 


R.4 Determinar o 15 Q termo da progressao geometrica 
(256, 128, 64,...). 

Resoluęao 
Temos que: 


a, = 256, q 


256 


■ = n = 15, a ls = ? 


Aplieando a formula do termo geral, a n — a } q n \ para 
n — 15, obtemos: 


°i5 = «if( 15 “ 1 


a l5 = a x q u a ]5 = 256^4" 


Y J 

j 


. . a 


_ 08 • 


15 ^ 114 


< - — 


2 6 


, * a 


15 


64 


140 



















R,5 Determinar a razao da P.G. (aj r , e N * ta l 9 ue a \ ~ 


2S 


6 Oio 


I 


3.0 

Resoluęao 


a \ = - 4 r- « = 10, ą = ? 


Aplicando a formula do termo geral, a w — o, £ 7 " \ para 
n = 10 , obtemos: 


«to = Ol? 10 1 °to = 4<? g 


1 


] 


"3 28 

“TL = < 7* 


* * 3 10 3 28 ' * ' 3 

/. ą = f/3 1 * <? = 3? ą = 9 

R.6 Determinar o numero de termos da P.G. 
^128, 64, 32. 1 ' 


^ = 3 


18 


256 


Resoluęao 
Temos que: 

a t — 128, <? = - 


64 


■. a n 


256 5 


/Z 


_ 9 


Aplicando a formula do termo geral, a„ = a,#' 1 *, 

obtemos: 


1 M V - 1 1 

256 -■ 128 - 7 •■•25^128 


f—V 

{2) 


-t 


1 1 Y“ l * J_ _fiY 

* * 2 S ■ 2 7 l 2 J ' ‘ 2 15 l 2 J 

•'•(łr = (fr i5 =''-' •••»- 


= 16 


Logo, a P.G. possui dezesseis termos. 


R.7 Determinar a razao da P.G. (a„)„ elN » tal que «, + a A = 252 
e a 1 + c 5 — 84. 

Resoluęao 

Aplicamos a formula do termo geral, a„ - a A q" ~ \ para 
n = 4, n — 2 e n = Ś, respeclivamente: 

a A = aęąH a, = ct A q; a 5 - 


Logo. temos 


o, + a 4 — 252 
o 2 + a 5 — 84 


a | + a\q l — 252 
a ,<2 + a x q Ą = 84 


Fatoramos o primeiro mernbro de cada uma das igual- 
«,(1 + q 3 ) = 252 


dades anteriores 


a^q( 1 +■ q y ) — 84 


Dividimos, membro a menibro. as duas igualdades ante¬ 
riores: 

g t (l + 1£) _ 252 J_ = 3 . = _L 

a^q( 1 + 1/ 3 ) 84 ^3 

R.8 Lnterpolar quatro meios geometrieos entre 1 e 243, nessa 
ordem. 

Resoluęao 

Devemos determinar a P.G. de seis termos, com a t = 1 


e a b — 243: 


(K . .. 243) 

rt Meios $ 

J, geometrieos a<) 


Pela formula do termo geral, a n — a^j" K temos: 

a 6 — a j^ 5 => 243 = ! • q 5 q — l/2A3 q = 3 

Logo, temos a P.G. (1,3, 9, 27, 81, 243). 

R,9 lnterpolar tres meios geometrieos entre 1 e 2, nessa 
ordem. 

Resoluęao 

Devemos determinar a P.G. de cinco termos com c, = 1 
e a 5 = 2: 

(L.. 2) 

f ' -*-' \ 

N Meios r 
a x geometrieos a . 

Pela formula do termo geral, a„ = ajf ~ ! , temos que: 

a 5 = arf =>2=1 ' cf q — ±%f2 

Chegamos, portanto, a duas interpolaędes possńreis: 
l 3 ) para q — i/2 , temos a P.G.: 

(1, 0 , 1/2? , , 2) 

2 5 ) para q = — i[2 , temos a P.G.: 

( 1 , ~ 3/2 , i/W , •• • ip 2 ? , 2 ) 

Simplificando, obtemos (1. tfl , J2 . , 2) ou 

(1. — 4 Jl , J2 , —if& , 2). 

R.10 Determinar o I4 Q termo da P.G. (a |f a lt ...) de razao 
ą = 3 e a s — 2. 

Resoluęao 

a 9 = 2; q = 3; u = 14; a ]A — ? 

Aplicando a formula do termo geral a„ = a k q” ~~ k , temos 
que a n = a 9 q 14 ~ 9 o 14 = 2 * 3 5 «, 4 = 486. 


EXERC1C!0S E3ASICOS 


B.l Quais das seąiiencias a seguir sao progressoes geome- 
tricas? 

a) (ri,, a 2 , a 3 , a A , a 5 ) tal que a„ = 3 * 2", V«, n G !N* e 
n ^ 5 

b) (u,, a 2> a 3 , a 4 , a 5 , a b ) tal que a„ = 3/i, Vn, n G IN* e 
n «£ 6 

c) [a 1 , ći 2 , a 3 , a 4 ) tal que a n ~ 5 _fl , Vn, n G IN* e n ^ 4 

f 4 

fli = — 

d) («!, « 2ł a 3 , c/ 4! n s ) tal que s 3 

. +1 = V/7, « G IN* 

en ^5 

e) (fl u a 2i a 3 , ti 4 ) tal que a„ = n n + Vu, n G N* e /1 ^ 4 

f) («,. a 2 , a 3 ) tal que = 2 1 '", Vn, 11 G IN* e n 3 

B.2 Verifique se e ou nao progressao geometrica a sequ6ncia 
(a„) dada por a n = 5"' 4 , Vn, n G IN*. 

B.3 Determine a razao da P.G. (a„) nelN . tal que a n = 15 e 
Cł A y * 5. 

B.4 Qual e a razao da P.G. (aj cuja lei de formacao e: 

3” 



a » 9n+1 


, V«, rt G IN*? 
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SEQUENCIAS NUMERICAS 





























UNIDADE 5 


B.5 Classifique cada unia das progressóes geometricas como 
crescente, decrescente, constante. oscilante ou quase nula: 
a) (5, 5, 5.5,...) 


o (i. •*, 4 j,...) 


1 

d) 4-, 0.0.0... 

2 j 


e) (-1,2, -4, S. —16) 

f) (0, 0, 0, 0, 0,...) 

B.6 Determine x, .v Er IR, de modo cjue a seąiiencia 
(5, 2x 4- 4, 6.i + 2) seja P.G. 

B.7 Para que valor de x, x £ IR. a seąiiencia (2. 2x, 4x + 6) e 
P.G. crescenle? 

B.8 Determine o decimo termo da P.G. (3, 6, 12,...). 


B.9 Obtenha o 11 2 termo da P.G. 


1114 


27 ’ 9 ’ 3 ’ 


B.ll Encontre a razao da P.G. {a„)„ eN » tal que a { — 2 e 
a 5 = 162. 

B»12 Qual e o numer© de termos da P.G. 

'512. 256, 128.—— l 1 ? 


1.024 )' 


B.13 Determine o mSmero de termos da P.G. 

r 1 , 4 , 4 .243). 


I 243 ’ 81 ’ 27 

B.14 Obtenha o primeiro termo da P.G. (a n )„ eK » tal que 
r?! + 28 e g 2 4 g^ 84* 

B.15 Qual e a razao da P.G. (a,)„ <= , N » tal que a, + a 4 — 27 e 
a 3 + a 6 - 108? 

B.16 Interpole quatro meios geometricos entre 3 e 96. nessa 
ordem. 

B.17 rnsira cinco meios geometricos entre 1 e 2, nessa ordem. 

B.18 Determine o 38 e termo da P.G. (a t , a 2 , a y , ...) de razao 

1 


T ea,2 ~ 64 


B.10 Calcule a razao da P.G. (<3 n ) new tal que a , = 4 e a 6 — 128. Exerefcios eomplemęntares de C.1 a C.7 


A corrente 

hao faz multo tempo, uma werdadeira mania tomou 
conta do Brasll: a corrente milionaria. 

Eu me lembro de quando recebl a proposta tenta- 
dora para participar dessa corrente. Carlos, urn colega 
de trabalho, apresentou-me uma lista com dez nomes, 
numerados de 1 a 10, dos quals o ultimo era o seu. 
Explicou que se tratava de uma "aęao entre amigos" 
cujo objetiwo era que cada um dos partlclpantes "en- 
gordasse" a sua conta bancarla com uma boa quantla. 
Eiquei interessado. 

O regulamento, que wlnha logo abaixo da lista de 
nomes, dlzia: 

§1. Para participar da corrente o adqulrente dewe entre- 
gar ao portador desta um cheque no walor de 
Cr$ 20.000,00 (wlnte mil cruzelros) nominał ao pri¬ 
meiro nome da lista. 

§2. ApÓ5 receber o cheque, o portador o depositara na 
conta cujo numero e banco encontram-se ao lado 
do primeiro nome desta lista. 

§3. O adqulrente dewe fazer duas cópias deste contra- 
to com a seguinte alteraęao: exclua o primeiro 
nome da lista, acrecentando o seu como decimo 
nome, seguldo do numero de sua conta bancaria, 
nome do banco e agenda. 

§4. Cada uma das cópias dewe ser passada a uma pes- 
soa de sua extrema confianęa que queira participar 
da corrente. Essa pessoa, por sua vez, repetfra os 
procedimentos anteriores, 

§5. Quando seu nome chegar a prlmeira posięao, woce 
recebera 1.024 cheques no walor de Cr$ 20.000,00 
cada. 


milionaria 

Para se ter uma ideia da quantia que representawa 
esse total de chegues, 1 dolar walia, na epoca, 
Cr$ 500,00. Logo, o total de cheques equiwalia a 
40.960 dólares. 

”Quando a esmola e demals, o santo desconfla'', di- 
zia meu welho pai. Por Jsso, pedl um tempo para pensar. 

Eui para casa entusiasmado com a quantia que po- 
deria ganhar, "sem risco algum" e de "modo absoluta- 
mente legał". 

Doce ilusao. Com alguns calculos muito slmples, 
percebi que a tal corrente era uma grandę fraude. Para 
en tender o porque, pense nas remessas de listas des- 
de o primeiro nome: 

primeira remessa de listas—* 2 pessoas (2 1 ) 
segunda remessa de listas —* 4 pessoas (2 Z ) 

terceira remessa de listas—* 8 pessoas (2 3 ) 

* 

* 

i 

declma remessa de listas—* 1.024 pessoas (2 10 ) 
etc. 

riaquela epoca o Brasll possufa cerca de 
120.000.000 de habltantes. Obserwando que 2 27 = 
= 134.217.728, percebe-se que apenas a 27 a remes¬ 
sa de listas ja esgotaria a populaęao do Brasil, isto e, 
todo cidadao brasllelroja teria sua lista e nao teria mals 
para quem passar. Desse modo, apenas algumas pes¬ 
soas receberiam os cheques. 

A corrente milionarla foi, certamente, obra de uma 
mente criminosa e conhecedora da teoria das progres¬ 
soes geometricas, assunto que desenwolwemos, ho- 
nestamente, neste capTtulo. 


A 
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5. REPRESENTAęAO GENERICA DE 
UMA P.G. 

Do mesmo modo, como no estudo da P.A., e importante 
sabennos representar uma P.G. genericamente. 

Exeniplos 

a) P.G. de tres termos, (x, xq, xq 2 ), em que a razao e q\ 
, com razao q,se q ^ 0. 

b) P.G, de quatro termos, (x, xą, xq 2 , xq 2 ), com razao q\ 


x * 
— ,x,xq 

q 


x 


—r, —» xq,xq- 
q 3 q 


, com razao q 2 , se q =£ 0. 


Demonstraęao 

Indiąuemos por S„ a soma dos n pnmeiros termos da 
P.G. (fl,, a 2 , a 3 ,.... a n ,...) de razao q: 

S„ = a x + a 2 + a 3 + ... + a n , ou seja: 
iS n = fl] + a x q + a { q 2 + ... + a l q’ 1 ~ 1 (I) 

Consideremos dois casos: l 9 ) q = 1; 2 9 ) q A 1. 
l a )<7=l 

Neste caso temos a soma: 

S n = a, + a, ■ 1 + a x ■ l 2 + ... + a, * l" -1 

$„ = a 1 + ffj + d\ + ... + Oj 
x ^- J 

n parcelas iguais a a t 





EXERCIC10 RESOLYIDO 

R.ll Determinar a P.G. de tres termos, sabendo que o produto 
desses termos 6 8 e que a soma do segundo com o terceiro 
termo e 10. 

Resołuęao 

Quando se conhece o produto dos termos, a representaęao 


mais co moda e 




-v, xq 


, Pelo enunciado temos que: 


x 

~4 


x ■ xq ~ 8 => x 3 = 8 x — 2 (I) 


x + xq = 10 (II) 

Substituindo (I) em (II), 2 + 2 q = 10 => ę = 4. 

Assim, para jc = 2 e ą = 4, temos que a P.G. | —, x, xą 

> % 

e igual a f-^~, 2, 8 


gk 



EXERCIClOS &A5IC05 


B.19 Em uma P.G. de tres termos, o produto dos termos e 
— 1.000 e a soma deles e 15. Qual e a P.G.? 

B.20 Determine a P.G. de tres tennos, sabendo que o produto 

desses termos e e que a soma dos dois pnmeiros e 2. 

O 

Exercicios compiementares C.8 e C.9 


6. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE 
UMA P.G. 

Teorema 

Sendo S„ a soma dos n primeiros temios da P.G. 
(aj, a 2 , a 3 , .... a „,...) de razao q> temos: 

• se q = 1, entao S„ — na { 

. , ^ a^\ ~ q n ) 

• se £7 # 1. entao = —-- 

7 1 — a 


S n - naj 

2 a ) $ * 1 

Multiplicando por q ambos os membros da igualdade (I), 
obtemos: 

S n q = d\q + ci\q 2 + a x q 2 + ... + a x q n (II) 

Subtraindo, membro a membro. as igualdades (I) e (II), 
temos: 

4 - Sm = a, - a,?" 

4(1 - q) = a ( (l - q") 

Como q 1, podemos escrever: 


s a 


1 - ty 


(c.ą.d) 


av 



EXERC1CI0 RESOLVIDO 


nm 


R.12 Calcular a soma dos dez primeiros termos da P.G. 
(3, 6, 12,...). 

Resołuęao 

a, = 3, q = 2, n — 10, S 1() = ? 
Como q =4 1, aplicamos a formula 


5 - = i-. 


para n = 10: 


*^10 


«i(l -^ !0 ) 


10 


• • S u, ~ 


1 ~ ą 

-3.069 

-1 


- • “^10 — 


3(1-2’") 


i -2 


5|„ = 3.069 



EXERCICI05 &A5IC06 


B.2I Calcule a soma dos onze primeiros termos da P.G, 
(2, 4, 8,...). 


B.22 Determine a soma dos dez primeiros termos da P.G. 
v 2 ’ 4 


fi JL J_ 1 
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UNIDADE 5 


B.23 Qual e a soma dos dez primeiros termos da P.G. 

(2, -4, 8, —16,,..)? 

B.24 Obtenha a soma dos trinta primeiros termos da P.G. 

(2,-2, 2, -2,...), 

13.25 A soma dos n primeiros termos de uma P.G. e 5.115. 
Determme n, sabendo qne a, = 5 e q — 2. 

B.26 Na P.G. (a t » a 2 , a 3 , ...) de razao q — 2, sabe-se que a soma 
dos oito primeiros termos e 765. Determine o valor den,. 

Exercicios complementares de C.10 a C.19 


Assim, temos que: 



]_ 

2 


+J- + ± + 

4 8 


1 

16 



Colculo da soma dos infinitos termos 
de uma P.G, 

Teorema 

O limite da soma dos infinitos termos de uma P.G. 
(a,, a 2 , a 3 ,...) de razao q, —1 < q < l, 6 dado por; 


7. SOMA DOS INFINITOS TERMOS DE 
UMA PROGRESSAO GEOMETRICA 


O segmento de reta AS tern 1 unidade de comprimento, 
e os infinitos pontos M,, M 2 , M 3 , M 4 , M s , ... sao tais que: 

• M, e ponto medio de AB ; 

• M 2 e ponto medio de M,S: 

• M 3 e ponto medio de M 2 B\ 

« 

« 

• 

• M„ + t e ponto medio de M„ 5; 
etc. 

Mj M 2 M 3 ... 


4 V - 


B 


Observemos que as medidas dos infinitos segmentos 


AM,, MjMi, M 2 M 3 , M 3 M 4 , ... formarn, nessa ordem, a 

..fili 1 ) 

progressao geometrica ^ , y, —, ...I. 

Notemos, ainda, que: 

• somando as medidas dos trSs primeiros segmentos, 

AM,, M,M 2 e M 2 M 3 , obtemos: 

* 

T’ = 0,875 

w 1 

• somando as medidas dos ąuatro primeiros segmentos, 
AM { , M,M 2 . M 2 M 3 e M 3 M 4 , obtemos: 


-L + -L + J- + 

2 4 8 


1 


15 


= 0,9375 


16 16 

somando as medidas dos cinco primeiros segmentos. 


AM h M,M,, M 2 M 3 , M 3 M 4 e M 4 M 5 , obtemos: 


2 4 8 


1 




1 


31 


= 0,96875 


16 32 32 

E assim sucessivamente, somando urna quantidade cada 
vez maior de medidas dos segmentos AM,, M,Mi, M 2 M 3 , 
nos aproximaremos “tanto quanto quisermos” da medida 1 , 
do segmento AB. Por isso dizemos que o limite da soma 


dos infinitos termos da P.G. 


1 1 


1 


1 


2 * 4 ’ 8 ’ 16 ’ '"r l ' 
Indicando esse limite pelo sfmbolo 54, temos S„ = 1 . Para 
abreviar, chamaremos esse limite simplesmente de soma 

filii * 


dos infinitos termos da P.G. 


2 4 ’ 8 ’ 16 ’ "T 


= 


a 


1 ~q 


Demonstraęao 

A soma S n dos n primeiros termos de uma P.G. de razao 
q, q 1 , e dada por: 


#41 ~ q n ) 


1 ~ą 


S = a \ ~ a \ 

- -—- 


1 -q 


. c _ <*\ r 

* * i t 

\ ~ q 1 ~ ą 


Como — I < q < 1, temos que q n tende a zero quando n 
tende a mais infinito (+°°) e, portanto, a expressao 

a { q n 


1 ~q 


$ = 


tambem tende a zero. Logo, a expressao 


ct\ a x q n a x 


tende a 


1 ~ q 1 — q 1 — q 

a +«>, isto e, lim S„ 


quando n tende 




n -* +00 I — ą 

Tndicando esse limite simplesmente por S x , temos: 

„ _ «! 


1 - ą 


(c.q.d.) 


Existe o limite da soma dos infinitos termos de uma 
progressao geometrica de razao q se, e somente se, 
— 1 < q < 1 . 


' EXERdciOS RESOLVIDOS 


R.13 Calcular a soma dos infinitos termos da P.G. 



5 _ 5 _ 
2 5 4 ’ 


Resoiuęao 

Calculando a razao da P.G., obtemos: 


5 _ 1 

? = T : 5 =>, = T 


1 


Como — 1 < — <1, entao existe a soma S„ 
Pela formula S„ = — ^ ——, conclufmos que: 


5L-- 


j -4 


=> = 


= 10 
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R.14 Considerar a seąiiencia de infinitos triangulos 

(A,S,C, t A 2 B 2 Ć 2 , A 3 B 2 C^ ...), sendo que os vertices de 
cada triangulo, a partir do segundo. sao os pontos medios 
dos iados do triangulo precedente (conforme figura). 
Sendo 20 cm o penmetro do triangulo calcular a 

sorna dos perfmetros desses infinitos triangulos. 



Resotuęao 

Da geometria, sabemos que “a medida de um segmento 
de reta cujos extremos sao os pontos medios de dois 
lados de um triangulo e igual a melade da medida do 
terceiro lado”. 



Ponto 

medio 


Assim, o penmetro de cada triangulo, a partir do segundo, 
e igual a metade do penmetro do triangulo precedente. 
Porta nto a sequencia dos perimetros, era centfmetros, e 
5 3 

20, 10, 5. —.J. Tal seqiiencia e urna P.G. infinita de 
razao Como —1 < ~ <l t segue-se que existe a 

—i M 

soma S„. Isto e: 

s„= ~ r~ = 20 , ,\S m — 40cm 

i-c/ | _J_ 

2 


R.15 Determinar a geratriz da dfzirna periódica D — 4,8888... 
Resotuęao 

D = 4 + 0,8 + 0,08 + 0,008 + 0,0008 + ... 

'---v-' 

P.G, infinita de razao 0,1 


.*. D = 4 + 


0,8 

1 - 0,1 


,*.D = 4 + 



Jf exercicios eAsicos 

B.27 Calcule a soma dos in f in itos termos da P.G. 

(45, 15,5,...). 

B.28 Qual e a soma dos infinitos termos da P.G. (32, 8,2,...)? 

B.29 A sorna dos infinitos termos da P.G. ix, ...je 5. 

Delermine ,v. 


B.30 Delermine a geratriz da dfzirna periódica 0= 1,323232... 
B.31 Obtenha a geratriz da dfzirna periódica O = 2,83333... 

9 

B.32 A soma dos infinitos termos da P.G. («,, a 2 ., ...) e —. 

Delermine a razao dessa P.G. sabendo que a, = 3. 


B.33 


(ITA-SP) Seja (a u a 2 , a } . ...) urna progressao geometrica 
infinita de razao a ( , 0 < a , < l, e soma igual a 3rz,. A soma 
dos tres primeiros termos dessa progressao geometrica e; 


a) 


8 

27 


b) 


20 

27 


c) 


26 

27 


d) 


30 

27 


e) 


38 

27 


Exercfcios complementares de C.20 a C.24 


S 




8. PROGRESSOES GEOMETRICAS EM 
CALCULOS DE JURO COMPOSTO 


Apliquei a quantia de R$ 500,00 na caderneta de pou- 
panęa. Ao finał de um mes, resgatei R$ 525,00. 

• A ąuantia aplicada, isto e, R$ 500,00. e chamada de Ca¬ 
pital inicial da aplicaęao. 

• A diferenęa entre a ąuantia que resgatei e a que apli- 
quei, isto e: R$ 525,00 - R$ 500,00 = R$ 25,00 

e chamada de juro produzido pela aplicaęao. 

• A soma do Capital inicial com o juro produzido, isto e, 
R$ 500.00 + R$ 25,00 = R$ 525,00, e chamada de 
montante acumulado no periodo de aplicaęao. 

• O ąuociente do juro pelo Capital inicial, isto e. 


25,00 

500,00 


■ 0,05 = 5%, e chamado de taxa de juro 


durante o periodo da aplicaęao. 


< 


Nota 

Na verdade, o rendiinento da caderneta de poupanęa e 
a soma da correęao monetaria com o juro; porem, para 
facililar a compreensao, chamaremos esse rendimento 
simplesmente de juro. 


Juro composto 

O tipo de juro mais usado nas transaędes financeiras e 
o juro composto. Para entender esse tipo de juro, obser- 
vemos o exemplo seguinte. 

Aplicando R$ 100.000,00 durante 3 meses a taxa de 
juro de 10% ao mes, qual o juro composto produzido? 

Calculemos: 



Portanto o juro composto produzido foi R$ 33.100,00. Notę 
que, em cada mes, a partir do segundo, a taxa de juro incide 
sobre o montante acumulado no mes anterior. Por isso, esse 
tipo de rendimento e chamado de juro composto. 

Ha um outro tipo de juro, chamado de juro simples, 
em que a taxa de juro incide apenas sobre o Capital inicial. 

Formula para o calculo do montante 
com juro composto e taxa constante 

Um capital C e aplicado durante n unidades de tempo 
a taxa i por unidade de tempo. Calcule o montante acu¬ 
mulado ao finał da aplicaęao. 


A 
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UNIDADE 5 


A tabela a seguir mostra o montante acumulado no 
finał de cada unidade de tempo. 


Unidades 

de 

tempo 

Capital 

juro 

Montante 

1 

c 

iC 

C+iC = m + i) 

2 

C( 1 + i) 

iC(\ - i) 

ca ± i ) + ica + a = c( i + o 1 

3 

cn + if 

iC{ 1 + i) 2 

c(i ,+•/)* + /ai + if - ca + if 

4 

ąi -i- i) 3 

iC( 1 + if 

C(l +if + ica + if = ai +if 

m 

» 

• 

* 

m 

• 

* 

V 

* 

m 

« 

* 



R.16 


Observe que a coluna dos montantes apresenta a 
P.G. (C( 1 + /'), C(1 + i) 2 , C(1 + i) 3 , C( 1 + 0 4 » ...), de 
razao ą — 1 + i. 

Ao finał de n unidades de tempo, o montante M acumu¬ 
lado fica igual ao enesimo termo da P.G., isto e: 

a n = a,ą n ~ 1 =?- M = C(1 + /)(1 + 0" “ 1 M = C’(l + if 
Chegamos entao a fómiula do montante M: 

M= C{ i + iY 

Nota 

Se a taxa nao for constante, os montantes na ultima co¬ 
luna da tabela anterior nao formarao urna P.G.. porem, ra- 
ciocinando de modo analogo, chegaremos a fórmula para 
o calculo do montante com juro composto e taxa varidvel: 

m = cci + m + yo + h) *... ■ (i + u 

em que i,, L, 4 , i„ sao as taxas variaveis por unidade de 
tempo. 


EXERCICIOS RE60LVID0S 

Calcular o montante acumulado por um Capital inicial de 
R$ 10.000,00 apiicado durante 6 meses a juros compostos 
de 5% ao mes. Dado: (1.05) 6 — 1.34. 

Resoluęao 

Aplicamos a fórmula M ~ C{ \ + i) n , em que 
C = R$ 10.000,00, i = 5% ao mes — 0,05 ao mes e 
n = 6 meses, 

Temos, entao: 

M = 10.000(1 + 0,05 ) & M = 10.000(1,05) 6 

M - 10.000 * 1,34 M — 13.400 
Logo. o montante ć M = R$ J 3.400,00. aproximadamente. 

Calcular o juro composto gerado por um Capital inicial 
de RS 4.000,00 apiicado durante 1,5 ano a taxa de 8% ao 
mes. Dado: (I,08) 1S — 3,99. 

Resoluęao 

Utilizamos a fórmula M = C(1 + /)". em que 
C — R$ 4.000,00, n — L,5 ano =18 meses, 
i - 8% ao mes = 0,08 ao mes. 

Nota 

Para aplicar a formula M = C(1 + i)'\ deve-se ter n e i 
na mesma unidade de tempo. 

Temos, entao: 

M ~ 4.000(1 + 0,08) 18 M - 4.000( 1.08) 18 

M = 4.000 • 3,99 M = 15.960 

O juro je a diferenęa entre o montante e o Capital inicial, 
isto e: 

j = RS 15.960,00 - RS 4.000,00 j = RS 11.960,00 
Logo, o juro e j — RS 11,960,00, aproximadamente. 


R,17 


R.18 Houve epoca em que a axa de inflaęao no Brasil era de 
25% ao mes. Qual era a taxa de inflaęao anual no Brasil, 
nessa epoca? Supor a taxa constante era cada mes. Dado: 

(1,25) 12 = 14,55. -^ 

Resolucao 

Para calcular tal inflaęao, vamos obter o juro composto 
produzido por um Capital inicial C apiicado durante 12 
meses a taxa de 25% ao mes. 

M = C( 1 + 0,25) 12 M = C( 1,25) 12 A M= 14.55C 

Assim, o juro j gerado no perfodo de 12 meses e: 
j = 14,55 C -C = 13,55C 

■ 

A razao ~ e a taxa durante o perfodo de 12 meses. 


J_ 

C 


13, 550 = [3 55 = 1.355 = j 355% 


€ 100 
Logo, a taxa de inflaęao era de 1.355% ao ano, 
aproxi madamente. 

R.19 Apliquei RS 1.000,00 na cademeta de poupanęa durante 
3 auos. No primeiro ano o rendimento foi 15%; nó 
segundo, 14%: e no terceiro, 20%. Qual foi o montante 
acumulado no finał da aplicaęao? 

Resoluęao 

Utilizamos a fórmula 

M = C(1 + r,)(l + ż 2 )(l + ij) ■ ... • (1 + ij, em que: 

C = RS 1.000,00, n = 3, £ = 0,15, i, - 0,14, | = 0.20 

Temos, entao: 

M = 1 . 000(1 + 0,15)(1 + 0.14X1 + 0 - 20 ) 

4% M ~ 1.000 *145 * 1,14 • 1,20 M — 1.573,20 

Logo. o montante acumulado foi R$ 1.573,20. 

R.20 O preęo de um produto era RS 600,00. O comerciante 
deu um desconto de 12% sobre esse preęo, reduzindo-o 
para um novo preęo p. A seguir, o comerciante den um 
desconto de 8% sobre o preęo p. Qua! foi o preęo finał 
do produto? 

Resoluęao 
Aplicamos a fórmula 

M - C(1 + i,)(l + L)( 1 + 4) * * (1 + r„)» em que: 

C — R$ 600,00, n — 2, z', — —0,12, U — —0,08 

Nota 

z | e i 2 sao negativas porque sao taxas de desconto. 
Temos, entao: 

M = 600(1 - 0.12X1 “ 0,08) 

M = 600 • 0,88 ■ 0,92 M ~ 485,76 

Assim, o preęo finał do produto foi RS 485,76. 


EXERCICIOS BASICOS 


B.34 Aplica-se um Capital inicial de R$ 25.000,00 durante 9 
meses a taxa de juro composto de 5% ao mes. Qual sera 
o montante acumulado no finał da aplicaęao? Dado: 
(1,05) 9 ~ 1,55. 

B.35 Calcule o juro composto gerado por um Capital de 
R$ 10.000,00 apiicado durante 10 meses a taxa de 3% ao 
mes. Dado: (1,03) 10 “ 1,34. 

B.36 Tendo sido aplicados R$ 1.000,00 a juro composto, 
depois de 3 anos, recebeu-se o montante de RS 1.728.00, 
Calcule a taxa anual de juro, sabendo que ela foi 
constante nos 3 anos. Dado: 12 3 = 1.728. 
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B,37 Qual o tempo necessario para que um Capital C, apiicado 
a juro composto de 5% ao mes, produza um montante 
igual a 2 Ci Dados: log 2 = 0,30 i; log 105 = 2,021. 

B.38 Calcule o Capital inicial que, apiicado a juro composto 
com taxa de 9% ao ano, acumulou ao finał de 7 anos o 
montante de R$ 36.400,00. Dado; (1,09) 7 — 1,82. 

B.39 Aplica-se um Capital de RS 20.000,00 a juro composto 
com taxa de 6% ao mós. Qual sera o montante acumula- 
do em 2 anos? Dado: (1,06) 24 — 4,04. 

B.40 Apliquei um Capital de R$ 10.000,00 durante 3 anos, a 
juro composto, tal que a taxa de juro no primeiro ano foi 
10%, no segundo foi 12% e no terceiro foi 8%. Qual foi 
o montante acumulado nesses 3 anos? 

B.41 Um terreno comprado por RS 100.000,00 valorizou 10% 
no primeiro mes, 8% no segundo mes, 9% no terceiro 
mes e 6% no quarto mes. após a compra. 

a) Qual deve ser o preęo do terreno após 4 meses de sua 
compra? 

b) Qual foi o porcentual de valorizacao nesses 4 meses? 

B.42 Na compra de um imóvel por R$ 50.000,00, tive um 
prejufzo de 5% no primeiro mes e outro prejufzo de 3% 
no segundo mes, após a compra. 

a) Qual foi o preęo do imóvel após os 2 meses da compra? 

b) Qual foi o porcentual do prejufzo nesses 2 meses? 

Sugestao. 

M = C(1 + i,)(l + 4)(1 + h) ' - * (1 + U, usando 
as taxas negativas: /, = —0,05 e i 2 = —0,03, pois sao 
taxas de prejufzo. 

B.43 Um comerciante, para acabar com seu estoąue, deu i 2% 
de desconto sobre o preęo p de um produto, que passou 
a custar p { . Por falta de compradores o comerciante 
descontou 5% sobre o preęop,, e o novo preęo passou a 
ser p 2 . A seguir descontou 3%' sobre o preęo p 2 . 

a) Qual foi o preęo fina! do produto, após esses tres 
descontos sucessivos? 

b) Qual foi o porcentual de desconto sobre o preęo inicial 
p , após os tres descontos sucessivos? 

w ; v : 

Exercfcios complementareś de C.25 a C.29 


EXERCICIOS COMPLEMENTAREŚ 

C.l (UFRO) O quarto, o setimo e o decimo termo de uma 
P.G. sao 20, 4jt + 2 e 1 + x 2 , respectivamente. A soma 
desses tres termos e: 

a) 55 b) 50 c) 40 d) 35 e) 30 


C.2 


(UFCE) Sejam.r e v numeros positivos. Se os numeros 3, 
.v e y formam, nesta ordem. uma progressao geometrica; 
e se os numeros x, y e 9 formam, nesta ordem, uma 
progressao aritmetica. entaox + ve igual a: 


a) 


43 

4 






C.3 Um fabricante de sabao em pó estima um crescimento de 
2% ao ano nas vendas do produto fabricado. Sabendo 
que no ćmo de 1999 foram vendidas x toneladas de sabao 
em pó, calcule. em funęao de.v, aquantidade, em toneiadas, 
que sera vendidano ano: 

a) 2004 b) 2010 c) n, sendo n > 1999 

(Nao e preeiso efetuar os calculos, deixe a resposta 
indicada.) 


C.4 


C,5 


C.6 


C.7 

C.8 


C.9 


Ha bacterias que se reproduzem por bipartięao, i sto e. 
cada uma delas se divide em duas ao atingir determinado 
tamanho. Suponha que em uma cuitura ha 3 • 2 7 dessas 
bacterias e cada uma delas se divida em duas dando 
origem a i a geraęao; cada bacteria da 1 - geraęao se divida 
em duas dando origem a 2- geraęao. e assim por diante. 
Em que geraęao o numero de indivfduos sera 3 • 2 25 ? 

(Fuvest-SP) Num torneio aberto de tenis estao inscritos 
4.096 jogadores. Em cada rodada as duplas sao formadas 
por sorteio e os perdedores sao eliminados. No finał 
restarao 2 jogadores que disputarao entre si o tftulo de 
campeao. Quantas pEirtidas o campeao tera disputado? 

(FEI-SP) Qual e a razao da progressao geometrica osci- 
lante que se obtem interpolando-se 5 meios geometricos 
entre 4 e 6. nessa ordem? 


Na P.G. de numeros reais (a„ a 2 , ...), com a ] =£ 0, 

tem-se que a l2 — 32« 7 . Determine a razao dessa P.G. 

(Mackenzie-SP) Dados os numeros reais a, b. c e d, se 
(a, c, d) e uma progressao aritmetica cuja soma dos ter¬ 
mos e -4 t" e (a, b. d) e lima progressao geometrica cujo 


produto dos termos e 8, entao, sabendo quen < d: 

a) bc = 4 c) ad = 2 e) cd — 10 

b) ab = 4* d) ac ~ 5 

(Cesgranrio) Em um irianguio retangulo, as medidas, em 
uma ntesma unidade de comprimenlo. do caleto menor. 
do cateto maior e da hipotenusa formam. nessa ordem, 
uma progressao geometrica. A razao ą dessa P.G. satis- 
faz a condięao: 

a) 0,7 < ą < 0,9 c) 1 < ą < 2 e) 3 < q< 3,2 

b) 0,9 <Lq < 1 d)2< q <3 


C.10 (Faap-SP) A soma dos 50 primeiros termos da seąuencia 

(1. 2. 2727 2 * ...) e: 

a) 2 51 b) 2 5E) c) 2 4y d) 2 4 ' J - 1 e) 2™ - 1 


C.l 1 (Cesgranrio) Lndieando por J£ 10 e Y i0 as somas dos 10 pri¬ 
meiros termos das progressóes geometricas (37 37 3®,...) 

X 

e (3, 3 3 , 3 ? , ...), respectivamcnte, o quociente e 
igual a: 

3 n + i 3® 

a) 3 )0 + I c) ~ . e) 


10 


b) 


3 10 - 3 


d) 


2 

3 + 3’ 
4 ~ 


C,12 (FGV-SP) Considere a progressao geometrica abaixo: 

(1,3, 37 3 3 ,..., 3"-‘) 

A soma de seus termos em funęao de n vale: 

3"'— 1 ^ , 


a) 3“ +l 

— 1 

b) ^ 


1 


c) 

d) 


2 

3 « +1 


e) 3 n 


C.13 O crescimento anual nas vendas de caleuladoras de urna 
fabrica e 20%. No ano de 1986 a fabrica vendeu 20.000 
imidades. Qual foi o total de vendas no quinquenio de 
19S6 a 1990? Dado: (l,2) s - 2,48832. 


C.14 Para que va1or de n. n G IN*, tem-se que 2 J — 4.094? 


C.1S (UFES) Em um rebanho de 15.000 reses, uma foi infec- 
tada pelo vfrus ‘ mc t ‘\ Cada animal infectado vive apenas 
dois dias, ao finał dos quats infecciona ounos tres 
animais. Se cada res e infectada uma uniea vez. em quanto 
tempo o vfrus “mC|” exterminara metade do rebanlio? 


147 















UNIDADE 5 


C.16 A progressao geometrica (a,. a 2 , ct } , ..., a„, ...), de razao 
q, pode ser representada por 

{arf, a t q, a x q 2 , a x q 3 ,.... a x q n ~ l ,...). O produto de seus 

n prinieiros termos e indicado por P n , isto e: 

P„ ~ a x q° • a x q ] ■ a } q 2 • a x q* * ... • a x q”~ 2 

a„ 

Mostre que essa expressao pode ser representada pela 
formula: 

* ii(a- 1J 

P n - a," ■ q 2 

Sugestao. Conserve a base a, e adicione seus expoentes; 
conserve a base q e adicione seus expoentes. 

C.17 Usando a formula do exercfcio anlerior. calcule o produto 
dos 18 primeiros termos da P.G. 
f 1 i i_ 3 
v 256 128 64’"'/ 

C.18 (UCG) Os termos da P.G. (.r, jt\ x 5 ..... _v l9y ) sao tais que 

X 5 |99 

logi + logi + loga + ... + logi — 20.000. Deier- 
minę o va!or de x. 

€.19 (Fuvest-SP) Uma progressao geometrica tern primeiro 

termo iguai a 1 e razao igual a J2 . Se o produto dos ter¬ 
mos dessa progressao e 2 39 , entao o numero de termos e 
igual a: 

a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16 

W 

C.20 Resolva, em IR, a eąuaęao -Y— = 5. 

/ = * 2 


C.21 Duas empresas A e B farao doaęoes a uma creche. A 
empresa A pagara, durante dez anos, quantias anuais da 
seguinte forma: no primeiro ano 100.000 dólares e, em 
cada ano seguinte, metade da doaęao do ano anterior. A 
empresa B pagara, ‘ L etemamente"’, quantias anuais da 
seguinte forma: no primeiro ano, 98.000 dólares e, em 
cada ano posterior. metade da doaęao do ano anterior. 
Qual e a empresa mais generosa? Por que? 

C.22 Considere a seqiiencia (C,. C>, Ć 3 ,...) de inłinitas circun- 
ferencias. Se o diametro da circunferencia C x e 80 cm e, 
a paitir da segunda, o diametro de cada circunferencia e 

do diametro da anterior. calcule a soma dos perime- 
Eros das infinilas cineunferencias. 



C.23 


Um motorista de caminhao avista repentinamente uma 
grandę pedra no meio da estrada e aciona os freios a 
100 m de distSncia da pedra. Após a Creada, o veiculo 
percorre 20 m no primeiro segundo e, durante alguns 


segundos, percoire. em cada segundo 


, ~ da distancia 


que percorreu no segundo anterior. Haverd o choque 
entre o veiculo e a pedra? Jusiitique. 


C.24 (TTA-SP) Se a soma dos termos da progressao geometrica 
infmita dada por 0,3; 0,03; 0.003; ... 6 igual ao termo 
medio de uma progressao arilmetica de tres termos, entao 
a soma dos termos dessa progressao aritmetica vale: 

a) y b) ~ c) I d) 2 e) ~ 


G,25 (UFPR) Um produto que ha dezoito meses custava 
R$ 56.00 aumentou 2% ao mes, de la para ca. O preęo 
desse produto hoje, em reais, e: 

a) 56-(1,2) 17 d) 56 • (1,2) 18 

b) 56 • (1,02) J8 e) 56 • (l,02) tv 

c) 56 * 2-' 8 



Ariranha iPteronura brasiliensis), mamffero encontrado em re- 
gióes pouco desbravadas da Amazónia e do Brasil Central. 


C.26 A ariranha e o mico-leao-dourado sito especies em extin- 
ęao no Brasil. Com o objetivo de preservaressas especies, 
fóram reunidos numa reserva florestal 120 ariranhas e 80 
micos-leóes-dourados. Constatou-se. após alguns anos, 
que o crescimento da populaęao de ariranbas foi 5% ao 
ano e que a populaęao de micos cresceu ii taxa de 10% ao 
ano. Em quanto tempo, após a reuniao desses animais na 
reserva, o numero de micos deve chegar ao dobro do 
numero de ariranhas? 

Dados: log 3 = 0,477; log 1,047 - 0,019. 



Mico-leao-dourado [Leontopithecus rosalia rosalia), pequeno 
primata que habita a America tropical. 


C.27 (Fuvest-SP) A cada ano que passa, o valor de um carro di- 
nitnui 30% em reiaęao ao seu va!or anterior. Se v for o va- 
lor do carro no primeiro ano, o seu valor no oitavo ano sera: 

a) f0,7) 7 v d) (0,3) s v 

b) (0,3) 7 v e) (0,3) 9 v 

c) (0,7) 8 v 

€.28 (Vunesp) Se a laxa de inflaęao mensal for 10% durante 
12 meses seguidos, entao a taxa de inflaęao anual durante 
esses 12 meses sera: 

a) 120% d) 313% 

b) 100[(1,2) 10 - I ]% e) 100(1,1) 12 % 

c) 100[(l,l) l? - 1]% 


C.29 (PUC-RS) A caixa beneficente de uma entidade rende. a 
cada mes, 10% sobre o saldo do mes anlerior. Se. no int- 
cio de um mes, o saldo era.r, e considerando-se que nao 
haja retiradas, depois de 4 meses o saldo sera de: 


a) 


b) 


11 


10 

11 
10 


Y 

> 

V 1 


X 


e) x + 


d) .v + 


(t) 


4 - 

X 


e) x + 


10 


> 


II 


10 


} 
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Copftulo 26 

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO 


1. SENO, CO-SENO E TANGENTE DE UM 
ANGULO AGUDO 

Dado um angulo agudo qualquer de medida ot, consi- 
dere os infinitos trianguios retanguios que possuem o 
angulo de medida a. Alguns desses trianguios sao: 


Em resumo, temos: 



Observe que os trianguios O AB, OCD, OEF e OGH sao 
semelhantes. Assimu a razao entre dois lados quaisquer de 
um deles e igual a razao entre os lados correspondentes 
dos outros, ou seja: 


BA 

DC 

FE 

HG 

OA 

OC 

OE 

OG 

OB 

OD 

OF 

OH 

OA 

OC 

OE 

OG 

BA 

DC 

FE 

HG 

OB 

OD 

OF 

OH 


Notę que as constantes r u r 2 e r 3 dependem exclusiva- 
mente da medida a, e nao das dimensoes do triangulo 
escolhido para obte-las. 

Como os infinitos trianguios retanguios que possuem 
o angulo agudo de medida a sao semelhantes entre si, 
temos que as constantes r it r 2 e r 3 podem ser obtidas, de 
maneira analogu, a partir de qualquer um deles, ou seja: 



Cateto 
oposto a a 


r, — 


n — 


Medida do cateto oposto a a. 
Medida da hipotenusa 

Medida do cateto adjacente a a 
Medida da hipotenusa 

Medida do cateto oposto a a 
Medida do cateto adjacente a a 


As razóes (trigonometricas) r,, r 2 e r 3 sao chamadas 
respectivamente de: seno do angulo a (sen a), co-seno do 
angulo a (cos a) e tangente do angulo ot (tg a). 



sen a — 


cos a = 


tg a 


Cateto oposto _ b 
Hipotenusa a 

Cateto adjacente _ c 
Hipotenusa a 

Cateto oposto _ b 
Cateto adjacente c 



f EXERCICiOS RESOLVIDOS 


R.l Com o auxliio de regua graduada e transferidor, caicular 
sen 42°, cos 42° e tg 42°. 

Resoluędo 

Constmfmos tmi angulo de 42 Q : 



Traęamos uma perpendicular a um dos lados desse angulo: 

B 



Medimos, com auxflio da regua, os lados do triangulo 
ABO. Temos: 

AB = 2.7 cm; AO — 3,0 cm; BO = 4,1 cm 
Assim, calculamos: 

sen 42° = 44- = 0,6; cos 42° - 44- *= 0,7; 


4,1 

lg42 ° = lir =0-9 


4.1 
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Nota 

Quando medimos um segmento de reta com uma rćgua 
graduada, cometemos, inevitavelmente, erros de aproxi- 
maęao. Portanto os reśultados obtidos para sen 42°, 
cos 42° e tg 42° sao vaIores aproximados. Ex i stem 
metodos. mais eficientes, que calculam esses valores 
com quaiquer preeisao desejada. 

R,2 Sabendo que sen 30® - HUK, cos fjf == 0.80 e 

tg 36 a = 0,72, calcuiar o valor de a- em cada figura. 

a) 


20 km 





Resoiucao 

a- 

a) A razao trigonometrica que deve ser aplicada e aquela 
que relaciona os elementos: 

• angulo agudo (36°); 

• cateto oposlo (a); 

• hipotenusa (10). 

Tai razao e o seno. Assim. temos: 


sen 36° = 


x 


0,58 


x = 5.8 


10 10 

Logo. .v - 5,8 cm. 

b) As medidas relacionadas no triangulo retangulo sao: 

* angulo agudo (36°); 

* cateto adjacente (a); 

* hipotenusa (5). 

Dessa forma, a razao trigonometrica adequada e o co- 
seno. Assim, temos: 


cos 36° 


Logo, ,v - 4 m 


0,80 = 


,v = 4 


c) A razao trigonometrica que relaciona o angulo agudo 
(36°), o cateto oposto (a) e o cateto adjacente (20) e a 
tangente. Entao, calculamos: 

x 




0,72 = 


20 


14,40 


Logo. x — 14,40 km. 


R.3 


Um engenheiro deve medir a largura de um rio. Para 
isso. fixa um ponto A na margem em que se encontra e 
um ponto B na margem oposta (conforme figura). A se- 
guir, desloca-se 40 m perpendicularmente a reta AB ate 
o ponto C e mede o angulo ACB , obtendo 44°. Qual e a 
largura do rio? (Dados; sen 44° = 0,69, cos 44° = 0.71 
e tg 44° - 0.96.) 



Resoluędo 

No triangulo retangulo ABC, estao relacionados o angulo 
agudo (44°), o cateto oposto (€) e o cateto adjacente 
(40 m), 

A razao trigonometrica que relaciona tais medidas e a 
tangente. Logo, temos: 

e € 


to 44° — 

e 40 


0,96 = 


40 


i = 38,4 m 


Assim, a largura do rio e 38,4 m. 


Calculando distancias a pontos 
inacessTveis 

Com o auxlllo de um teodolito para medir angulos, 
podem ser calculadas, atraues da trigonometria, altu- 
ras de montanhas, iarguras de rios, distancias entre 
corpos celestes etc. Mo exerdcio C.3 v/eremos como 
calcuiar a medida do raio da Terra, 



leodolito: instrumento portatil utilizado em topografia e em 
astronomia com a finalidade de medir angulos. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l Com o auxilio de regua graduada e iransferidor, calcule 
sen 35°, cos 35° e tg 35°. 

8.2 Sabendo que sen 28° = 0,46, cos 28° = 0,88 e 

tg 28° - 0,53, calcule o valor de a em cada figura: 



b) 




5 cm 


B.3 Um alpinista deseja calcuiar a altura de uma encosta que 
vai escalar. Para isso. afasta-se, horizontalmente, 80 m 


150 























do pe da encosta (conforme figura) e visuaUza o topo sob 
um angulo de 55° com o piano horizontal. Calcule a 
altura da encosta. (Dados: sen 55° = 0.81, cos 55° = 0,57 
e tg 55° = 1,42.) 



B.4 Uma escada deve ser construida para unir dois pi sos de 
um predio. A altura do piso mais elevado em relaęao ao 
piso interior e de 8 m. Para isso, foi construida uma 
rampa piana unindo os dois pisos. Sabendo que o angulo 
formado pela rampa com urn piano borizontal e 33°, 
calcule o comprimento da rampa. 

(Dados: sen 33° = 0,54, cos 33° = 0,83 e tg 33° = 0,64.) 

B.5 Sabendo que tg a = 3 e tg (3 =4, calcule o valor de x na 
figura: 


A 



Sugestao. Indiąue por y a medida AD e monte um 
s i stema de eąuaęóes em x e y. 

Exercicios complementares de C.1 a C.4 


2. RELAęAO ENTRE O SENO, O 
CO-SENO E A TANGENTE DE UM 

Angulo agudo 

Teorema 


Dado um angulo agudo de medida ot, tem-se que: 


tg a 


sen a 
cos a 


Demonstraęao 

Construindo um angulo agudo de medida ol e traęando 
uma perpendicular a um dos lados do angulo (conforme 
figura), temos: 



Calculando sen a e cos a, e efetuando o quociente 


sen a , , 

-conclutmos que: 

cos ot n 


sen a 
cos a 


b_ 

a 


c 

a 


~e =tg “ 


(c.q.d.) 


m 



EXERCICIO RESOLVIPO 


R.4 Dados sen. 40° «* 0,64 e cós 40° 
valor de x na figura: 


0,76, determinar o 



10 m 


Resoluęao 


ts40 “ = f> 


Como temos os valores sen 40° - 0,64 e cos 40° 
podemos determinar o valor da tg 40°, ou seja: 


0,76, 


tg 40° - 


sen 40° 
cos 40° 


0,64 

0,76 


0,84 


Assim, 0,84 


10 


jc - 8.4. 


Logo. x = 8,4 m. 

Edipse solar 

Quando a Lua se interpóe entre a Terra e o 5qf 
ocorre um eclipse solar. 



As relaęóes trlgonometricas, auwilladas por outros 
recursos, nos permltem calcular a medida h. A area 
A da calota da superflcle terrestre de onde o eclipse 
pode ser observado e dada por A = ZnRh. 


3. Angulos complementares 

Lembre-se de que dois angulos agudos de medidas a e 
p sao complementares se, e somente se, a + (3 = 90°. 

Nota 

Se ot e f3 sao medidas de angulos complementares, 
dizemos que a e [3 sao medidas complementares. 
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Exemplos 

a) 20° e o complemento de 70°. 

b) 32° e o complemento de 58°. 

c) 90° — ot e o complemento de a. 

Teorema 

Se a e a medida de urn angulo agudo, entao 
sen a — cos (90° — a) e cos a = sen (90 p — ot). 

Demonstraęao 

Construindo um angulo agudo de medida ot e traęando 
uma perpendicular a um dos łados do angulo, temos: 




Observe que o Sngulo Ć e o complementar de B , pois 
et 4- med(Ć) = 90° => med(C) = 90° - a. 



Assim, temos que: 
b 


sen a = 


a 


cos (90° — a) = — 


cos a ~ — 
a 


sen (90° - a) = — 


Provamo$, assim, que: 


> =? sen a = cos (90° — a) 


> cos a — sen (90° - a) 


(c.q.d.) 


Se dois angulos agudos sao complementares, 
entao o seno de um deles ć igual ao co-seno do 
outro. 


Exemplos 

a) 20° e o complemento de 70°; logo, sen 20 
e cos 20° = sen 70°. 

b) 32° 6 o complemento de 58°; logo, sen 32° 
e cos 32° = sen 58°. 


O_ 


cos 70° 
cos 58° 



EXERCIClO RESOLYIDO 


R.5 Sabendo que cos 23° — 0,92, calcular o valor da ex- 
pressao: 

sen 23° + cos 67° 


E = 


Resoluęao 

Como 23° e o complemento de 67°, temos que 
cos 67° = sen 23°. Assim, temos: 


E = 


sen 23° + sen 23' 


sen 23' 


cos 23° 


E = 2 sen 23* 


cos 23° 


.\E = 


4 sen 23° 
cos 23° 0,92 


SA 



Logo, E = 0,46. 


EXERCICIOS BASICOS 




B.6 Sabendo que sen 55° = 0.8 1 e cos 55° - 0,57. detennine 
o valor de x na figura. 


55° 

27 cm 

B.7 Sabendo que sen 37° = 0,6, calcule o valor da expressao: 

E = 2 tg 37° sen 53° 

B.8 Sabendo que a e a medida de um angulo agudo e que 
3 

sen a = —, calcule o valor da expressao: 


E = 


sen a sen 


O 


- ot) 


cos a cos (90° — a) 


+ cos (90° — a) 


B.9 Na figura abaixo tem-se que sen (90° - a) = —. 
Determine o va!or de x. 



B.10 Na figura a seguir, tem-se: 

CD — BD — 5 cm e DA = 3 cm 


s 



4 te 23° 


Calcule: 

a) cos 2ot b) tg (90° 

Exercfcios complementares C.5 e C.6 


a) 
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4. A TRIGONOMETRIA E O TEOREMA DE 
PITAGORAS 

Dado um dos valores sen a, cos a ou tg a, em que a e 
a medida de um angulo agudo, e possfvel determinar os 
outros dois valores com o auxflio do teorema de Pitagoras, 
conforme veremos nos exercicios resolvidos. 



EXERCICIOS RE BOLYWOB 


R.6 Sabendo que a e a medida de um angulo agudo e que 


sen a = -V, calcular cos ct. 


Resoluęao 

3 

Se a 6 um angulo agudo e sen ot = —, entao existe um 

k/ 

tiiangulo retangulo com um angulo agudo de medida ot 
tal que o cateto oposto a ot mede 3 e a hipotenusa mede 5, 
conforme figura a seguir. 



Pelo teorema de Pitagoras, podemos calcular a medida _v 
do cateto adjacente a a: 

x 1 + 3 2 = 5 2 x 2 = 16 x = 4 


Temos, entao: 



R.7 Sabendo que a e um angulo agudo e que cos a — —, 
calcular tg a. 

Resoluęao 

Existe urn triangula retangulo com um angulo agudo a 
tal que o cateto adjacente a a mede 5 e a hipotenusa 
mede 13 conforme figura abaixo. 



Pelo teorema de Pitagoras, podemos calcular a medida 
x do cateto oposto a a: 

jc 2 + 5 2 = i3 2 jc 2 = 144 jc = 12 

Temos, entao: 



Assim, tg a = 





EXERCICIOS BAS1C0S 


B.ll Sabendo que a 6 a medida de um angulo agudo e que 
cos a = * calcule sen a. 


B.12 Determine o valor de tg a, sabendo que ot e a medida de 
um angulo agudo esena = 

B.13 A medida de um angulo agudo ć o:. Obtenha os valores 

4 

de sen ot e cos ot de modo que tg ct = —. 

B.14 Dado que ot e a medida de um angulo agudo e que 
tg ct = 2, calcule sen ct e cos a. 

B.I5 A medida a de um angulo e tal que 0° < a < 90° e 

sen a = 3 cos a. Calcule os valore-s de sen ot e cos ot. 
Sugestao. sen a = 3 cos ot =» tg o; = 3. 

B.16 Prove que, se a 6 a medida de um angulo agudo, entao 
sen 2 a + cos 2 a = 1. Neta. Os sfmbolos sen 2 a e cos 2 a 
devem ser entendidos como (sen a) 2 e (cos a) 2 , respecti- 
vamente. 

4 

B.17 Na figura, tem-se cos a = — e BC = 8 cm. Determine 
o valor de ,v. 



Exercicios complementares de C.7 a C.9 
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5. ANGULOS NOTAVEIS 

Para estudar os conceitos que vem nos próximos itens, 
convem conhecermos o seno, o co-seno e a tangente de 
alguns angulos. Escolhemos, pela facilidade das demons- 
traęoes, os angulos de medidas 30°, 45° e 60°, que cha- 
maremos de angulos notaveis. 

Angulo de 45° 

Ja estudanios que a medida de cada diagonal de um 

quadrado de lado a 6 a JJ , e cada angulo interno do qua- 
drado e dividido em dois de 45° por urna diagonal. 
Assim, temos: 



sen 45° = 


cos 45° 


a 


1 _ JJ 


JJ 
_ 1 
mJJ JJ 


d 


2 

Jl 


tg 45° = 


a 

a 


= 1 


Angulos de 30° e 60° 

Conibmie ja estudanios, a medida de cada altura de 


um triangulo equilatero de lado a e 


a 


JJ 


. Yimos que 


cada altura desse tipo de triangulo tambem e bissetriz 
interna e mediana. Como cada angulo interno do triangulo 
equilatero mede 60°, temos: 

Assim, temos: 



sen 30° = 


0_ 

2 


cos 30° 


tg 30° = 


a 

a Jl 


2 


JJ 


1 _ JJ 


dJJ JJ 


2 


Como 60° e o complemento de 30°, temos: 

JJ 


sen 60° = cos 30° = 

2 

cos 60° = sen 30° = 


tg 60 


o _ 


sen 60° 
cos 60° 


JJ 

M 


= JJ 


Tabela dos angulos notaveis 


sen 

1 

2 

JJ 

2 

,.[J 

2 

cos 

HHHHH 

-/3 

JJ 

1 

2 

2 

2 

« 

JJ 

3 

1 

JJ 



EXERCICIOS RESOLYIPOS 

R,8 Calcu! ar o valor da expressao: 

cos 60 c + cos’ 30° 


E = 


sen 3 30° + tg 5 45° 

Resoluęao 

Por convenęao, dado um angulo de medida a, tem-se: 

sen' 1 ot — (sen a)", cos' 1 a = (cos a)", tg" a = (tg ot)" 
Assim, calcuiamos: 

..^3 V 

cos 60° + (cos 30°) 2 . 

(sen 30°) 3 4- (tg 45 D )‘ i * 




J_ _3_ _5_ 

• F _ 2 4 _ 4 10 

i. « | 1 JLm 


tT +(1)5 


i JL 
T + 1 8 

R.9 Determinar o valor de x na figura: 


6 



Resoluęao 

Calculando as medidas dos angulos intemos do 
triangulo BCD, temos: 

B 



O triangulo BCD e isósceles, pois possui dois angulos de 
me sina medida; logo, CD = BD = 20 m. 
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sen 60° =" 


Assim, do triangulo ABD, tetnos que: 
x vV , J3 x 


20 


BD 20 2 

Logo, .t - 10 VT m. 


1 EXERCICIOS BASICOS 


B.18 Caleule o valor da expressao: 

sen 2 45° 4- cos 4 60° 


. x = 10 a/J 



E = 


tg 4 60° 

B.19 Sendo x — 10°, qual e o valor da expressao: 

_ , 3x 15x 

sen 3.v + cos —— — sen —— 


E = 


tg 2 6x 

B.20 Determine o valor de x na figura: 


e 


/ 


A 45° 

30° 


10 cm 


D 


Sugestao. Prove que o triangulo ABD e isósceles. 


B.21 Caicule a medida x do segmento DE na figura: 



Sugestao. Prove que o triangulo BCD e isósceles, 

B.22 Um teleferico deve unir um ponto A de um terreno piano 
e horizontai ao topo D de um morro cuja base se apóia 
sobre esse terreno. Para calcular a quantidade de cabos de 
aęo necessaria para unir A e D, um engenheiro marcou, 
no terreno, um ponto B entre o ponto Aeo ponto C da 
base do morro, tal que CD e vertical. A seguir obteve as 
medidas: m(DAC) = 30°, m(DBC) — 60 ° eAB — 200 m. 
Caicule: 

a) a altura do morro; b) a distSncia entre A eD. 


u i»w- 





lr * _ 


454 


' ‘V 

*£• 1 



Exercicios complertientares de C.10 a C.15 



EXERC!CIOS COMPLEMENTARES 


C.l A polfcia federal localizou na floresta amazóniea unia 
pista de pouso clandestina com as seguintes carac- 
teristicas: 

• a pista media 300 m de comprimenlo, era piana e hori- 
zontal; 

• no finał da pista havia urna arvore de 30 m de altura. 
conforme figura. 


V 

a 


C.2 


C.3 


CA 


C.5 


180 m 



300 m 


Se um pequeno aviao partir do ponto A, no sentido de B, 
e exatamente no ponto C levantar vóo em iinha reta, de 
modo que essa reta formę um angulo a com o piano ho- 
rizontal, qual deve ser a tangente de a (tg a) para que a 
aeronave passe exatamente 10 m acima da arvore? 

Um poste localiza-se nu ma rampa piana que forma um 
angulo de 28° com o piano horizontai (conforme figura). 
Num instante em que os raios solares sao perpendicu- 
lares a rampa, o poste projeta sobre essa rampa urna som- 
bra de 2,3 m de comprimento. Caicule a altura do poste, 
(Dados: sen 28° — 0,46, cos 28° = 0,88 e tg 28° = 0,53.) 


m 


ar 


28 ; 


sr 


(FEl-SP) Um observador, 
do alto de uma torre verti- 
cal, de altura h, enxerga a 
Iinha do horizonte. Saben- 
do que um rai o visual for¬ 
ma com a vertical da torre 
um angulo de medida 0. de- 
termine, em ftmęao de h e 
0, a medida do raio da Ter¬ 
ra. Sugestao. O raio e per- 
pendicular a reta tangente 
no ponto de tangencia. 


Os triangulos ABC e ABD estao inscritos numa semicir- 
cunferencia de diametro AB. como mostra a figura. A 
razao entre as medidas dos lados AD e CB. nessa ordem. e: 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


2 sen a 
cos P 
sen a 
2 cos p 

sen p 
cos a 

sen p 


D 



B 


sen a 


1 


2 sen a cos P 


(Faap-SP) A figura a seguir mostra um painel sol ar de 
3 inetros de Iarguraeąuipado com um ajustador hidraulico. 
A medida que o Sol se eleva, o painel e ajustado automa- 
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ticamente de modo que os rai os do Sol incidam perpen- 
dicularmente nele. 



O vator de y (em metros) em funcao de 0 e: 

a) y = 3 sen 0 d) y = 3 cos 0 

b) y — 3 sen 0 + 3 e) imposswel de ser determinado. 

c) y = 3 tg 0 




C,6 


Cale ule a medida .v do segmento AD da figura abaixo. 


sabendo que sen a 


5 

13 


e cos a — 


12 
13 ' 



fi--10 cm — D 


C.7 (UERJj Dado que a e a medida de um angulo agudo com 

3 , , „ sen a + cos a. , 

—. o valor da expres$ao - e: 


sen a 


a) 


21 

20 


b) 


28 

15 


c) 


28 

75 


d) 


tg ot 

21 


100 


e) 


15 


C.8 Para medir a largura de um rio, de margens paralel as, um 
topógrafo marcou dois pontos A e B. numa mar gem, 
distantes 52 m um do ouiro. Na outra margem* o topógrafo 
tomou um ponto C tal que os angulos CAB e AĆB tern 
medidaś iguais e o angulo agudo ABC tem medida a, 
12 

com tg a = — j-. Qual e a largura do rio? 


C.9 Uma torre esta loealizada em urn terreno piano e hori- 
zontai. Sobre esse terreno tomam-se dois pontos A e B . 
distantes 126 m um do ouiro, alinhados com a base da 
torre. Do ponto A. ve-se o ponto P mai s alto da torre. sob 
um angulo de medida ot com o piano horizontal. Do pon¬ 
to B ve-se P sob um angulo de medida p com o piano ho¬ 
rizontal. Cale ule a altura da torre, sabendo que 



C.10 (PUC-MG) Um angulo interno de um triangulo tem me¬ 
dida ot, e os lados que determinam esse angulo medem a 
e b, conforme figura. Nessas condięoes, a area desse 
triangulo e: 


a) ~ab senat 

b) -~ab cos a 


c) ~cib tg a 

d) cos a 


e) —sen a 



A 

Sugestao. Tracę a altura de medida /?, relativa ao lado de 
medida b. 


C.11 


Usando a formula deduzida no exercfcio anterior, calcule 
a area dos seguintes triangulos: 


a) 

5 cm 


c) 


1 dm 


30 Q 

8 cm 


b) 



4 m 4 m 


45 c ' 

2 dm 


C.12 (Fuvest-SP) Dois pontos A e B estao situados na margem 
de um rio e distantes 40 ni um do outro. Um ponto C, na 
outra margem do rio, es la situado de tal modo que o an¬ 
gulo CAB mede 75° e o angulo ACB mede 75°. Determi- 
ne a largura do rio. 

a) 40 m 

b) 20 m 

c) 20 ni 

d) 30 m 

e) 25 m 


C.13 Um observador, 
no ponto O da fi¬ 
gura a seguir, ve 
o p red i o segundo 
um angulo de 
105°. Se esse ob- 
servador esta si¬ 
tuado a uma dis- 
tancia de 18 m do 
predlo e a uma 
altura de 18 m 
em relaęao ao 
terreno horizon- 
tal, entao a altura 
do predio 6: 

a) 18(71 + I)m 

b) (1073~ + 9) m 

c) (2 + J3 ) rn 



d) 58 m 

e) (73 + 28) m 


C.14 A figura mostra duas circunferencias de raios 12 cm e 
4 cm, tangenles entre si e tangentes a uma reta r. Deter- 
mine a medida ot do angulo OAB. 



C.15 Determine a medida da projeęao ortogonal do segmento 
AB sobre a reta r. 



a 
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Ccipftulo 27 

O SISTEMA TRIGONOMETRICO 


1. O RADIANO, UNIDADE DE MEDIDA DE 
ARCO E ANGULO 

Ate aqui utilizamos apenas o grau como unidade de 
medida de angulo. Neste capltuio vamos estudar uma ou- 
tra unidade: o radiano. 

Consideremos um ai'co AB, 
contido mima circunferencia de 
raio r, tal que o comprimento do 
arco AB seja igual a r. 

Dizemos que a medida do arco 
AB e 1 radiano (1 rad). 

Definięoes 

1. Um radiano (1 rad) e um arco cujo comprimen¬ 
to e igual ao do raio da circunferencia que o contem. 

2. Um angulo AÓB ^ - 

mede 1 rad se, e so- 

mente se, determina / / ' \ 

numa circunferencia / 1 rad 1 1 

de centro O um arco 
de 1 rad. 




r (1 rad) 



EXERCICIO RE60LV1P0 

R, 1 Determinar a medida do arco AMB.da figura, em radia nos. 



Resoluędo 
Pela regra de tres: 


rad 

1 

x 


cm 

5 

7 


temos x = — rad = 1,4 rad. 

Logo, a medida do arco AMB e 1,4 rad. 


2. A MEDIDA DA CIRCUNFERENCIA EM 
RADIANOS 

Sabemos que unia circunferencia mede 360°. Qual 
sera sua medida em radianos? 

Pensemos... 



O comprimento de uma circunferencia de raio r, numa 
certa unidade u, e 27t/\ Logo, sendo x a medida da circun¬ 
ferencia em radianos, temos, pela regra de tres: 


rad 

1 

x 


u 

r 

2 nr 


-¥ 


x = — -f — rad 
a - — 2n rad 


Assim, temos: 

A medida de uma circunferencia e 27t rad. 

Como K — 3,14, a conclusao anterior nos diz que o 
comprimento da circunferencia equivale a 2k — 6.28 rai os 
dessa circunferencia. 

3. TRANSFORMAęÓES DE UNIDADES 

Dizemos que uma medida em radianos e equivalente a 
unia medida em graus se sao medidas de um mesmo arco. 
por exemplo, 2k rad e equividente a 360°, pois ambas sao 
medidas de um arco de uma volta completa. Conseqiien- 
temenle, temos: 

7t rad e equivalente a 180° 

Essa equivaleucia nos permite transformar uuidades, 
ou seja, dada a medida de um arco em graus, podemos 
obter a medida desse arco em radianos e vice-versa. 
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EXERCICIOS RESOLYIDOS 

Determinar, em radianos, a medida equivalente a i20 c . 
Resoluęao 

Lembrando que rr rad equivalem a 180°, basta resol- 
vermos a regra de tres: 


rad 

JE 

X 


graus 

180 

120 


1-80'jc = 120 je 
120 je 


x = 


X — 


180 
2je 


rad 


rad 


R.3 


TI 


Determinar, em graus, a medida equivalente a — rad. 
Resoluęao 


rad 

TU 

Tl 

6 


graus 

180 


180 


JE 


. . X — 


71 


graus 


/. .r = 30° 


O comprimento de urna curva 

ho projeto de u ma estrada, um engenheiro preue 
que urna curva tera o formato de um arco de circun- 
ferencia de raio 500 m. Desde o ponto A, InTcio da 
curua, a te o ponto B, ffnal da curua, a estrada muda 
sua direęao em 50®. Observe como o profbsional 
calcuia o comprimento que tera a curva: 



EXERCICIOS BASICOS 



B.l Detennine, em radianos, a medida do arco AMB. 



B.2 Detennine, em graus, a medida do arco AMB , da figura 
abaixo. 



30 0 



Calculo da medida a do angulo central: 

150° + 90° + 90° + a = 560° => a = 50° 

Regra de tres usada no calculo do comprimento x 
da curua: 

360°— 2 • je • 500 m 
30°— x 
x — 261,7 m 


Detennine, em radianos. 

a medida equivalente 

O 

O 

'c? 

f) 270° 

b) 315° 

g) 30° 

c) 210° 

h) 300° 

d) 45° 

i) 20° 

e) 90° 

-P* 

O 

0 


B.4 Expresse, em graus, a medida equivaiente a: 

a) y- rad 

b) ~ rad 

O 

\ 3jt „a 

c) — rad 

4 

A\ A 

d) — rad 

4 

v 2 je , 

e) — rad 


f)f rad 


g) 

h) 


4je 

5je 
9 

, N 1 1 JE 

0 T 

j) l rad 

k) 1,5 rad 

l) 0,7 rad 


rad 


rad 


rad 


A 
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-► 

rad, -2ir rad 


- > 

rad, 2k rad 


Sugestao. Para os itens j, kel, substitua k, na regra de 
trSs, por um valor aprosrmado. Por exemplo, no item j: 


rad 

graus 

3,14 

180 

1 

- X 

Exercicios complementares 

de C.1 a C 


5. ARCOS TRIGONOMETRICOS 

A cada ponto M da circunferencia trigonometriea asso- 
ciamos medidas em graus ou radianos do arco AM. 

Exempios 

a) Partindo do ponto A e girando uma volta completa no 
sentido anti-horario, associanios as seguintes medidas 
aos pontos A, B, A' e B': 


4. CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 


Ate aqui. definimos seno, co-seno e tangente somente 
para angulos agudos. Vamos estender esses conceitos para 
angulos nao-agudos. Para isso e necess£ria a construęao 
de um sistema chamado circunferencia trigonometriea. 

Consideremos uma circunferencia de raio unitario 
(r — 1), cujo centro coincide com a origem de um sistema 
cartesiano ortogonal. 


360“* 


Essa estru tura, juntamente com as convenęoes a seguir, e 
chamada de circunferencia trigonometriea. 


Convenęoes 

I. O ponto A( 1,0) e a origem de todos os arcos a serem 
medidos na circunferencia. 

U. Se um arco for medido no sentido horario, entao 
a essa medida sera atribmdo o sina! negativo (—). 

um arco for medido no sentido anti-horario, en¬ 
tao a essa medida sera atribufdo o sinal positivo (+). 

IV. Os eixos coordenados dividem o piano cartesiano 
em quatro regióes chamadas quadrantes; esses quadrantes 
sao contados no sentido anti-horario, a partir do ponto A. 

Em resumo: 


b) Partindo do ponto A e girando uma volta completa no 
sentido horario, associamos as seguintes medidas aos 
pontos A, B, A' e B'\ 


-360* 
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Arcos congruos 

Defmięao 

Dois arcos trigonometricos AM e AN sao congruos 
se, e somente se, as extremidades M e N coineidem. 


Indicaremos que a e (3 sao medidas de arcos congruos 
por a = p (le-se “a 6 cóngruo a |3”), 

ExempIo 

Consideremos a eircunferencia trigonometrica: 



Partindo do ponto A e girando duas voltas completas 
no sentido anti-horario, associamos as seguintes medidas 
aos pontos A, B, A' e B': 



720 c 


ou 




Convenęao 

Para indicamios a medida de um arco trigonometrico, 
em radianos, nao e necessario explicitar a unidade rad. 
No exemplo anterior, quando associamos ao ponto B os 

deve-se entender rad e 

2 


2 


rad. 


; 



EXERCICIOS RESOLYIDOS 


R.4 Determinar a medida x do arco da prinieira volta pusiti va 
(0° ^ x < 360°) que possui a mesma extremidade do 
arco de l.l 10°. 

Resolucao 

Basta eliminarmos do arco de 1.110° todas as suas vo!tas 
completas. Para isso, dividimos 1.110° por 360°: 


1.110° | 360° 

30° 3 


Assim, 1.110°-3 ■ 360° + 30°. 

O arco de 1.110° possui tres voltas completas e mais 30°. 
Portanto x = 30°. Dizemos que 30° e cóngruo a 1.110°. 



. 110 ° 


R.5 


Determinar a medida.tr do arco da primeira volta positiva 
(0 ss x < 2Ti) que possui a mesma extremidade do arco 



rad. 


Resoluęao 

Como no esercfcio anterior, vamos eliminar as voltas 
completas de rad. Para isso vamos transformar 


esse arco nura a soraa de dois outros tal que um dełes seja 


o total de voltas completas contidas em 


15k 

2 


rad. 



’—,—' 


tres vo)tas 
completas 


Logo, x — 

15rc 
ą * 


371 
2 * 


Dizemos que 


3jt 

2 


e cóngruo a 
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6. SIMETRIAS 

E muito litil sabermos relacionar medidas de arcos 
trigonometricos corn extremidades simetricas em rełaęao a 
um dos eixos coordenados ou a origem do sistema carte- 
siano, pois isso nos ajudara, mais adiante, a calcułar os 
senos e os co-senos desses arcos. 

Consideremos, por exemplo, o ponto M da figura abaixo 
associado a medida 30°. 



Pelo ponto M, tracemos tres retas: a perpendicular ao 
eixo das ordenadas, a que passa pela origem do sistema e 
a peipendicular ao eixo das abscissas, Essas retas intercep- 
tam a circunferencia nos pontos N,PeQ, respectivamente. 



Os pontos N, P e Q sao chainados de simetricos (ou 
correspondentes) do ponto M. 

Determinemos as medidas x (0° ^ x < 360°) associadas 
aos pontos N, P e Q. 



Os angulos NOE e MÓF tern a mesma medida (pois os 
triangulos NOE e MOF sao congruentes). Logo, o arco 
trigonometrico AN mede 180° — 30° = 150°. 



Analogamente, tern os; 



i 

i 

•30 J r 

l M (30*) 

\ą w 

(180 c + 30°) P 

30 u 



e 



Resumindo: 


f(30°| 

->■ 

(360" - 30°) 


Generalizando o resultado anterior, temos: 
I. Sendo a urna medida em graus: 
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' EXERCICIO RESOLVIPO 


Tl" 

R.6 O ponto M da figura esta associado a medida — rad. 

6 

Determinar as medidas x (0 x < 2%) associadas aos 
pontos N, P e O. 


Exercfcios complementares de C.4 a C.9 


1 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

Duas rodas dentadas, com sessenta dentes a maior e 
vinte dentes a menor, estao engrenadas enlre si. Quando 
a maior girar 32rr rad, ąuantas voltas dara a menor? 


Resoluęao 


Logo, /V 


5ti 'i J 1k \ „ r 11 tu ^ 


W EXERCICIOS BASICOS 


B.5 Determine a medida x, do arco da primeira volta positiva 
(0° ^ x < 360°), que possui a mesma extremidade do 
arco de: 

a) 1.850° b) 1.320° c) 1.020° 


B.6 Obtenha a medida do arco da primeira volta posiliva 
(0 « x < 2tx), que possui a mesma extreruidade do 
arco de: 


,, , 

b) —-— rad 


. 21 % 

c) —-— rad 


B.7 O ponto M, da figura, esta associado a medida 21 Quais 
sao as medidas x (0° =£ x < 360°) associadas aos pontos 
N f Pe 0? 


B.8 O ponto M , da figura, esta associado a medida — rad. 

Caicule as medidas x (0 ,v < 2n) associadas aos pontos 
M P e Q. 


Tt__ H7T V 
6 6 f 


B.9 


{210°)P 


B.10 Quais sao as medidas ,v (0 x < 2tc) associadas aos 
vertices dos retangulos abaixo? 


rr _JL = 5rr) 
6 6 / 


N 


n lit 
+ 6 ~ 6 


Determine as medidas x (0° 
vertices dos retangulos: 


x < 360°) associadas aos 


Q(310°) 
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C.2 (Fuvest-SP) Quantos graus mede, aproximadamente, um 
arco de 0,105 rad? 

C.3 (UnB-DF) Quanto mede em radianos um arco de 2° 15'? 
Sugestao. Transforme 15' em grau. 

C.4 O poligono AMBNA'PB'Q, abaixo, ć um octógono 
reguł ar. Determine os valoresx, —2n S 2tc, associ- 
ados aos pontos A. M, B,N,A\P, B', Q. 



C.5 Se ot e pł sao duas medidas. em graus, associadas a um 
mesmo ponto da eircunferencia trigonometrica, entao 
podemos afirmar que: 

a) a — (3 

b) a = j3 + 360° 

c) a = J3 + 2 ■ 360° 

d) a = j3 — 2 ■ 360° 

e) a = |3 + k • 360°, para ałgum k,kE.% 


C.6 Se ot e (3 sao duas medidas, em radianos, associadas a um 
mesmo ponto da eircunferencia trigonometrica. entao 
podemos afirmar que: 

a) cy = j3 

b) a = 3 + 2 tt 

c) a = (3 + 4jr 

d) ot - p — 2 ti 

e) a = |3 + k • 2%, para algum k,kE:7Ł 

C.7 Qual e a medida x do arco da primeira volta positiva 
(0° =£ x < 360°) que possui a mesma extremidade do 
arco de -40°? 

C.8 Determine a medida x do arco da primeira vo!ta posiriva 
(0° ^ x < 360°) que possui a mesma extremidade do 
arco de —1.110°. 


C.9 (UFCE) Dois arcos trigonometricos sao cóngruos se. e 
somente se, tema mesma extremidade. Qual das medidas 
abaixo e de um arco cóngruo ao arco trigonometrico de 


K 

1 


rad? 


a) 

b) 

c) 


22 te 
7 

6tc 

T~ 

8tc 

~T 


rad 

rad 

rad 


d) 


e) 


29 tc 
7 

1371 

7 


rad 

rad 
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Ccipitulo 28 

SENO E CO-SENO DE UM ARCO 
TRIGONOMETRICO 


1. EXTEN$ÓE$ DOS CONCEITOS DE 
SENO E CO-SENO 

Consideremos na circunferencia trigonometrica um 
arco AM de medida a. 0° < ot < 90°. 



No triaagulo retangulo OMP, temos: 

OP 

COS OL — — -— = OP 

, MP 

sen a = —= MP 

Notę que as medidas OP e MP sao. re$pectivamente. a 
abscissa e a ordenada do ponto M. 

Veremos a seguir como ampliar os conceitos de seno 
e de co-seno de um arco (ou angulo) para qualquer arco 
trigonometrico. 

Definięao 


Exemplo 

Como o raio da circunferencia trigonometrica e unitario 
(medida igual a 1), temos que as coordenadas dos pontos 
A, B, A' e B’ sao: 



Notę que: 


cos 0° = x A = 1 
cos 90° = = 0 

cos 180° = x A > = — 1 
cos 270° = x B . = 0 
cos 360° = x A = ] 


sen 0° = y A = 0 
sen 90° = y s = I 
sen 180° = y A - = 0 
sen 270° = y B . = — 1 
sen 360 6 = y A = 0 


2. VARIAęAO DE SINAL DO SENO E DO 
CO-SENO 


Dado um arco trigonometrico AM de medida a, 
ehamam-se co-seno e seno de a a abscissa e a orde¬ 
nada do ponto M, respectivamente: 



- cos a = Abscissa de M = x M 
* sen a = Ordenada de M = y M 


I. O seno de um arco e a ordenada da extremidade 
desse arco. Como os pontos de ordenadas positivas 
sao os do 1 B e os do 2- quadrante e os pontos de 
ordenadasnegativas sao os do 3- e os do 4- quadrante, 
temos o seguinte quadro de sinais para o seno: 



Seno 


j 
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II. O co-seno de um arco e a abscissa da extremidade 
desse arco. Como os pontos de abscissas positivas 
sao os do l a e os do 4 Q quadrante e os pontos de 
abscissas negativas sao os do 2- e os do 3- ąuadrante, 
temos o seguinte ąuadro de sinais para o co-seno: 



- > 

Co-seno 


3. REDUęAO AO 1 2 OUADRANTE 

O objetivo desse estudo e relacionar o seno e o co-seno 
de um arco do 2 S . do 3- ou do 4- quadrante com o seno e 
o co-seno do arco correspondente no I s quadrante. Para 
exemplificar, utilizaremos a tabela dos arcos notaveis: 



30° 

45" 

60° 

sen 

1 

Jl 

J3 


2 

2 

2 

cos 

J3 

Jl 

1 


2 

2 

2 


Observe que essa tabela apresenta senos e co-seno s de 
alguns arcos do 1- ąuadrante. Vejamos como utiliza-la 
nos demais quadrantes. 


Reduęao do 2" para o 1” quadrante 


EXERCfCIO RES0LV1D0 

R.l Calcularsen 150° e cos 150°. 

Resoluęao 

A extremidade M do arco de 150° pertence ao 2 fi ąua¬ 
drante: 



Traęando por M a perpendicular ao eixo dos senos, obte- 
mos o ponto P, correspondente de M no 1 B ąuadrante, 
conforme figura abaixo. 



Os pontos M e P tem ordenadas ignais e abscissas opostas. 

1 

Logo, temos sen 150° — sen 30° = — e 

jLś 


cos 150° — —cos 30° = 


2 ' 


Reduęao do 3- para o 1 9 quadrante 



EXERCICIO RESOLVIDO 


5$KtX 


R.2 Calcular sen 240° e cos 240°. 

Resoluęao 

A extremidade M do arco de 240° pertence ao 3- ąua¬ 
drante: 



Traęando por M a reta que passa pelo centro da circunfe- 
rencia, obtemos o ponto P, correspondente de M no i e 
ąuadrante, conforme figura abaixo. 



Os pontos M e P tem ordenadas opostas e abscissas 
opostas. 

Temos, entao, sen 240° — —sen 60° — — e 

j£> 

cos 240° — —cos 60° = — 
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Reduęao do 4 S para o 1 “ quadrante 



EXERCICIO RESOLYIDO 


R.3 Calcular sen 330° e cos 330 q . 

Resoluęao 

A exiremidade M do arco de 330° pertence ao 4 B qua- 
dran te: 



Traęando por M a perpendicular ao eixo dos co-senos, 
obtemos o ponto P, correspondente de M no 1 - ąuadrante, 
confonne figura abaixo. 



Os pontos M e P tem ordenadas opostas e abscissas 


iguais. 


1 


Logo, temos sen 330° = —sen 30° = — ~ e 

j Lk 


cos 330° = cos 30“ — 


73 

i ‘ 


Conclusoes 

Os senos (ou co-senos) de dois arcos correspondentes 
tem o mesmo niódulo. 

Exemplos 


|sen 150°| = |sen 30°] =? 

1 

2 

— 

1 

2 


|sen 240°[ — |sen 60°| => 


JJ 


JJ 

2 


2 


|cos 330° [ = (cos 30° 1 => 

JJ 

— 

JJ 


2 


2 


d) Icos 240°| - Icos 60‘ 


Assim sendo, conhecendo-se o seno (ou co-seno) de 
um arco do 1 - ąuadrante, o całculo do seno (ou do co-seno) 
do arco correspondente num outro ąuadrante se resume, 
simplesmente, ao estudo do sinal. 

m 

ExempIo 

Para o calculo do sen 210°, basta obtermos o seno do 
correspondente de 210° no 1- ąuadrante, ou seja, sen 30°, 
e atribuirmos a ele o sinal do seno no 3 G ąuadrante, isto e, 
o sinal negativo: 


sen 210° = —sen 30° 


jfc. 

ii 



EXERCICIOS BASICOS 

B.l Observe a circunferencia trigonomelrica e calcule: 
a) cos 0 e sen 0 


,, 3n 3% 

d) cos —— e sen 


,, k n 

b) cos — e sen — 

2 2 

c) cos k e sen n 


2 2 
e) cos 2% e sen 271 



B.2 Calcule o valor da expressao: 

cos 0° sen 270° + sen 90° cos 180° 


E — 


sen 2 90° + cos 2 180° 

B.3 Obtenha o valor da expressao: 

sen 2x + cos 8x 


E = 


Tt 


, para x - — 


sen 2 3.r 

B.4 Com o auxflio da tabela dos arcos notaveis: 




JJ 


Jl 


Jl 


JJ 


Calcule: 



a) sen 120° 

e) sen 300° 

i) sen 225° 

b) cos 120° 

f) cos 300° 

j) cos 225° 

c) sen 210° 

g) sen 135° 

k) sen 315° 

d) cos 210° 

h) cos 135° 

1) cos 315° 
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B.5 


Com o auxi1io da tabela dos arcos notaveis. calcule: 


a) sen 

5 K 

d) cos 

4tt 

6 

3 

b) cos 

5 71 

e) sen 

litr 

6 

6 

c) sen 

4tr 

f) cos 

1 1 TC 

3 

6 


B.6 Deteraiine o valor da expressao: 

_ sen 330° + cos- 300° 

1 ~~ sen 200° -F cos 70° + sen 2 240° 
Sugestao. Anguios complementares, 

B.7 (UFPA) O valor da expressao 


4tc 

sen— 

5tc 

* cos—— 
o 

-uf 7n Y ' 

+ sen—— e: 

V 4 J 

a) 1 


‘>4 

b) 0 


d > "T 


B.S Observando a figura, classifique como V (verdadeira) ou 
F (falsa) cada lima das afirmaędes: 

a) sen (180° — a) — sen a 

b) sen (180° — a) = —sen a 

c) sen (180° + a) — sen a 

d) sen (180° + a) = —sen a 

e) sen (360° — ot) = sen a 

f) sen (360° — a) = —sen a 

g) cos (180° — ot) = cos a 

h) cos (180° — a) = —cos a 

i) cos (180° + a) = cos a 

j) cos (180° + a) = —cos a 

k) cos (360° — a) = cos a 

l) cos (360° — a) = —cos a 



Mesmo que a extremidade do arco de medida a nao 
esteja no primeiro quadrante. as relaęoes anteriores que 
sao verdadeiras continuarao verdadeiras. Veritique! 

B.9 De acordo com suas conclusoes no exercfcio anterior. 
simplifique a expressao: 

_ sen (180° — a) - sen (180° + ot) 
sen (360° - a) 

com sen a^0 

B.10 Dois arcos de medidas opostas. a e — a, t6m extremi- 
dades simetricas em relaęao ao eixo dos co-senos. Ob- 
servando a figura, classifique como V (verdadeira) ou F 
(falsa) cada u ma das afirmaęóes: 


a) cos (—a) — cos a 

b) cos (—a) — —cos a 


c) sen(—a) -- sen a 

d) sen (—a) — —sen a 



Nota 

Mesmo que a extremidade do arco de medida a nao 
esteja no primeiro qnadrante, as relaęSes anteriores que 
sao verdadeiras continuarao verdadeiras. Verifique! 

B.ll De acordo com suas conclusoes no exercicio anterior, 
calcule: 

a) sen (-30°) c) sen(-210°) 

b) cos (-45°) d) cos(—300°) 

Exercfcios complementares de C.1 a C.5 


4. RELAęAO FUNDAMENTAL DA 
TRIGONOMETRIA 

Dado urn arco trigonometrico de medida ot, tem-se: 


sen 2 a + cos 2 a. = 1 


Vamos demonstrar apenas o caso em que a extremidade 
do arco de medida ot e um ponto do primeiro quadrante, 
porem e importante ressaltar que a relaęao continua verda- 
deira mesmo que essa extremidade nao esteja no primeiro 
quadrante. 

Demonstraęao 

Seja ct a medida de um arco com extremidade no l 5 
qu a dr antę: 



Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OMP , 
temos (PM) 2 + (OP) 2 = (OM) 2 . Mas sabemos que 
PM = sen a, OP = cos a e OM = 1 (raio). 

Logo, temos sen 2 ot + cos 2 ot = 1. 
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Consequencia$ da relaęao 
fundamenta! 

Da relaęao fundamental sen 2 a + cos 2 a = 1, obtemos 
as relaęoes: 

sen 2 a — 1 — cos 2 a e cos 2 a= 1 — sen 2 a 





EXERCfciOS RESOLVIDOS 




3 TC 

R.4 Sendo sen a = — e ~ < a < Tt, calcular o valor do 


cos a. 

Resoluęao 

sen 2 a 4- cos 2 a — 1 


ffl 


+ cos 2 a = 1 


. , . 9 . 16 . . 4 

. . cos^ a = 1 — — . . cos- a — . . cos ot = ± — 



EXERCICIOS &A5IC0S 


m 


5 3 Ti 

B,12 Sendo cos a = — e —— < a < 2 tu, calcule o valorde 


13 2 


sen a. 


B.13 Calcule o va!or de cos a, sabendo que sen a = — j- e 


que 7U < a < 


3tu 


B.14 Quais sao os valores de sen x e cos x , sendo 

sen x — —2 cos xe — < jc < 71? 

2 

B.15 Obtenha m, m G IR. de modo que: 


m m + i 

sen x — —r~ e cos x — --— 

0 5 


B.16 Resolva a eąuaęao na variavel x: 

.r 2 + 2x + sen 2 a — 0 


JT 


Como — < a < tu, i sto e, a e urn arco do 2 g quadrante, 

. 4 

temos que cos a = ——. 


3tc 


R.5 Sendo sen a = 2 cos a e Tt < a < — — —, determinar os 
valores de sen a e cos a. 

Resoluęao 

sen 2 o -I- cos 2 a = 1 (1) 
sen a = 2 cos ct (U) 

(TT) em (I) =*> (2 cos a) 2 + cos 2 a = 1 
4 cos 2 a + cos 2 a = 1 5 cos 2 ot = 1 


2 i ■ . n - . , 

. . cos' a = — . . cos a — ± /— . . cos ot = ± —— 

5 A/ 5 5 

3ti 

Mas, como k < a < isto 6. a e um arco do 


3- quadrante, temos que cos a = 


J5 

5 


J5 

Fazendo cos ot = — em (11), temos que: 


2J5 

sen a ~ - —-— 


R.6 Resolver a equaęao na variavel x: x 2 — 2x + cos 2 a = 0. 
Resoluęao 

Na variavel x, a equaęao e do 2 e gran. Logo, temos: 

A — (—2) 2 — 4*1' cos 2 a 

A — 4 4 cos 2 ot A = 4 (1 — cos 2 ct) 

Sabemos que 1 — cos 2 a = sen 2 a: entao A = 4 sen 2 a. 
Logo, temos: 


2 ± V4sen 2 a . 2 ± 2 sen a 

*= --j^ = -2- 

x = 1 ± sen a 

Entao, S = {I . 4- sen a, 1 — sen a}. 


B.17 Determine o valor do sen x, sabendo que 


Tt 


3 sen 2 .r — 4 sen x + 1 = 0 e que 0 < x < —. Sugestao 

Faęa a mudanęa de variavel sen x = y e resolva a eąua¬ 
ęao do 2- grau 3y 2 — 4y + 1 = 0. 

B.18 Sabendo que 4 cos 2 x + 5 sen .v — 5 = 0 e que 


Tt 

— <.v < tu, calcule o valor de sen x. Sugestao. Snbs- 
titua cos 2 x por 1 — sen 2 x. 


B.19 Calcule o valor da expressao 

E = sen 2 10° 4- sen 2 20° + sen 2 30° 4- sen 2 40° + 
4- sen 2 50° + sen 2 60° 4- sen 2 70° 4- sen 2 80° 

B.20 Obtenha o valor da expressao: 

sen 2 240° 4- cos 300° 


E = 


sen 2 10° 4- cos 2 350° 


Exerctcios complementares de C.6 a C.12 


4; 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C,1 Calcule o valor da expressao: 

sen 450° — cos 540° 


£ = 


sen 990° 


C.2 Obtenha o valor da expressao: 


117U 9tu 

sen—-— — sen-—- 


E — 


cos 48 ju — cos 33 tu 


C.3 (U. Católica de Salvador-BA) E verdade que cos 5.240° 

e equivalente a: 

a) cos (—20° ) d) —cos 20° 

b) cos 20° e) cos 180° 

c) —cos 160° 
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C.4 (Fuvest-SP-modificado) Qual das afirmaęoes abaixo e 
verdadeira? 

7J 


3 

73 


a) sen 210° < cos 210° < 

b) cos 210 a < sen 210° < 

D 

/T 

c) < sen 210° < cos 210 G 

f3 

d) ^ - < cos 210° < sen 210° 

e) sen 210° <~— <cos2]0° 

2k 

C.5 (Unama) Se x - ~~, o valor da expressao 

sen x . sen x 
- + - e: 


cos x -f sen x cos x — sen X 

J3 


a) -73 

b) -l 


W 


d) 


e) 73 


73 


C.6 (Cesgranrio) Se sen x — cos x = —, o valor de 


sen x ■ cos X e igual a: 


a) 


16 


c) 


S 


, 3 
e) T 




<*>1 


Sugestao. Eleve ao quadrado ambos os membros da 
iguaidade. 

1 K 

C.7 (Unip-SP) Se sen x = — e 0 < x < —, entao o valor 


de cos 4 x — sen 4 x sera: 


»>ł 


■>f 




C.8 (PUC-RJ) Sabe-se que 0 e a medida em graus de urn dos 
angulos agudos de um triangulo relangulo. 
k + 1 


Se sen 0 — 


, cos 0 = k, e a hipotenusa do trian- 


gulo mede 20 cm, determine sua area. 

C.9 (U. E. Londrina-PR) Um arco trigonometrico com extre- 

midade no terceiro quadrante tern medida x e 
cos x = 3 sen x. O valor de sen x + cos x e: 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


-27TÓ 

5 

-4710 

5 

-75 

10 

-75 

5 

-275 


C.10 As raizes da equaęao do 2~ grau x 2 + x + k + 1 = 0 sao 
sen a e cos ot. Determine k. Sugestao. A soma e o pro- 
duto das rafzes da equaęao do 2~ grau ax 2 + bx 4- c = 0 


sao, respectivamente, S — — 


a 


ry C 

e P = —. 

a 


sen 2 x 


C.ll A expressao E = ——- : —, para cos x A 1. e equiva- 

1 — cos x 

lente a: 

a) E — 1 — cos x 

b) E — 1 4- cos x 

c) E= 1 

d) E — i 4- sen x 

e) E = 1 — sen x 

C,12 De o conjunto soluęao da equaęao do 2" grau em x 


n , sen- a n 

X 2 + x cos ot — --- = 0 

4 
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Ccipftulo 29 

EQUAęÓES TRIGONOMETRICAS EM SENO 

OU CO-SENO 


1. METODO GRAFICO PARA A 
RESOLUęAO DE UMA EOUAęAO 
TRIGONOMETRICA I MED I AT A 

Urna equaęao do tipo sen x = k (cos x = k), em que k 
6 u ma constante real, e chamada de equaęao trigonome- 
trica imediata. Resolve-la em urn conjunto universo U 
significa obter o conjunto S fomiado por todos os valores 
pertencentes a U que, atribufdos a variavel x, tornam 
verdadeira a sentenęa sen x = k (cos x = k). Existem 
varios metodos para a resoluęao de urna eąuaęao imediata. 
Optamos pelo metodo grafico, cujos requisitos sao: 

I. Tabela dos arcos notdveis 





a 


HI. Coordenadas dos pontos A, B, A' e B' 




EXEfcdCIOS RESOI-WPOS 

Resoiver a equaęao sen x— para 0 «§ x < 2 je. 

Resoluęao 

Devemos determinar os pontos da circunferencia irigo- 


nometrica que tern ordenada igual a —. conforme figura 


abaixo. 



Assim, os valores de.v da primeira voita positiva para os 

1 - 

quais sen x — ~ sao: 


K IZ 

X — — OU X = Tl — — 

o 6 


5rc 

6 


jt 


5tc 


Logo, S - 


6 ’ 6 

































R.2 Reso!ver a equaęao cos v = ——. para 0 ^ x < 2 k. 


Finalmente, pelas simetrias. transportanios o arco auxi- 
li ar para o 2- e o 3- quadrante. 



Resoluęao 

Devemos determinar os pontos da circunferencia trigo- 
nometrica que tern abscissa igual a —: 




C>bserve que os pontos que possuem o co-seno igual a 

— — pertencem ao 2“ e 3- quadrante e, portanto, nao 
2 


estao na tabela dos arcos notaveis. 

Para podermos utilizar a tabela. vamos buscar no l- qna- 
drante imi arco auxiliar, i.sto e, o arco (da tabela) cujo 


R.3 Resolver a equaęao sen ,v = I para 0 ^ .v < 2 tc. 

Resoluęao 

Devemos determinar os pontos da circunferencia trigo- 
nomśtrica que possuem ordenada igual a 1. contbrme 
figura abaixo. O unico ponio da circunferencia que teni 
ordenada 1 ć o ponto B. 



As fases da Lua resultam de sua posięao em relaęao aos 
raf os solares. 5endo p 5ol (5), a Lua (L) e a Terra (T) os 
yertices de um trianguio cujas medidas dos lados e dos 
angulos estao indicadas na figura abaixo, o seno e o co-seno 
nos permitem calcular a medida do angulo i, chamado de 
angulo de fasę, atraves das equaę5es: 

r 

d sen i = d { sen D 

* 

d cos i — d± — ci] cos D 


T 
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R.4 Resolver a equaęao cos x — 0. para 0 ^ x < 2n. 
Resoluęao 

Devemos determinar os ponios da circunferencia que 
tem abscissa igual a zero, conforme figura abaixo. Os 
ponios de abscissa zero sao B e B'. 



TT 3lC 

x= 2 — 


Logo, 5 = | 


3ti 





EXERCICIOS BASICOS 

B.l Resolva as eąuaęoes para 0 *£ x < 2 k. 

J3 


a) sen x = 


b) cos x — 


J3 


g) COS X = — 1 

h) sen x — 0 


c) cos x — I 


Ji 

d) COS A' - 


e) ser a* = 


f) sen a' — — I 


a , ... 4^ 

1) COS X - ——- 

1 


j) sen x = 3 

k) cos a- = ^5 


B,2 Determine o conjunto soluęao de cada uma das equa 
ęoes, para 0° x < 360°. 

JJ 


a) sen x — 


f) COS A =3 


i 


.. 1 
b ) cos x = — — 


c) sen a = 1 

d) cos x — 0 

e) sen x — 0 


g j sen a = — 


i, J2 

n) cos a = ——— 


i) COS A" — — I 

j) sen x — — I 


1 


B.3 Qual e o conjumo soluęao da eąuaęao cos x = —, no 

^2 


intervalo 


r_ A k_ 

L 2*2. 


B.4 Considerando o universo V = [0, 4ti], resolva a eąuaęao 
cos x — - i. 

B.5 De o conjunto dos valores de x, 0 *£' a *£ jt. que satisfa- 
ęam a igualdade sen a = - 1. 

Exerctcios complementares de C.1 a C.5 
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2. EOUAęÓES NA FORMA FATORADA 

A propriedade do produto nulo gai antę que o produto 
de numeros reais e igual a zero se, e somente se, pelo 
menos um dos fatores e igual ą zero. Essa propriedade e 
muito util na resoluęao de eąuaęoes na forma fatorada, 
como yeremos a seguir. 



EXERCICIO KBSOlV\DO 

R-5 ResoWer a eąuaęao: 

2 cos x sen a — sen x — 0, para 0 ^ a < 2jt 
Resoluęao 

Fatorando o primeiro membro da igualdade pelo caso do 
fator comum, temos que sen a (2 cos a — 1) s= 0. 

Pela propriedade do produto nulo, temos sen x = 0 ou 
2 cos x — 1 = 0. 

Isto e: 

* sen a — 0 



A 


• OU COS A — 



Logo, 5= jo, tu, y, ~- 


i 

EXERCICIOS BASICOS 


B.6 ResoWa a eąuaęao (2 sen a - l)(2 cos x + J2 ) = 0, 
para 0 =£ x < 2ji. 

B.7 Obtenha o conjunto dos va!ores de a. 0 <x < 2n. tais 
que sen a cos a = 0. 

B.8 Qual e o conjunto soluęao da eąuaęao: 

2 sen x cos x — cos x — 0, para 0 =£ a < 27t? 
Sugestao. Fatore o primeiro membro da igualdade. 

























• ou sen x = — 1 


B.9 Resolva a eąuaęao: 

sen 2 x cos x — cos .v = 0. para 0 =£ x < 2n 

B.10 De o conjunto soluęao da eąuaęao 

2 sen x cos x — 2 cos .v — sen x + \ — 0, no universo 
U = [0. 2n[. Sugestao. Fatore o primeiro membro por 
agrupamento. 

Exerci'cio$ complementares de C.6 a C.9 


3. RESOLUCAO DE EOUACÓES 
TRIGONOMETRICAS ATRAVES DE 
EQUAęÓES POLINOMIAIS 

Eąuaęao polinomial e toda eąuaęao que pode ser repre- 
sentada por um polinómio igualado a zero. 

Exemplos 

a) 5f 2 — 4/ — 1 =0 (eąuaęao do 2- grau) 

b) 6 1 3 — 2t 2 — 4/ = 0 (eąuaęao do 3 S grau) 

Certas eąuaęoes trigonometricas podem ser resolvidas 
com o auxflio de uma eąuaęao polinomial, bastando para 
isso uma mudanęa de variavel. Observe os exercfcios 
reśolvidos. 



EXERCfC!OS RES0LWD05 


R-6 ResoWer a eąuaęao: 

2 sen 2 x + sen x —1 = 0, para 0 «£ a < 2k 
R esoluęao 

Fazendo sen a = /, temos a eąuaęao do 2 Q grau: 


2t 2 + / - 1 = 0 A = l 2 - 4 ■ 2(— l) A = 9 


f = 


— 1 ± J9 


t = — ou i = -1 


Como sen x = t, temos sen x - — ou sen x = — l. 

ResoWendo essas eąuaęoes imediatas. na primeira volta 
positiva, temos: 

1 

• sen x = — 




ou x = 


5 TT 

— 



. . X = 


3tz 


Logo. 5 = j-g-, 


7t 5tt 3n 


6 * 


R.7 Resolver a eąuaęao: 

2 cos 2 x + sen a —1=0, para 0 *£ a < 2ti 

Resoluęao 

Quando uma eąuaęao apresenta seno e co-seno, um 
recurso miii to util e usar uma das identidades: 

sen 2 a = 1 — cos 2 x ou cos 2 a = 1 — sen 2 a 

para transformar a eąuaęao noutraeąuWalente, que apre- 
sente somente seno ou somente co-seno. 

Na eąuaęao proposta pelo exercfcio vamos substituir 
cos 3 a por 1 — sen 2 a. 

Temos, entao: 

2(1— sen 2 a) + sen a — I = 0 
.‘.2 — 2 sen 2 x + sen a —1—0 
—2 sen 2 a 4* sen x + 1 =0 


1 ± J9 
-4 


Fazendo sen x = t, temos: 

—2f 2 + | + l = 0.*./ = 

1 

=> r = — — ou t ■=■■I 

Assim, sen x = ou sen a = 1 . 

ResoWendo essas eąuaęoes imediatas. na primeira volta 
positiva. temos: 

1 

* sen A = — — 



7 TC 11 TC 

.. x — —— ou X — —-— 
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* ou sen x = I 



i c J 771 
Logo, 5 = | —, 


TC 



B.12 


EXERCICIOS E3ASICOS 


Resolva a eąuaęao: 

2 sen 2 .v - sen x — 1 = 0. para 0 x < 2ti 

(Fatec-SP) O conjunto soluęao da eąuaęao 

2eos- x + cos a - 1=0, no universo U — [0, 2tc], e: 


b) 


e) 


71 

T 1 

5n \ 

*■ 3 , 

i 

71 

T t 

5rc ] 

'■ 6 j 

f 

71 

T ł 

H 


71 

TE 

2te 

T’ 

3 5 

71 

2ti 

4 n 


5jc 


71. 


- i V I- 


5 TC 

"T 


, 2 TC 


B.13 


B.14 


B.15 


B.16 


Obtenha os valores de x. 0 ^ x < 2jt, que satisfaęam a 
igualdade 2 cos 2 a + 3 sen x — 3 = 0. 

ResoIva a eąuaęao 2 sen 2 x — 3 cos x — 0. no universo 
U = [0. 2je[. 

Qual e o conjunto soluęao da eąuaęao 
sen 3 x H- cos 2 x — l = 0, para 0 =£ x < 2te? 

Considerando o universo U — [0, 27i[. resolva a eąuaęao 
cos 2 a* — sen 2 x— 1. 


Exercicios complementares de C. 10 a C.16 





EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l (UFAĆ) O menor valor positivo de a que satisiaz a equa 
ęao 2 sen x — l = 0 ś: 

K 


-f 

b) T 


C) 

d) 


e) n 


C.2 (Ceeteps-SP) A soma das rafzes da eąuaęao 


COS 4 JE = 

a) n 

b) 27 l 


16 


para tc < a < 2tc e: 
c) 3 ji 

iP 

5ti 


e) 


3te 


d) 


C.3 

C.4 


Resolva a eąuaęao sen 2 x — para 0 =£ x < 2n. 


C.5 


C.6 


C.7 


C.8 


C.9 


Determine a soma das rafzes da eąuaęao sen 2 x = —, 

y 

para 0 ^ x < 2n. Sugestao. Indią ue por a a raiz perten- 
cente ao 1° ąuadrante. 

Resolva a eąuaęao sen x — cos x, para 0 =£ x < 2n. 
Sugestao. Procure na circunferencia Lrigonometrica os 
pornos que tem abscissa e ordenada iguais. 

Resolva a eąuaęao: 

2 sen x cos x — cos x t para 0 ^ x < 2% 

Cuidado! Nao divida os dois membros por cos je, pois, 
se o fizer, voce perdera a possibilidade de o cos x ser 
igual a zero, e, portanto, perdera raiz da eąuaęao. Obte¬ 
nha uma eąuaęao equivalente com um dos membros 
igual a zero. 

Determine o conjunto soluęao da eąuaęao: 

cos x (2 sen x + 3) =2 cos x, para 0 x < 2% 

(Faap-SP) Resolva a eąuaęao: 

sen 3 x cos x + sen jc cos 3 x = 0, para 0 x < 2% 

De o conjunto dos valores de a, 0 *£ x < 2n, que satisfa- 

1 , . sen x 


ęam a igualdade sen x + 


= 1 + 


C.ll 

C.12 


COS X cos X 

Cuidado! Imponha a condięao de existencia cos x A 0. 

C.10 (Faap-SP) Determine x com 0 *£ x < 2tu, 

tal que 4 sen 4 a — 1 1 sen 2 x 4- 6 — 0. Sugestao. Faęa 
sen 2 x = y. 

Determine, para 0 =£ ,v 2 ti. o conjunto soluęao da eąua¬ 
ęao 3 sen 2 x + 2 = 3 — cos 4 x. 

Obtenha o conjunto dos va!ores de a, 0 x < 2tc, que 
satisfaęam a igualdade 8 sen 6 x — 7 sen 3 x — 1 = 0. 
Sugestao. Faęa sen 3 x — y. 

Resolva a eąuaęao 2 cos 3 x — 6 cos 2 a — cos x + 3 = 0, 
no universo U — [0, 2jt[. Sugestao. Fatore o primeiro 
membro por agrupamento. 

(Fuvest-SP) O numero de rafzes da eąuaęao 
sen 4 x + cos 4 x — 1, para 0 *£ x < 2 tz, 6: 

a) I c) 3 e) infinito 

b) 2 d)4 

Sugestao. sen 4 a — (sen 2 a) 2 = (l — cos 2 a) 2 . 


C.13 


C.14 


C.15 

C.16 (UFGO) Determine lodo a no intervalo [0, 2rc[ que satis 


Resolva a eąuaęao 2 sen 2 x + sen x\ - 1 = 0, para 
0^.v<27t. Sugestao. sen 2 x - |sen a| 2 . 


faęa a eąuaęao 


16 




Ącos 


= 1. 
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Ccipftulo 30 

INEQUAęÓES TRIGONOMETRICAS EM 

SENO OU CO-SENO 


1. METODO GRAFICO PARA A 
RESOLUęAO DE INEQUAęÓES 
IMEDIATAS EM SENO OU CO-SENO 

Tneąuaęóes do tipo sen x > k ou cos x> k (ou com as 
reJaęoes <, ^ ou r), sendo k u ma constante real, sao 
chamadas de ineąuaęoes imediatas. Para resolve-Ias 
usaremos o metodo grafico, como mostram os exercicios 

i 

resoWidos a seguir. 





EXERCICIOS RE50LVID0S 


R.I Resolver a inequaęao sen .v > . para 0 ^ x < 2 k. 

tar' 

Resoluęao 

Devemos determinar os pontos da circunferencia trigono- 
meirica que tern ordenada maior ou igual a : 



„ I , 1 _ 7T 571 

Os pontos que possuem ordenada — sao — e —g—, e 

os que tem ordenada maior do que ~ sao todos entre 
7t Stu 

T e 6 ' 

Logo, S = jx e !R I ■— x as -^J. 


R.2 ResoIver a inequaęao cos x < para 0 x < 2 k. 


Resoluęao 


1 


abscissa menor que sao todos entre e -tt-, 

JLl mJ mJ 

isto e: 



Logo, S — |a E IR 1 < A" < '^Ęr 


R.3 ResoWer a inequaęao sen x < 




, para 0 x < 2 k. 


Resoluęao 

Devemos determinar os pontos da circunferencia trigo- 

J3 

nometrica que tem ordenada menor que : 



A maior dŚticuldade dessa resoluęao e a maneira de se 
dar a resposta. Para entender o porque da forma da 
resposta, vamos “esticar” (retificar) a circunferencia: 


2 K 

3 


2jt 


Dessa maneira, percebemos que o conjunto soluęao e a 
reuniao de dois intervalos, ou seja: 


0 -5- 

’ 3 


U 


2n 


, 271 


Os pontos que tem o co-seno menor que —, isto e, 


Logo, S = |a £ IR | 0 x < ~ ou < x < 2xc|. 
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A reflexao tota! da tuz 

As ineąuaęoes trlgonometricas es ta o presentes 
no estudo da refraęao, reflexao e absoręao da luz. Por 
exemplo, quando um raio de luz monocromatica se 
pr-epaga num meio 5 de Tndlce de refraęao 2 e atinge 
a superffcie que separa esse meio do ar, para que 
haja reflexao tótal da luz, a medida 6 do angulo de 

Incidencia deve satisfazer a ineąuaęao sen Q > ~. 



- 1 }. 



EXERCICIO BASI CO 


4E.-. ■ : x 




B.l Resolva as seguintes ineąuaęoes, para 0 ^ x < 2 k: 

J2 


aj sen x > 


b) sen .v — — 

c) sen x > 0 

d) sen x -y- 


e) cos x 

f) COS X > 


2 

73 


h) cos x > 0 

i) sen x ^ 1 

j) cos x < 1 

k) cos x > 1 

l) sen .v # 1 


ra) cos x 4- ~ 


g) cos x *£ 0 

Exercicio complementar C.1 

2. SISTEMA DE INEQUAęÓES 
TRIGONOMETRICAS EM UMA 
INCÓGNITA 

Um sistema de inequaęoes trigonometricas em uma 
incógnita e um conjunto de ineąuaęoes simultaneas. 


Exemplo 


^ 1 

sen x > — 
2 


cos x 


Jl 


ResoIver um sistema de ineąuaęoes significa encon- 
trar o conjunto dos valores da incógnita que satisfaęam 
todas as ineąuaęoes do sistema, simultaneamente. 



EXERCICIO RESOmPO 


R.4 Resolver para 0 ^ x < 2n, o sistema de ineąuaęoes: 

i 


sen .i > — 
2 


COS X 


Jl 

2 


Resoluędo 

Resolvendo cada uma das ineąuaęoes do sistema. temos: 

r 1 

I. senx> — 

2 



n. cos x 


72 



O conjunto soluęao do sistema € a interseccao das solu- 
ęoes de (I) e (II). Retificando as circunferSncias, temos: 


(l) 


UJ}*- 


5k 

6 


2n 


(I n I!) 


i— 

ł 4 

4 — 


l_7C_ 

4 


Tk 

4 


2 % 


5t£ 

6 


2k 


Logo, S = J.v e IR I -j- SI < 


EXERCICIOS BASICOS 


B.2 (Mackenzie-SP) Resolvendo o sistema 


i 



sen x 3= 0 

1 

cos x < — 


para 0 ^ x < 2 je, obtem-se: 


je 


a) — <x< 

b) ~ < x 7t 

6 


5k 


d) ~ < X ^ JE 

4 

e) — < x Jt 


je 


c) —— < X < 


7re 
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% 


B.3 Resolva, para O *£ .v < 2rt, o sistema < 


sen a - > 


cos X 


42 


B.4 Detennine, para 0 x < 2jt, o conjunto soluęao do 

c > 0 
0 


sistema 


J sen a* 
1 cos x 


B,5 Resolva, para 0 ^ x < 27t. o sistema < 


sen x > — 


1 


COS X < — 


B.6 (Cefet-PR) No universo U - [0, 2tc[. o conjunto soluęao 

. 1 _ . 4$ * 

de — =£ sen x < —y- e: 


a) |x E IR [ — ^ x < y 






dl 


^,„1 K' ^ It 2 tc __ 37C 

xeiR| — =SX< y e — -y 


. f _ . 7t . .7t 2 ti . _ 5rc 

e) ( ieIR I T T o” T -Tl 

1 4J 

Sugestao. A dupla desigualdade — ^ sen x < — j— e 


equivalente ao sistema i 


sen x 


sen x < 
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Exerclcios compiementares de C.2 a C.5 

3. RESOLUęAO DE INEQUAęÓES 
TRIGONOMETRICAS ATRAVE$ DE 
INEOUAęÓES POLINOMIAIS 

Chama-se ineąuaęao polinomial na incógnita x toda 
ineąuaęao que pode ser coiocada em uma das formas 
P(x) > 0, P(x) - 0, P(x) < 0, P(x) ^ 0. P(x) i= 0, em que 
P(x) e urn polinómio. 

ExempIos 

a) X 2 — 5x + 6 > 0 (ineąuaęao do 2- grau) 

b) x 3 - 4.y 2 + 3x ^ 0 (ineąuaęao do 3 L> grau) 

Certas ineąuaęoes trigonometricas podem ser resolvidas 
atraves de ineąuaęoes polinomiais auxiliares, bastando 
para isso uma mudanęa de variavel. Resolveremos algumas, 
como modelos. 



EXERCIC!OS RESOLVHX)S 


R.5 Resolver a ineąuaęao 2 cos 2 x — cos .x < 0, para 
0 ^ x < 2n. 

Resolucao 

Fazendo a mudanęa de variavel cos x = t, temos: 

2f 2 - t < 0 

A funęao/(/) = 2f 2 - t teni o grafico: 



Observe que /(?) < 0 para 0 < r < ~~ 
Logo, 0 < cos x < y. 



Assim, o conjunto soluęao e: 

„ l m i K ^ ^ n 3łt _ 5n 
S = .1 £ IR | y <x< — ou — <-*< — 


m 



1 EXERCICIOS BAsiCOS 


B.7 Resolva a ineąuaęao: 

2 sen 2 x — sen x < 0. para 0 ^ x < 2tc 

B.8 Obtenha, para 0 =s x < 2n, o conjunto soluęao da ine¬ 
ąuaęao 2 sen 2 x — 42 sen x ^ 0. 

B.9 (U. F. Juiz de Fora-MG) Resolva a ineąuaęao: 

2 sen 2 x — 3 sen x 4- 1 >0, para 0 =£ x < 2ti 

B,10 Determine o conjunto dos valores de x, 0 *£ x < 2it, de 
modo que 2 cos 2 x — 2 sen 2 x — 1 < 0. 

B.ll Resolva, para 0 a* < 2jt, a ineąuaęao: 

2 sen 2 x + 5 cos x — 4 > 0 

Exercfcios complementares de 0,6 a C.8 
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EXERCICIOS COMFLEMENTARES 


C.l 


(FGV-SP) Para que vaiores reais de a tem-se que 
x 2 + 2x + 2 sen o > 0 para qualquer nuraero real ,v? 

7t 

6 


/L 

a) QualqLier a,a> — 


b) Quaiquer a, a > 

7t 


c) Qua]quer a. 


K_ 

3 

^ '7t 

< " < T 


n 


d) Qualquer a, — < n < 


71 


e) Qualquer 0 ,- 7 - < a < 


2 7t 

3 

5jt 


C.2 (F. Taubate-SP) Se jcos a*| < y e 0 < x < n, entao: 


. TC . 71 

a) y <*<y 

b) 0 < A < y 

c) 0 < Jf < 

6 


d) 


71 


71 


< X < 


e) — < x < 


5k 

6 

2tt: 


C.3 Resolva a ineąuaęao sen x cos a* > 0, para 0 =£ x < 2n. 

c ^ n ffl < 0 

Sugestao. ab > 0 o ou 

U>o U<o 

CA Determine o coujunto soluęao da inequaęao: 

sen x cos x 0 . para 0 =5 x < 2 tc 


C.5 Obtenha o conjunto dos vaIores de a. 0 *£ x < 2x. que 
satisfaęam a desiguaidade: 


sen x 


--Uf 

2 ){ 


M 

COS X - 

2 


)<0 


„ _ , fa>0 (a < 0 

Sugestao. ab < 0 <=» ou 

\b<0 lb>0 

C.6 (FGV-SP) A soluęao da ineąuaęao J 2 cos’ x > cos a no 
intervalo [0,7t] e: 

a) 0 ^ x < ou < x *£ 71 

4 2 

b) 0 < X *5 y OU y *£ X < TC 

c) 0 < x < ou ~ < x < n 

6 3 

,v 71 , 271 

d) T <f < T 

e) n.d.a. 

C.7 (F. F. C. L. Santa CecOia-SP) Se x E J0°, 360° [ e 

sen x > sen 2 x, entao: 

a) 0° < x < 90° 

b) 0° <a< 180° 

c) 90° < x < 270 9 

d) 120° < x< 240° 

e) 0° < x < 180° e x =£ 90° 


C .8 Resolya, para 0 ^ x < 2tc, o s i Stenia 1 


2 sen 2 x — i < 0 

_ i 

COS X =£ — 
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Ccipitulo 31 

TANGENTE DE UM ARCO TRIGONOMETRICO 


1. EXTENSAO DO CONCEITO DE 
TANGENTE 

Para compreendermos a definięao que vira a seguir, 
consideremos na cireunferencia trigonometrica um arco 
AM de medida 30°: 



A medida do angulo AÓM tambem e 30°. 

Seja t a reta perpendicular ao eixo das abscissas pelo 
ponto A: 



O prolongamento do raio OM intercepta a reta t no 
ponto T. No triangulo AOT, temos que; 


tg 30° 


AT 

OA 


Como O A = 1, pois OA 6 o raio da cireunferencia tri¬ 
gonometrica, obtemos: 


tg 30° = 


AT 

1 


tg 30° = AT 


Para estendermos o conceito de tangente de um 
arco trigonometrico, consideremos como eixo das tan- 
gentes o eixo real t, perpendicular ao eixo das abscis¬ 
sas, com origem A e a mesma orientaęao do eixo das 
ordenadas. 



Definięao 

Dado um arco trigonomćtrico AM, M. ^ B e 
M ^ B', de medida a, chaina-se tangente de a 
(tg a) a ordenada do ponto T obtido pela intersec- 
ęao do prolongamento do raio OM com o eixo das 
tangentes. 



= AT 

> 


Observe que o ponto M nao pode coincidir com B 
nem com B\ pois os prolongamentos dos rai os OB e OB' 
nao interceptam o eixo das tangentes. Por isso dizemos 
que nao existe tangente de um arco com extremidade em 



Assim, a tg 30° e a medida do segmento AT, 


B ou B'. 


r 

L. 
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Em resumo, a variaęao de sina! da tangente e dada por: 


Variaęao de sinal da łangente 

I. Se um arco AM tiver extremidade no 1 - ou no 3® 
ąuadrante, entao o prolongamento do raio OM intercep- 
tara o eixo das tangentes era um ponto de ordenada posi- 
tiva: 



II. Se um arco AM tiver extremidade no 2 Q ou no 4 a 
ąuadrante, entao o prolongamento do raio OM intercep- 
tara o eixo das tangentes era um ponto de ordenada nega- 
tiva: 




Por (I) e (li) dizemos que a tangenle e positiva para ar- 
cos do l a e do 3- ąuadrante e negativa para arcos do 2- e 
do 4 Q ąuadrante. 




EXERCICI05 RESOLYIDOS 


R.l Calcular os valores de: 

a) tg % b) tg 0 

Resoluęao 

a) A extremidade do arco de medida K rad e o ponto A'. 
Prolongando o raio OA\ interceptamos o eixo das tan¬ 
gentes no ponto A, cuja ordenada e zero. Logo, tg rc = 0. 



b) A extremidade do arco de medida 0 rad e o ponto A. 
Prolongando o raio O A , interceptamos o eixo das tan¬ 
gentes no ponto A. cuja ordenada e zero. Logo. 
tg 0 = 0. 



R.2 Determinar o sina) do produto: 

P = tg 13° tg 190° tg 352° 

Resoluęao 

Os arcos de medidas 13°, 190° e 352° tein extremidades 
no 1 no 3- e no 4 e ąuadrante. respectivamente. 

Logo, tg 13° > 0; tg 190° > 0; tg 352° < 0. 

Assim. temos que P < 0. 
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sen a 


Teoremct 

Se cos a =£ 0. entao tg a = 

cos a 

Demonstraęao 

Farenios a demonstraęao apenas no 1" quadrante. 



A OT A ~ Aomp 
Mas leinos que: 


AT 

OA 


PM 

OP 


T ^ Ot 

Logo, 


AT — tg a 
OA = 1 
PM = sen a 
OP = cos a 

sen a 


cos a 


(c.ą.d.) 



EXERCICIORESOMDO 


3 TC 


Sabendo que tg a = 2 e que iz < ot < ——, determinar 
os valores de sen ot e cos a. 

Resolnędo 


tg a 


. 9 


sen 2 a + cos 2 ot = ! 
sen ot 


= 9 


^ cos ot 

sen 3 a -1- cos 2 a = i 

sen ot — 2 cos a (I) 
sen 2 a 4- cos 2 ot = 1 (II) 

Substituindo (I) em (II), temos: 

(2 cos a) 2 + cos 2 a — 1 .'.4 cos 2 a + cos 2 a — 1 
5 COS 2 ot = 1 cos 2 a = p cos a = ± 


Como a pertence ao 3 fi q u ad ran te. lemos 

JJ 

cos a = — ■■ - ■ 


Fazendo cos ct — ——z— em (I), temos 
* 5 


sen ot = 


2 JJ 


2. REDUęAO AO ]- QUADRANTE 

Vamos estudar as relaęóes existentes entre tangentes 
de arcos do 2“, do 3- ou do 4- ąuadrante com os arcos cor- 
respondentes no l 2 ąuadrante. 

Para exemplificar, usaremos a tabela de arcos notaveis: 



30° 

45° 

60" 

'■ 

PI 

tg 

Ś 

3 

1 

Jf 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.4 Com o auxflio da tabela dos arcos notaveis. calcular: 
a) tg 120° b) tg 210° c) tg 300° 

Resoluędo 

a) O correspondente, no i - ąuadrante, da extremidade 
M do arco de 120° e o ponto P, exu emidade do arco 
de 60°. 



Como os triangulos OT A e OT A sao congruentes, se- 
gue-se que os pontos Te T' tem ordenadas opostas. 

Logo. conclufmos qne tg 120° #= —tg 60° = — J3 . 

b) O correspondente, no i- ąuadrante. da extremidade 
M do arco de 210° e o ponto P, extremidade do arco 
de 30°. 



Observe ąue a ordenada do ponto T e siniultaneamen- 
te a tg 210° e a tg 30°, isto e: 


5 ' 


Lg 210° = tg 30° = 


J3 
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c) O correspondente, no !" quadrante, da extremidade 
M do arco de 300° € o ponto P, extremidade do arco 
de 60°. 



Como os triangulos OT A e OT'A sao congruentes, se- 
gue-se que os pontos T e T' tem ordenadas opostas. 

Logo. eoneluimos que tg 300° = —tg 60° — — */3 . 

Reducao ao 1- quadrante 
(generalizaęao) 

Dado uni arco de tnedida ot, com extremidade no 1- 
quadrante, temos: 




> tg a = tg ( 180 ° -t- ct) 



Se a for urna medida em radianos, essas relaęoes de- 
vem ser expressas como: 

tg (n — a) = —tg a 
tg <7t + a) = tg a 
tg (2n — a) = -tg a 

Nota 

Exislindo a tangente de cl, mesmo que a extremidade 
do arco a nao seja ponto do 1 - quadrante, as tres relaęoes 
anteriores continuam verdadeiras. Verifique! 

Jjl* EXERCICIORESOLVIDO 

R.5 Simplificar a expressao, com ig ct ^ 0: 

p . tg (180° — a) — tg (180° + a) 
tg (360° — «) 

Resoluęao 

Sabemos que tg (180° — a) = — tg a, 
tg (180° + a) = tg a e tg (360° — ct) = —tg ct. 

Assim, E = E = JllMSL E = 2. 

-tg a -Jg a 

3. ARGOS DE MEDIDAS OPOSTAS (a E -a) 

Dois arcos de medidas opostas (a e -a) tem extremi- 
dades simetricas em relaęao ao eixo dos co-senos. 
Observe: 
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Notę que os prolongamentos dos raios que passam pelas 
extremidades dos arcos a e —a interceptam o eixo das 
tangentes em pontos de ordenadas opostas, conforme fi¬ 


gura abaixo. 



Assim, tg ( — a) - —tg a 



1 EXERCICIO RESOLV1PO 


R.6 Calcular o valor de tg (—60°). 
Resohięao 

Sabemos que tg (—a) = —Ig a. 
Logo. tg (-60°) m -tg 60° = - 73 


EXERCICIOS BASICOS 



B.l Calcule: 
a) tg 180‘ 


b) tg 3ó0‘ 


c) tg 270' 


B.2 Sabendo que tg a = — 3 e que < a < Jt. calcule os 
va]ores de sen a e cos a. 


B.8 (U. E. Londrina-PR) A medidu a de uin angulo e igual 

ao iriplo da medida do sen suplemento. Nestas condi- 
ęoes, tg a e igual a: 

a) 1 c) 0 e) -1 

J2 JN J2 


b> 


d) 


B.9 Simplifique a expressao: 

.. _ 2 tg (180° + a) - tg (180' 
Ł — - 


a) 


5 tg (360° — ot) 

B.10 Simplifiąue a expressao: 

c „ tg (jt + a) — tg (2tt 


■. para tg a A 0 


- a) 


tg (2k — a) 4- tg (7t — a) 


B.ll Calcule: 

a) tg (-45°) 


B.12 Calcule: 
a) tg 


K \ 


b) tg 


3 

4jt 


b) tg (-120°) 


c) tg 


, para tg a # 0 


c) tg (-300°) 


I 1 71 ^ 


6 ) 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l (PUC-MG) O arco que tem medida x, em radianos, e tal 
que 

< x < 7t e tg x — — Jl . O valor do seno de x e: 


a) J3 

b) 42 


c) 

d) 


4J 

3 

M 


e) 


42 


3 3 tu 

B.3 Sabendo que sen ,v — —e que JL ^— < x < 2n, de- 
termine te x. 


B.4 Com o auxflio da tabela dos arcos notaveis, calcule: 

a) tg 150° c) tg 330° e) tg 225 e 

b) tg 240° d) tg 135® f)tg315 c 


B.5 Calcule o valor da expressao E = ~ P ara 

r - 120°. g A 

B.6 Com o aux£lio da tabela dos arcos notaveis ; calcule: 


3 3 ti 

C.2 (Fuvest-SP)Setg.v= eit<.x< —, entaoovalor 
de cos x - sen x e: 


. 2jt 

a )cg 3 

.. 3tc 

O tg 4 

C.4 

1 l7t 

b >.g — 

... 4)t 

d>, g — 

C.5 

(U. E. Londrina-PR) 0 valor da expressao 

2% . j_ ■, 5% , 

cos —— -1- sen ——- + tg ^ e: 

C.6 

a) ^ 2 " 3 

d >ł 



e) f 



■>ł 

»-4 


C) “T 

d >T 


C) -T 


C.3 Sabendo que 2 sen x + cos x — tg x cos x, determine o 
vaior de tg x. Sugestao. Devemos ter cos x 0, pois, 
caso contrario, nao existiria tg.v. Assim sendo. podemos 
dividir ambos os membros da iguaidade por cos .v. 

C.4 Em que ąuadrantes o produto sen x tg ,v e positivo? 


cos a > 0 e tg a < 0, determine a que quadrante perten 
ce a extremkUi.de do areo de medida ct. 


1 

existencia, a expressao —-— + -- ś 

sen .v cos (-.v) 


c) 0 


identica a: 

a) 2 cos x 

b) — 2 cos x 

c) cos x 


d) — cos.v 

e) 0 
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Ccipftulo 32 

EQUAęÓES E INEQUAęOES 
TRIGONOMETRICAS EM TANGENTE 


1. METODO GRAFICO PARA A 
RESOLUCAO DE UMA EOUAęAO 
IMEDIATA EM TANGENTE 

Eąuaęoes do tipo tg x — k, sendo k uma constante real, 
sao chamadas de eąuaęoes imediatas. Para resolve-las 
tisaremos o metodo grafico, do mesmo modo que fizemos 
para o seno e co-seno. Os requisitos para esse metodo 
sao: 

I. Tabela dos arcos notaveis 




IH. Os valores de tg 0 e tg 7t 


A 



Os prolongamentos dos raios pelos pontosA ou A' en- 
contram o eixo das tangentes no próprio porno A. Logo, 
temos tg 0 = 0 e tg tc = 0. 



EXERCIC(05 RESOLYIDOS 


R.l Resolver a equaęao tg x = 1, para 0 a < 27 i. 

Resolucao 

Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
igual a 1. 



Traęamos por P a reta que passa pelo centro da cireunfe- 
rencia trigonometrica. Tal reta intereepta a circunferen- 
cia nos pontos M e N. Os valores da primeira volta posi- 
tiva associados aMouW sao as rafzes da equaęao. 



W 
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, it iu 

Logo, x = -7- ou x — tc + — 
4 4 


Assim, S — 




5iu 

4 


R.2 ResoWer a equaęao tg x = — 1, para 0 x < 2 tz. 

Resoluęao 

Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
igual a — 1 e traęamos por P a reta que passa pelo centro 
da circunferencia, obtendo M e N. 



As rafzes da ecjuaęao sao os vaiores associados a M ou 
N, na primeira volta positiva. Tais valores nao estao na 
tabela dos arcos notavds, pois M e N estao fora do 1 Q 
quadrante. Busąuemos. entao, no 1 B ąuadrante. o arco 
ausiliar. isto e. o arco (da tabela) cuja tangente e 1. 



Finalmente, pelas simetrias, transportatnos o arco auxili- 
ar para o 2- e para o 4“ quadrante. 



2n 


¥ TU 371 , TU 

Logo, * = 71 - — - OU JC = 27C - “ 

Assim, S — 


3te 7tu | 
~4~r 


7n 
4 ' 


j^ 3 Resolver a equaęao tg .v = 0, para 0 x < 2n. 
Resoluęao 

Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
zero e a seguir traęamos por P a reta que passa pelo cen¬ 
tro da circunferencia trigonometrica: 



Tal reta intercepta a circunferencia nos pontos A e A '. 
Logo, x = 0 ou ,v — TU. 

Assim, 5' = {0, Tl). 



EXERCICIOS BASICOS 

B.l Reso!va as equaęoes para 0 x < 2tu 
a) tg x — J 3 


b) tg x 




d) tg x = ~ 


e) tgx = 0 




c) tg x — — J3 


f) tg 2 x = 1 


B.2 Determine o conjunto soluęao da equaęao: 

tg 2 jc ~ tg x — 0, para 0 x < 2tu 

Sugestao. Fatore o primeiro membro e aplique a propri- 
edade do produto nulo. 

B.3 (U. Calólica de Salvador-BA) Quantas sao as soluępes 

reais da equaęao 3 tg 2 x — tg x ~ 0, se x pertence ao 
intervalo [0, 2ti]? 


a) lima. 

c) Tres. e) Cinco. 

b) Duas. 

d) Quatro. 

(PUC-PR) A soma das rafzes da equaęao 

sen x — J3 

■ cos jc no inLervalo [0, 2 tu] e: 

a) tu 

, 2tu , tu 

c) ir, e) t 


7n 
d) 3 


Sugestao. Na equaęao, o valor do cos x e certamente 
diferente de zero, pois se cos x — 0 tem-se qne sen x — i 
ou sen x — -l, e, nos dois casos, a sentenęa 

sen jc = J3 cos x 6 falsa. Assim, e permitido dividir 
ambos os membros da equaęao por cos jc. 

B.5 Considerando o universo U — [0, 2tu[, resolva a equaęao 
sen x — cos x. 



B.6 (Cesgranrio) O mimero de ralzes da equaęao tg x = 4 no 
interva!o [0, 2 tu| e: 

a) 2 b) 1 c) 3 d) 4 e) 0 


Exercicios comptementares de C.l a C.4 
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2. METODO GRAFICO PARA A 
RESOLUęAO DE INEOUAęÓES 
IMEDIATAS EM TANGENTE 

Inequaęóes do tipo tg x > k (ou com as relaęoes <, 
^ ou ^), sendo k urna constante real, sao cbamadas de 
inequaęoes imediatas. Para resoIve~las usaremos o me¬ 
todo grafico, como mostram os exercfcios resolvidos a 
seguir. 



EXERCICIO$ RESOLVIDOS 


R.4 ResoJver a ineąuaęao tg x 2* i, para 0 ^ x < 2n. 
Resoluęao 

Determinemos, inicialmente, os arcos que tem tangente 
igual a 1: 




Pelo ponto de ordenada 1, do eixo das tangentes, e por 
todos os pontos, desse eixo, com ordenadas maiores que 
l, vamos traęar retas ąue passam pelo centi-o da circun- 
ferencia: 



Os pontos de intersecęao dessas retas com a drcunfe- 
rencia trigonometrica formarn o conjunto soluęao da 
ineąuaęao. 

Logo: 



R.5 ResoWer a ineąuaęao tg x < J3 , para 0 *£ x < 2ir. 



Resoluęao 

Determinemos, inicialmente, os arcos que tem tangente 
igual a ,/J:: 



Por todos os pontos do eixo das tangentes que possuem 
ordenadas menores que J3 , vamós traęar as retas que 
passam pelo centro da circunferencia: 



Os pontos de intersecęao dessas retas com a circunferen- 
cia trigonometrica formarn o conjunto soluęao da ine¬ 
ąuaęao. 

Logo: 



n _ ,, 7 t n _ . 

0 x < ■— ou — <x< 

3 2 


4tc 

T 


ou 


3tr 

2 


< x < 2 k 



EXERCfCIOS $ks\coe 


B.7 


Resolva as ineąuaęoes para 0 «£ x < 2tc: 


a) tg x ^ J3 

b) tg x < 1 

c) tg x 3= — i 


d) tg x ^ - 


73 


e) tg x > 


73 


f) tg x ^ 0 

g) tg x < 0 


B.8 (Mogi-SP) Resolvendo o sistema de ineąuaęoes 

tg x ^ l 

* j , para 0 x < 2iz, obtem-se: 

sen x > —- 

l 2 



























2 TC 
3 


, TC „ ^ JC 2Tt ^ 3?C 

sSi< — 

,, I , ^ it 2it 5 ji 

b) ~6 A < y ou “T 


, 71 , __ it 

c) T T 

js TC _ TC 

d) T * X< T 


v TC - TU TC _ 5TT 

c) T < IS T 0U T <x< — 


B,9 Considerando o universo U = [0, 2tc[, determine o con- 
junto soluęao de — 1 < tg x t. 

Exercicios complementares de C.5 a C.7 




EXERCICIOS COMPLEMENTARES 



C.1 De o conjunto soluęao da eąuaęao 

(tg 2 x — 3)(sen a + 1) = 0, no universo U = [7t, 2 tc], 


C.2 Resolva a eąuaęao tg 2 x — (l + Jd )tg x + J3 — 0, 
no conjunto universo U — [0, 2ti[. 

Sugestao. Faęa a mudanęa de variavel tg a = y e calcule 
a soma e o produto das rafzes da eąuaęao do 2- grau: 

?-{l + J$)y + JJ =0 


C.3 (Acafe-SC) No intervalo [0, 2 je[, a soma das rafzes da 


eąuaęao L + 

a) Tc 

b) 2 tc 


1 


ts 2 x 


tg X 


e: 


c) 


Z>7t 


d) 


3tc 


e) 0 


C.4 Determine, para 0 x < 2tc, o conjunto soluęao da eąua¬ 
ęao sen x tg A' + sen a - tg a cos x ~ cos a = 0. 

C.5 (UFBA) Determine os valores de a. a E [0, 2tc] de modo 
que | tg A*j < J 3 . 

C.6 (UESC) ResoWa a ineąuaęao tg 2 a — tg a < 0 para 
0 a < 2tl 

C.7 Determine a. 0 a < 2 tc. de modo ąue a eąuaęao do 2° 
grau 4a 2 — 4a — tg a = 0 admita rafzes reais. 
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Copftulo 33 

AS RAZÓES RECIPROCAS DO SENO, 
DO CO-SENO E DA TANGENTE 


1. CO-TANGENTE, SECANTE E 
CO-SECANTE DE UM ARCO 
TRIGONOMETRICO 

Essas tres “noYas” relaęoes tein relativa importancia na 
trigonometria, pois sempre que exigidas podem ser subs- 
tituidas por expressoes em seno, co-seno ou tangente. 

Indicamos a co-tangente de um arco a, a secante de a 
e a co.-secante de a pelos snnbolos cotg a, sec a e cossec a, 
respectivamente. 

Defmięoes 


. cos a , _ 

cotg oi =-, para sen a =£ 0 

sen a 

I 


sec x — 2 <=> —*— — 2 cos x — 4" 
cos x 2 



7C 5tc 

.. x = y ou x = — 


sec a = 


cos a 


. para cos ot # 0 


Logo, S ~ 


n_ 5n 
3 ! 3 


cossec ot = 


sen a 


, para sen ot # 0 


Observe. pela definięao de cotg a, que, se alem de 
sen ot^O tivermos tambem cos a + 0, entao: 


cotg a = 


i 


tg a 



EXERCICIOS RESOLV!DOS 


R.I CaJcular: 
a) cotg 30° 

Resoluęao 

a) cotg 30° — 

b) sec 180° = 


b) sec 180° 
J3 


c) cossec 90' 


cos 30 £ 


c) cossec 90° = 


sen 30° 

1 


f 

1 

1 

cos 180° 

-1 

1 

I 

sen 90° 

1 




- -1 


= 1 


R.2 ResoIver a equaęao sec x = 2, para 0 x < 2tt 
Resoluęao 

Condięao de existencia cosx + 0. 


R.3 


Sabendo que cotg a - = 2 e 0 < $F < —, calcuiar cossec .v. 

■M 

Resoluęao 


COS X 

sen x 


= 2 


sen 2 x + cos 2 x = 1 
. [ cos x — 2 sen x (I) 

[ sen 2 x + cos 2 x — I (U) 

Snbstitnindo (I) em (II). temos: 

sen 2 x -I- (2 sen a*) 2 — 1 sen 2 .v + 4 sen 2 x — 1 

5sen 2 x = I sen 2 x= y 


. sen x 


= +Jl 

5 


Como a e um arco do 1- quadrante, temos sen x — 


Logo, cossec x ~ 


1 


I 


sen x 


JJ J5 


J5 
5 ' 

= Vs. 



EXERCICIOS 3A5\C06 


B.l Calcule: 
a) cotg 45' 


b) sec 0 ( 


c) cossec 270° 


B.2 Calcule o va!or da expressao: 


E — sec 60° + cossec 30° — cotg 2 30° 
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B.3 (Cefet-PR) Se f(x) ~ JJ * cossec (2a) + cos (8x), 


f 7t ^ 

/ — e iguai a: 

V O ) 


a > j 

c) 1 

b) 0 

*T 


B.4 Resolva a equaęao cossec x - Jl para 0 x < 2rc. 

B.5 Determine o conjunto soluęao da equaęao: 

tg x + cotg .v = 2 sec X, para 0 *5 x < 2n 


B.6 (U, E. Londrina-PR.) Se x 6 tal que 7t < x < 


3 Tl 


sec ,v = — , entao o valor do sen x e: 


a) 

b) 


J_5_ 

5 

2 75 


c) 

d) 


75 


5 

2 J5 


e) - 


730 


B.7 


Sendo cossec x = 



< x < 7 t, calcule tg x. 


B.8 (U. Católica-GO-modificado) Simplificando-se a expres- 

sao — ScC A + Sei1 A —•, obedecidas as condięoes de 
cossec x + cos x 

existencia, obtem-se: 

a) tg x c) cossec x e) cotg x 

b) sec x d) sen x 


Exercicios compiementares de C.1 a C.6 


2. IDENTIDADES 

Consideremos o conjunto universo IR, dos numeros 
reais. Obsen ando as igualdades: 

3jc - 6 e (x + 5) 2 = x 2 + Kk 4- 25 

percebemos que a primeira se torna uma proposięao yer¬ 
dadeira apenas para x = 2 e que a segunda se toma 
verdadeira para qualquer valor real atribuido a variavel 
x. Por isso dizemos que a primeira igualdade nao e uma 
identidade em IR e que a segunda e uma identidade em IR. 

Definięao 

Uma igualdade em uma variavel x, f(x) ~ g(x), e 
uma identidade num conjunto universo U se, e so- 
mente se, a sentenęa /(a) = g(a) e verdadeira para 
quaiquer valor de a, a E U. 

Exemplos 

a) Sao identidades no universo U = IR as seguintes igual- 
dades: 

• sen 2 x 4- cos 2 a- ^ I 
» x — A — 2a 

• (A‘ + l)(x — l) = X 2 — 1 


b) Nao sao identidades no universo U = IR as seguintes 
igualdades: 

J£ 

• — =1, pois a sentenęa nao se torna yerdadeira 
P \- 

para x = 0; 

• 7*^ “ Jf, pois a sentenęa nao se torna yerdadeira 
para valores negativos de x, como. por exemplo, 
,v = —3. 

• tg x cos x — sen a-, pois a sentenęa nao se torna yer¬ 
dadeira para valores que nao tern tangenie, como. 

por exemplo, x= . 

Nota 

Uma igualdade f(x) = g(x) pode nao ser identidade 
em um universo U e ser identidade em outro universo V. 

Exemplo 

X 

A igualdade — = 1 nao e identidade no umverso 
V — IR, porem e identidade no universo V = IR*. 

Tecnicas para demonstraęao de 
identidades 

Existem varias tecnicas para se demonstrar uma iden¬ 
tidade. Apresentaremos duas. 

I. Para provarmos que uma sentenęa f(x) = g(x) e 
identidade em um universo U, podemos seguir os 
seguintes passos: 

* passo 1: provamos que f(x) eg (a) estao deftnidos em U: 

• passo 2: escolhemos um dos membros da igualdade 
f(x) = g(jc) e, a partir dele, obtemos o outro rnembro. 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.4 Demonstrar que a igualdade tg x + cotg x = sec v cossec x 
e identidade no universo: 

U — (a £E IR | sen x # 0 e cos x ¥= 0} 

Resoluęao 

Passo 1: Para existir a expressao tg x + cotg a, deve-se 
ter cos .V f 0 c sen a* 4= 0. Logo, o primeiro rnembro da 
igualdade esta definido em U. 

Para existir a expressao sec x cossec x, deve-se ter 
cos x ^ 0 e sen x 4 0. Logo, o segundo rnembro da 
igualdade esta definido em U. 

Passo 2: Partindo do primeiro rnembro da igualdade, 
temos: 

primeiro rnembro — tg x + cotg x = 


sen x cos x 


COS X 


sen a* 


1 


sen 2 a + cos- a 
cos x sen x 

1 


cos x sen x cos x sen x 
= sec A‘ cossec X — segundo rnembro 

Pelos passos 1 e 2, provamos que a igualdade e identi- 
dade em U. (c.q.d.) 

TI. Podemos provar que uma sentenęa /(x) — g (.v) e 
identidade em U, a partir de outra identidade 
h(x) = r(x), em U. 
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EXERCiCIO RESOLYIDO 


R.S Demonstrar que a igualdade sec- a = ] -I- tg 2 x € identi- 
dade no universo U — (j£ IR | cos x ^ 0}. 

Resoluęao 

Sabemos que a igualdade sen 2 x + cos- x = 1 e identi- 
dade em IR e. port ant o. tambem o e em U , pois U E IR. 
Dividindo-se ambos os membros dessa igualdade por 
cos 2 a, com cos x =f 0, temos: 


sen 2 x . cos 2 x 

-:—— i --- 


1 


COS- X COS- X COS 2 X 

=$ tg-.Y + I = sec 2 A’ 


(c.q.d.) 



EXERCICIOS PA SICOS 


B.9 Verifique se as sentenęas abaixo sao ou nao identidades 
nos respectivos conjuntos universo: 

a) 2(a- + 3) = 2x + 6 em U = IR 

b) — - 0 em 17 = IR 

c) - - = 0 em U = R* 
x 

d) tg x cotg x - 1 em U = IR 

e) tg x cotg x ~ 1 em U ~ {a E IR | sen x =£ 0 e cos x # 0} 

B.10 Demon stre que cada uma das igualdades e identidade no 
respectivo universo 11: 

a) 1 + cotg 2 a = cossec 2 a em U = {a E IR | sen a # 0} 
bj (tg a + cotg a) sen x = sec x em 
U ~ {a E IR | sen a cos a =£ 0} 

c) (1 4- sen x)(cossec x — 1) sec x = cotg x em 
U — [a E IR | sen x cos a =7 0} 

d) sen" a — cos 4 a — sen 2 a — cos 2 a em U = IR 

e) (sec 2 a - lRcossee 2 a — 1) = 1 em 
U — (a E IR J sen jc^Oe cos x =£ 0} 

f) tg x cos a = cossec a sen 2 x em 
U = {a E IR j sen x cos a =£ 0} 

Sugestao. Transforme essa igualdade na igualdade 
eqiiivalente tg x cos x — cossec a sen 2 a = 0. 

B.l t A igualdade sen 2 a = 2 sen x e uma identidade em 
U — IR? Justifique sua resposta. 

B.12 Determine o mais amplo universo U, U C IR, de modo 
que a igualdade cos x sec x = 1 seja identidade em U. 

Exerclcios complementares de C.7 a C.9 


3. IDENTIDADES NOTAVEI$ 

Duas identidades merecem destaque devido a suas mul- 
tiplas aplicaęoes em resoluęoes de problemas. Sao elas: 

a) sec 2 a = 1 + tg 2 a para cos x =£ 0 e 

b) cossec 2 a — 1 — cotg 2 a para sen a 0 


Demonstraęoes 

Sabemos que sen 2 a 4- cos 2 a = I (I) e uma identidade 
em IR. 

a) Supondo cos a =# 0 e dmdindo ambos os membros 
de (T) por cos 2 a, temos: 


sen 2 x 
cos 2 x 


H" 


COS- X 


1 


COS^ A COS" X 

tg 2 a + 1 = sec 2 A 


(c.q.d.) 


b) Supondo sen a ¥= 0 e dividindo ambos os membros 
de (I) por sen 2 a, temos: 


sen 2 a 
sen 2 x 


cos 2 x 
sen 2 a 


1 


sen 2 a 


1 4- cotg 2 a = cossec 2 A 


(c.q.d.) 



EXERCICIOS RESOmDOS 


3tc 


R.6 Sabendo que tg x = 3 e que Tt < a < —, calcular sec a. 

te 

Resoluęao 

Sabemos que sec 2 x — 1 + tg 2 a - . Substituindo a tg a por 
3, temos: 

sec 2 a = 1 + 3 2 sec 2 a = 10 sec x = ± 4 lOT 

Como a e um arco do 3- quadrante e a secante tern o mes- 
mo sinal do co-seno, temos: 


sec 


x = — JTo 


R.7 Resolver a equaęao sec 2 a + tg a — I para 0 =£ x < 2 tl 

Resoluęao 

Condięao de existencia cos x =£ 0. 

Substituindo sec 2 a por 1 + tg 2 x, temos: 

1 + tg 2 a -I- tg a = 1 => tg 2 A' 4- tg a = 0 
tg A (tg A + 1) = 0 

Entao, temos: 

* tg a = 0 



a — 0 ou x = n 
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tgx= -1 



. 37U 7 TE 

.. x = —— OU X = —— 
4 4 


Temos, entao, como conjunto soluęao: 

3 7C 771 


5= 0, 7t, 


4 ’ 4 



EXERCICIOS BASICOS 


B.13 Sabendo que cotg x = Jl5 equeO<x< y, calcule 
o valor da cossec x. 

B.14 Determine o valor da tg x, sabendo que sec x = J5~ e 

3 jt _ _ 

—— < x < 2tc. 


B.15 Determine o valor de a sabendo que sec jc = a + 1 e 
tg x = a. 

B.16 Simplifique a expressao£ — —— -r— -, com cos x # 0 


1 + sec x 


e cos x ź — 1. 


B.17 (UFRS) A expressao tg 2 5° - sec 2 5° vale: 

a) 0 b) I c) - i d) 5 

B.18 fUnicap-PE- modi fi cado) Resolva a equaęao: 

(1 + tg 2 x)cos x — 2 para 0 ^ x < 2it 

B.19 Resolva a equaęao sec 2 x + tg a — 1 =0 para 
0 ,v < 2 tu. Sugestao. sec 2 x = 1 + tg 2 x. 

Exercfcios complementares C.10 e C.11 


e) -5 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l (U. F. Uberlandia-MG) Se o = 4.520°, qual e a afinna- 
ęao verdadeira? 


a) cossec a > 0 

b) cotg a = 0 

c) sen a < 0 


d) tg a = 0 

e) cos a > 0 


C.2 (UDESC) A expressao mais simples para 

1 


1 + 

a) 1 

b) -l 

Nota 


cos 2 x cosec 2 x 


- sec 2 jc e: 


c) 0 

d) tg x 


e) sec 2 x 


A co-secante de um arco de medida x pode ser simboli- 
zada por cossec jc ou por cosec x. 

C.3 (UFMG) Determine todos os valores de x pertencentes 
ao intervalo ]0 T 7t[ que satisfazem a equaęao: 

3 tg x 4- 2 cos x = 3 sec jc 

C.4 Resolva a equaęao sec 2 x — 3 sec jt + 2 = 0. para 
0 jc < 2rt. 

C.5 Obtenha o conjunto dos valores de x t 0 =£ jc < 2tc. de 
modo que cotg 2 x + cotg x — 0. 

C.6 Simplifiąue a expressao: 


E = 


(sec 2 x — l)(cossec 2 jc — 1) 


1 + tg 2 x 
com sen r#0e cos x ¥= 0. 

C.7 Determine o valor de k de modo que a igualdade 

(cos jc + sen x) 2 + k sen x cos x — 1 = 0 seja uma iden- 
tidade em !R. 


r- e /cnu cm a Sen X 1 + COS X 

C.8 (FGY-SP) A expressao - + 


1 + cos x 


sen x 


para sen x ^ 0. e identica a: 

a) 2 

b) 


COS X 

i 


d) 2 cossec x 

e) 


COS X 


1 + sen x 


sen x 
c) sec x 


„ _ n _. , _ cossec x — sen x 

C.9 (PUC-SP) A expressao-. com 

sec x — cos x 

cos x i= 0 e sen x =£ 0. e identicamente igual a: 

a) cotg 3 x 

b) sec 2 x 

c) sen 2 x + cos x 

d) tg 2 x + sec x 

e) cossec 3 x 

C.10 Determine o conjunto soluęao da equaęao; 

sec 4 x — 2 tg 2 x = 2 para 0 ^ x < 2n 
Sugestao. sec 2 x — 1 + tg 2 x => tg 2 x = sec 2 x — 1. 

C.ll (UFPR) Se cos x =£ 0, a expres$ao sec 4 x — tg 4 x — 1 e 
identica a: 

a) tg 2 x c) 2tg x e) 1 

b) -tg 2 x d)2tg 2 x 

Sugestao. sec 4 x = (sec 2 x)\ 
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Copitulo 34 

RESOLUęAO DE EQUAęÓES E INEQUAęÓES 

TRIGONOMETRICAS EM IR 



1. ASSOCIANDO NUMEROS REAIS A 
PONTOS DA CIRCUNFERENCIA 
TRIGONOMETRICA 


Cada ponto da circunferencia tri¬ 
gonometrica e extremidade de infini- 
tos arcos trigonometricos. Por exem- 
plo, na circunferencia ao lado, consi- 
derando as inlinitas voltas que pode- 
mos girar nos dois sentidos, o ponto A 
e extremidade dos arcos de medidas: 


... ~4jł rad, — 2 ji rad, 0rad, 2 ti rad, 47rrad, 6n rad, 8 tc rad,... 

Associando cada numero real x a extreniidade do arco 
de medida .r rad, vamos identificar o conjunto dos numeros 
reais com o conjunto das medidas era radianos, por exem- 
plo. associamos: 

• o numero real 0 a extremidade do arco de medida 0 rad; 

• o numero real 1 a extremidade do arco de medida 1 rad; 

TC 

• o numero real — a extremidade do arco de medida 

f rad: 

• o numero real n a extremidade do arco de medida n rad; 
etc. 


Medidas em radianos 
associadas a pontos da 
circunferencia trigonometrica 


Numeros reais 
associados a pontos da 
circunferencia 
trigonometrica 



j 



— - rad 

2 

r 

ju rad / 

^ 1 rad 

Jj 0 rad > 

V 

7 2 k rad 

3tt , 

— rad 

2 



ę&y 




EXERC!CIO RESOLVIPO 


R.l Determinar o sinal doproduto P - sen 1 sen 2 cos 3 cos 5. 
Resoluęao 

Os numeros reais 1, 2, 3 e 5 sao identificados com as me- 
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didas 1 rad, 2 rad, 3 rad e 5 rad, que pertenceni ao I s . ao 
2 2 , ao 2- e ao 4 Q quadrante, respectivamente. 



3,14 


^ 1,57 


2n « 8,28 * 


Assim, sen 1 > 0; sen 2 > 0: cos 3 < 0; cos 5 > 0. 
Logo, P < 0. 


2. EX PRESS AO GERAL DOS NUMEROS 
REAIS ASSOCIADOS A UM PONTO DA 
CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 

Os infmitos numeros reais, em or- 
dem crescente, associados ao ponto 
A' da circunferencia trigonometrica 
ao lado sao: 

... 5te, 3n:, k. k, 3tt, 5n,... 

Essa seqiiencia e urna progressao aritmetica, infinita 
nos dois sentidos, cuja razao e 2n. Um termo geral dessa 
seqiiencia e representado pela expressao que indica a 
soma de um termo qualquer da P.A. com um multiplo da 
razao. Por exemplo: 

x = k + k * 2jt, k E W, 

Notę que atribumdo a k todos os valores do conjunto dos 

numeros inteiros TL - {..., -3, -2, —1,0, 1, 2, 3, 

obtóm-se todos os termos da P.A. 

* 

* 

k = —2 > x = — 3tx 
k = — 1 =>jt =—TU 
k = 0 =$ x =7i 

k — 1 => x —3 k 

k ~ 2 =$ x ~5n 



Por isso, a expressao x = n + k • 2n, k E TL representa 
todos os numeros reais associados ao ponto A'. Ha outras 

















maneiras de se apresentar um termo geral dessa P.A. 
Observe: 

x — —K + k * 2n, k(El, 
x = 3 k + k ■ 2tc, k E TL 
x — 5n + k * 2te, kę=.7L 
etc. 


Generalizando 


Seja a um numero real associado a um ponto M da 
circunferencia trigonometrica. Uma expressao capaz 
de representai - todos os numeros reais associados ao 
ponto M e x = <x + k m 2jc, k E TL. 



3. EOUAęÓES E INEQUACÓES 
TRIGONOMETRICAS 

Em capftulos anteriores, ja estudamos a resoluęao de 
equaęoes e inequaęoes trigonometricas em intervalos 
limitados, como, por exemplo. [0, 2n[. Os exerci"cios 
resolvidos a seguir mostram a resoluęao de eąuaęoes e 
inequaęoes trigonometricas em IR, isto e, nas infinitas 
voltas da circunferencia trigonometrica. 

EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.2 Resolver em IR a ecjuaęao sen x — 1. 

Resoluęao 



O ponto da circunferencia trigonometrica que possui o 
seno (ordenada) igual a 1 e o ponto B. O conjunto soluęao 
da equaęao e fonnado pelos infinitos numeros reais (me- 
didas em radianos) associados ao ponto B. A expressao 
geral desses numeros e: 

x = ^ + k-2%,kGZ 
Logo, temos como conjunto soluęao: 

S = jx G IR Ix = ~ + jfc • 2n. k e 2 j 


R.3 Resolver em IR a eąuaęao sen x= 

Ja# 

Resoluęao 



As expressoes gerais dos numeros reais associados aos 
pontos M ou N sao: 

5rc 


x = + k • 2n on x — , 

6 6 


+ k ’ 2n, k E 'TL 


Temos como conjunto soluęao: 


S = |x E IR | x = + k • 2rt ou 


x = 


5tc 

6 


+ k * 2k, ł£Z 



EXERCICIO E5ASICO 

Resolva em IR as equaę5es: 

a) sen x = — 1 

. V V3 

b) senx = —-— 

c) cos x = — 1 

d) sen x = 

e) cos x — ! 

f) sec x = 2 

g) 2 sen 2 x —3 senx + 1 =0 

h) sen 2 x + 2 cos x + 2 — 0 



■' EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.4 


Resolver em IR a inequaęao sen x > — 

Resoluęao 



Na primeira volta positiva a soluęao e: 


7t 5 TC 

T <jr< -fT 
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Nas infinitas vohas a soluęao e: 

TC StT 

— + k • 2n< x < — 7 — + k * 2% com kEZ 
6 6 

Logo, temos: 

S = (jc G IR |-£- + k • 2 n < x < A- + k ■ 2n, k E Z 


R.5 Resolver em IR a inequaęao cos x 5= ~. 
Resohięao 



Reiiflcando as infinitas voltas da circunferencia trigono¬ 
metrica, um dos intervalos representados pelo arco colo- 
rido e: 



Para descrever os infinitos intervalos que formam o con- 
junto soluęao S da inequaęao, basta adicionar k • 2n a 
cada extremo do intervalo acima. Assim, temos: 

S ~ j.r E IR |—y + k * 2n ^ x ^ y +■ k ■ 2n,kE zj 


■ EXERC1C!0 3AS\CO 


B.2 Resolva em IR as inequaęoes: 

% ^ V3 

a) sen x > - -- - - 


b) cos x ^ 

Zi 

c) COS X < — -4- 

2 


d) sen x 

e) cos x 


j_ 

2 

J2 


4. EXPRESSAO GERAL DOS NUMEROS 
REAIS ASSOCIADOS A DOIS PONTOS 
DA CIRCUNFERENCIA 
TRIGONOMETRICA SIMETRICOS EM 
RELAęAO A ORIGEM DO SISTEMA 
CARTESIANO 


Observe os numeros reais associ- 
ados aos pontos A e A’ da eircunfe- 
r€ncia trigonometrica ao lado, colo- 
cados em ordem crescente: 

... -3it, —2k 7 tc, 0, k, 2n, 3tt, ... 



Essa seqiiencia e unia progressao aritmetica intlnita 
nos dois sentidos cuja razao e 71 . Um termo geral dessa 
seąiiencia e representado por uma expressao que indica a 
soma de um termo qualquer da P.A. com um multiplo da 
razao. Por exemplo; 

x = 0 + £ 71 , k GZ 


ou, simplesmente: 


Generalizando 


x — kn , k G Z 


Seja a um nu mero real associado a urn dos pontos 
M ou M' da circunferencia trigonometrica. simetri- 
cos em relaęao a origem do sistema cartesiano. Uma 
expressao capaz de representaf todos os numeros 
reais associados a esses pontos e: 

x = cl + kn. k G Z 




EXERCICIOS RES0LVIP06 


R.6 Resolver em IR a equaęao cos jc = 0. 
Resohięao 

O cos x e igua] a zero se ,r for um 
numero real associado ao ponto 
B ou R'. Esses pontos sao sime- 
tricos em relaęao a origem do sis¬ 
tema: logo, os numeros reais as¬ 
sociados a eles formam, em or¬ 
dem crescente, uma P.A. de ra¬ 
zao 7t. 

Temos, entao: 

jc = y T kn, k 



Z 


Portanto, o conjunto soluęao da eąuaęao e: 

S = jjr e IR [ A’ = ~ + kit. k G 

R.7 Resolver em IR a equaęao tg x — 1. 
Resoluędo 


Z 



Os pontos M e M' sao simetricos era relaęao a origem 
do sistema; logo, os numeros reais associados a eles 
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forma m. em ordem crescente, u ma P.A. de razao 7t, 
Temos, entao: 

x * e 7L 

4 

Portanto, o conjunto soluęao da equaęao e: 

s = jjt e IR |.v = -J. + tu, * e zj 



EXERCICIO BA3IC0 

B.3 ResoIva em IR as eąuaędes: 

a) sen x = 0 

b) tg x = 73 

c) tgx=-l 

d) cos 2 jc - i 

e) sen 2 x — 1 

f) |sen xj = I 

g) 2 cos 2 jf — cos x = 0 

li) sen 4 Jt — 2 sen 2 x + 1 = 0 



r EXERClCIO RESOLVIDO 


R.8 Resolver em IR a inequaęao tg x 3= 1 
Resoluęao 



Na primeira volta positiva a soluęao e: 


n _ - 7E 5 71 

T «^< T ™ — 

Nas infinitas voltas a soluęao e: 


x < 


3tx 


ou 


— + k * 2tc a - < — + k • 27t 
4 2 


S TT ^ TT 

4- k * 2n ^ x < + A • 27t, com kE^TL 


4 

Notę, porem, que, como os dois in1ervalos na circunfe¬ 
rencia sao simetricos em relaęao a origera do sistema. 
podemos dar uma unica expressao para os dois inter- 
valos, isto e: 

~ -h k% ^ x < 4 + kK, k € M 

*T Ł 


Logo, S — 


jceIR -Ł + kn^x< 4 + 



EXERCICIO 3ASIC0 


B.4 Resolva em R as inequaęoes: 

a) tg x > J3 c)tgjr<l 

b) tg a-c - J3 

5. NUMEROS REAIS ASSOCIADOS A 
PONTOS QUE DIV1DEM A 
CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 
EM PARTES IGUA1S 


Observe os numeros reais assoct- 
ados aos pornos A, B, A' e B' da 
circunferencia Irigonometrica, colo- 
cados em ordem crescente: 



„ 3tt 7t n 71 371 - 571 

~27t, — . —7T, — —, U, —, 7C, - ■, 27C, —, ... 

Z Z Z — 

Essa sequencia e uma progressao aritmetica infinita nos 

TT 

dois sentidos cuja razao e —. Um termo geral dessa se- 

ątiencia e representado por uma expressao que indica a 
soma de um termo qualquer da P.A. com um multiplo da 
razao. Por exemplo: 


.* = 0 + 


k% 


, i tez 


ou, simplesmente: 


x= 4 ?-, kez 


General i zando 

Seja a um numero real associado a um dos n pon¬ 
tos Aj, A 2 , Aj, A„ que dividem a circunferencia 
trigonomćtrica em n partes iguais. Uma expressao 
capaz de representar todos os numeros reais associa- 
dos a esses pontos e: 

x — a + —-. k G 2j 

n 
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EXERCICIO RESOLVIDO 

R.9 Resolver em IR a equaęao 2 sen 2 x — 1 = 0. 

Resolucdo 

2 sen 2 x — ! —()=$> sen 2 x = ~ 

2 


. rr . ^ ji 

. . senx = ± — . . sen x = ±—— 
N 2 2 



Os pontos M. N. P e Q dividem a circunferencia em qua- 
tro arcos de medidas iguais: logo, os nrańeros reais asso- 
ciados a esses pontos. em ordem crescente, formam uma 

27U _ n 

~4 T' 


P.A. de razao r = 


. tc 

Assim, x = — + k * —, t£Z.O conjunto soluęao e: 


\x E IR | x — -y* 

+ k * k E aj 

1 1 4 

2 



EXERCICI06 BASI COS 

B.5 Considerando o universo U — IR, resoIva a equaęao: 

sen x cos x = 0 

B.6 De o conjunto dos va!ores de x, x E IR, que satisfacam a 
igualdade (2 cos 2 x — 1) sen x cos x — 0. 

B.7 Resolva em IR a equaęao tg 2 x — 1 = 0. 

B.8 Detemiine no universo U = ]—°°. +«>[ o conjunto solu- 
ęao da equaęao (sec 2 x — l)(eossec 2 x - 1) = 0. 

B. 9 No universo U = !R. qual e o conjunto soluęao da equa- 

ęao 2 sen 2 x 4- sen x — 1=0? 

© 

■fi 

Jr EXERCICI06 COMPLEMENTARES 

C. l (Fatec-SP) Se x 6 um mimero real tal que 

sen 2 x — 3 sen x - —2, entao x e igual a: 

a) ~ ¥ k% feeŻ 


b) 


3tc 


c) 


3 K 


K 


¥ kin, k€.7£ 


d) 4 k 2n. k £ 7L 


e) ~ 4 kn, ł€2 


C.2 Reso!va em R a equaęao: 

cos x sen x - Jl cos x — sen x ¥ Jl — 0 


C.3 Resolva em R o sistema de incquaęoes 


sen x > 


cos x — 


C.4 Resolva em IR a eąuaęao sen ,v tg .v — sen x. 

C.5 Detemiine o domfnio da funęao/U) - Lg x. 

Sugestao. Lembre-se da condięao de existencia. 

C.6 Qual e o domfnio da funęao/(.v) — cotg x? 

C.7 (U. F. Ouro Preto-MG) As soluęoes gerais da equaęao 

[sen jc| = |cos jc| sao: 

a) x ~ (4 k 4 1)-^-, k inteiro. 

b) x = (2 k 4 1)-^-, k inteiro, 

c) x = 2kn, k inteiro. 

d) x = kil , k inteiro. 

e) x = (3k + l)-~, k inteiro. 

jLr 

C.8 (U. F. Sao Carlos-SP) A soluęao de 

Lg 2 9 + sen 2 0—3 cos 2 9 — 0 e: 

TC 

a) kn ± — para todo k inteiro. 

b) para todo k inteiro. 

c) (2k ¥ 1) n para todo k inteiro. 

TC 

d) Mi ± — para todo k inteiro. 

e) A eąuaęao nao admite soluęao. 

C.9 (U. E. Londrina-PR) A funęao dada por 

f(x) — (tg x) * (cotg .t) esta definida se. e somente se: 

a) x e um numero real qualquer. 

b) x ¥ 2 kn, onde 

c) .y # kn. onde k E Z. 


+ k n. k E Z 


d) x * 

e) x A 


kn 

2 

kn 


, onde k E W.. 
, onde k E 7L. 
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Capftulo 35 

TRANSFORMACÓES TRIGONOMETRICAS 


1. SENO, CO-SENO E TANGENTE DOS 
ARCOS DE MEDIDAS o+bEo-t 

Dados dois arcos trigonometricos de medidas a e b, 
podemos calcular o seno, o co-seno e a tangente da soma 
ou da diferenęa desses arcos atraves das identidades a 
seguir, conhecidas por fórmulas de adicao de areos. 

(I) sen (a + b ) = sen a cos b + sen b cos a 

(II) sen (a — b) = sen a cos b — sen b cos a 


* POT = SRT, pois SR / OP 

* TŃR = TOP, pois os triangulos TNR e TOP sao seme- 


lhantes 


AONR 


RN 


RN 


* ARUO=>sena = 


• ARSN => cos a = 


ON 

l 

OR 

OR 

ON 

l 

OU 

OU . 

OR 

cos b 

SN 

SN . 

RN 

sen b 


RN = sen b 
OR = cos b 


(III) cos {a + b) — cos a cos b — sen a sen b 


Como sen (a + b) = OV = OU + UV e UV = SN, con- 
clui'mos que sen {a + b) = sen a cos b + sen b cos a. 


(IV) 


(V) 


cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b 


(c.q.d.) 


tg (a + b) 


tg a -f tg b 


1 tg a tg b 
(Obedecidas as condięoes de existencia.) 


(VI) tg (o-A)= lga tgb 


1 + tg a tg b 

(Obedecidas as condięoes de existencia.) 

Demonstraęao da identidade (I) (apenas no primeiro 
quadrante) 

Dados os arcos trigonometricos AM e AŃ de medidas 
a e a -f b, respectivamente, tracemos as perpendiculares 
auxiliares, confonne figura: 



Notas 


1. Essa demonstraęao pode ser repetida para os demais 
quadrantes com as devidas correęoes de sinais. 

2. Demonsda-se a identidade (II), a partir da identi¬ 
dade (I), fazendo sen (a — b) = sen \a + (—£>)]. 

3. Demonstra-se a identidade (HI), a partir da identidade 
(II), fazendo: 

cos (a 4- b) = sen [90° — {a A b)\~ sen [(90° — a) — b] 

4. Demonstra-se a identidade (IV), a partir da identida¬ 
de (Ul), fazendo cos (a — b) = cos [a + (~b)]. 

Demonstraęao da identidade (V) 

t . j . ,, sen (a + b ) 

tg ( a + b)= - ; = 

cos (a 4- b) 

sen a cos b + sen b cos a 
cos a cos b — sen a sen b 

Dividindo o numerador e o denominador da ultima 
expressao por cos a cos b (cos a cos b 4 0), temos: 


sen a cos b . sen b cos a 

“T 


tg (a + b) = 


cos a cos b 


cos a cos b 


cos a cos b 
cos a cos b 


sen a sen b 
cos a cos b 


tg a + tg b 
I - tg a tg b 


(c.q.d.) 


A demonstraęao da identidade VI e analoga. 
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EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R,1 Calcular cos 75°. 

Resoluęao 

Escrevendo 75° como a soma dos arcos notaveis 45° e 
30°. temos: 

cos 75° = cos (45° + 30°) = 

= cos 45° cos 30° - sen 45° sen 30° — 

J2 Jl Jl 1 


2 

Je 


2 

J2 


76-72 


Loeo, cos 75° = 


4 4 

76-72 


R.2 Calcular sen 15°. 

Resoluęao 

Escrevendo 15° como adiferenęa entre os arcos notaveis 
45° e 30°, temos: 

sen 15° = sen (45° - 30°) = 

= sen 45° cos 30° — sen 30° cos 45° = 

72 73 1 72 


2 

76 


2 

72 


Logo, sen 15° - 

R,3 Demonstrąr que sen 

em IR. 

Resoluęao 

K 


4 4 

76-72 


76-72 

"4 


*5* + x 1 = cos x 6 uma identidade 
2 ) 


• sen I — + x I e cos x estao definidos em IR 


primeiro membro — sen |, ~ + x 


— sen ~ cos x + sen x cos = 1 cos x + senx * 0 - 


- cos x = segundo membro 
R.4 Resolver em IR a equaęao: 


fc,q.d.) 


sen ~ j + cos 


4 J 2 


Resoluęao 


7t , n 

sen x cos — + sen cos x + 
4 4 


+ cos x cos 


jt 


jt 


72 


sen x sen — = 

4 2 


Jl , 72 

sen x * =%— + — s — cos x + 


+ cosx 


2 

Jl 


sen x * 


72 , . Jl 

—— cos x + cos x - —— 


TL = 71 

2 2 

M 


2 


0#) 


2 

cosjc + cos.r = 1 .\2cosJt— 1 .‘,cosx=^- 



R.5 Calcular tg 75° 
Resoluęao 


to 45° + to 30° 

to 75 ° - ta (45° + 30°) - b c — = 
& s v 7 l - tg 45° tg 30° 


I + 


73 


1 - 1 


73 


3 + 73 

3 _ 3 + 73 

3- 73 3-73 


3 Ą 

Racionalizando, temos tg 75° = 2 + a/3~. 

R.6 Sendo tg a — 3, calcular tg (45 c + a). 

Resoluęao 

t o (4*5° -f a) = T& —— + *1 a — = 

tg 143 a) 1 - tg 45° tg a 


1 +3 


= -2 


1-1*3 

Logo, tg (45° + a) = —2. 



' EXERCICI05 BASICOS 


B.ł Calcule: 

a) cos 15° 

b) sen 75° 


Mi 


c) cos 105 

d) sen 165 


3 K 

B.2 Sabendo que sen o = — e que 0 < a < —, calcule 

j 4 

cos (t + 0 )- 

1 3jr 

B.3 Sabendo que cos x - — e que < x < 2n , calcule 

J 1 4 


sen 


TC 

l~6 


- x L 


3tt: 


B.4 (U. E. Londrina-PR) A expressao cos | -+^— + x I e 


equivalente a: 

a) —sen x 

b) —cos x 


c) sen x • cos x 

d) cos x 


e) sen x 


B.5 (Cefet-PR) A expressao 

Sen ~^~~ + cos ^ * sen [' 


57t x 

—— — a 


e igual a: 

a) cos 2 a 

b) sen 2 a 


c) sec 2 a 

d) cossec 2 a 


e) tg 2 a 
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B.6 (Unifor-CE) O valor da expressao 
cos A' • cos y + sen x * sen v, parax 


a) 


c) 


Jl 


K 71 

T e3,= lo' e: 


e) 


J2 


b) 


d)l 


B.7 Demonstre as seguintes identidades: 


a) 


( 3ji 
sen | — 


+ X = —COS X 


b) cos (-a) — cos a Sugestao. cos (—a) = cos (0 — a). 

c) sen (—a) — —sen x 


B.8 Resolva a seguinte equaęao em tR: 


sen 


ri\ 


+ cos 




B.9 Determine, no unWerso U — SR. o conjunto soluęao da 

( Jt 1 ( K] Jl 

equaęao sen I x + — I -I- sen I x - — I = . 


B.10 Calcu!e tg 15°. 

B.ll Sendo tg a — , calcule: 

a) tg (60° + a) b) tg (60° - a) 

B.12 O ąuadrilatero ABCD da figura abaixo e um retangulo. 


Calcule a soma a + (3. 

B A 



B.13 Sabendo que tg a e tg (3 sao rafzes da equaęao do 2 S grau 
ax 2 + bx 4- c = 0, determine o va!or de tg (a -i- j3) em 
funęao de a, hec (sendo a + c). 

Exercicios complementares de C.1 a C.10 


2. SENO, CO-SENO E TANGENTE 
DO ARCO DUPLO 

Observe os arcos de medidas x e 2x na circunferencia 
trygonometrie a a seguir: 



A ordenada do ponto Peo sen .a, e a ordenada do ponto 
Q e o sen 2x. 

Voce acha que, para qualquer valor de a, o sen 2x e o 
dobro do sen .a? Ou seja, sen 2x = 2 sen a? 


Facilmente se percebe que nao, pela figura. 

Alias, para um valor conveniente de a, o sen 2x pode 
ser ate igual a sen a. Por exemplo, se fizermos a = 60°, 
entao 2x = 120° e teremos sen 120° = sen 60°, ou seja, 
sen Zr = sen a para a = 60°. Conclusoes analogas sao ob- 
tidas para o co-seno e para a tangente. 

Vamos estudar tres identidades, em IR, que nos auxi- 
liarao nos calculos de sen 2a, cos Zr e tg Zr. Sao elas: 


a) 


sen 2 a — 2 sen a cos a 


(II) 


cos Zr = cos 2 a — sen 2 a 


(m) tg Zr = 2 tg x 


1 - tg 2 A 


(Obedecidas as con- 
dięoes de existencia.) 


Demonstraędes 

Fazendo 2a = a + a e usando as formuł as de adięao de 
arcos, tern os: 

(I) sen Zr = sen (a + a) = sen a cos a -f sen a cos a - 
= 2 sen x cos a 

(II) cos 2a = cos (a + a) = cos a cos a — sen a sen a — 


= cos 2 a — sen 2 x 


(HI) tg 2x = tg (a + a) 


_ tg x F tg x _ 2 tg a 


1 - tg a tg x 



1 - tg 2 A 

(c.q.d.) 


DCERCICIOS RB50lV\D0e 


3 TU 

R.7 Sabendo que sen x = e que — < x < tt, calcu lar 

mmŚ 

sen 2 a. 

Resoluęao 

Sabemos que sen 2x = 2 sen a cos x. 

Pela relaęao fundamental sen 2 a + cos 2 a m I, temos: 


3 V 9 

+ CQS“ A — 1 . . COS- X = I — — 


26 

25 


COS A = 


4 

Como a e um arco do 2- ąuadrante. temos cos x — — — 

A 0 . 3 f 4 ) 24 

Assim. sen 2a = 2 - — —— = — ——, 

5 i 5 ) 25 


Logo, sen 2x — — 


24 

25 


R.8 Sabendo que cos x — calcular cos 2x. 

Resoluęao 

Sabemos que cos 2x - cos 2 x — sen 2 x. 
Substituindo sen 2 x por 1 — cos 2 x, temos: 

cos 2x = cos 2 x — (1 — cos 2 x) = 2 cos 2 x 
Logo. cos 2x = 2 ^ 4“ j “ L 


- 1 


cos 2x — -~ę- 
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R.9 Sendo cos x = Ą-, calcular cos 4x. 

Ą 

Resoiuęao 

cos 4x = cos (2 • 2x) = cos 2 2x — sen 2 2x = 
= cos 2 2x — (1 — cos 2 2x) h= 2 cos 2 2x — 1 
= 2 (cos 2 x — sen 2 x) 2 — 1 — 

— 2 [cos 2 x — (I — cos 2 x)f — 1 — 

= 2 [2cos 2 x — l] 2 - ! 

Substituindo cos x por -jj-, temos: 


Logo, cos 4x — 


cos 4x == 2 

17 


(i) 


2 -,2 

i 


32 


R.10 Resolver em IR a eąuaęao sen 2.v — 2 sen x. 

Resoiuęao 

2 sen x cos x = 2 sen x (: 2) 
sen x cos x — sen x 
sen x cos x — sen x — 0 
sen x (cos x — 1) = 0 

En tao, temos; 

• sen X — 0 



X = kK,keZ (I) 
ou cos x — 1 



Observe que o conjunto (II) dos valores da forma 
x — kin esta contido no conjunto (I) dos valores da for¬ 
ma x — kn, k £ Z. Como o conjunto soluęao deve ser a 
reuniao de (I) e (II), temos: 

S — [a £ IR | x — kn, k £ X} 

ILll Resolver a eąuaęao sen x cos x = 

a) em IR b) para 0 x < 2n 

Resoiuęao 

a) Multiplicando por 2 ambos os membros da igualdade, 
obtemos: 

2 sen x cos x ~ 1 
sen 2 a = 1 


Para facilitar, vamos fazer a mudanęa de variavel 
m — a. Feito isso, reso!vemos a eąuaęao sen ct = 1 
nas infmitas voltas da circunferencia. obtendo: 


a = 


71 


+ k ■ 27U, lt£2 


Finalmente. retornamos & variavel original x. Para 
isso. basta substituir por 2x a variavel auxiliar ot da 
igualdade anterior, isto e: 


7t 


2x = — + k • 2jt, k G TL 


x — ~ —I- kn, k 

4 


TL 


Portanto, o conjunto soluęao da eąuaęao e: 

S — |a G IR | x -Ę- + A: TC, k G 2i| 

b) Para obter as raizes da eąuaęao na primeira voIta posi- 
tiva, basta atribuir a k, na igualdade anterior, valores 
inteiros de modo que 0 ^ a < 2 n. Observe: 


k = 0 
k — I 


T 

5tt 


Nenlium outro valor de k nos interessa, pois para qual- 
quer outro inteiro k teremos um valor de x fora do 
intervalo [0, 2rc[. Portanto, o conjunto soluęao, nesse 
' k 5n 1 
4’ 4 * 


intervalo, ć S = 


R.12 Dado que sen x — a, calcular sen 3x, em fnnęao de a. 

Resoiuęao 

Fazendo 3a = X + 2a e usando as fórmulas de adięao de 
arcos e de arco duplo, temos: 

sen 3a = sen (a + 2a) = 

— sen a cos 2x + sen 2x cos x — 

— sen x (cos 1 x — sen 1 a) + 2 sen x cos x cos x = 

— sen a (1 — sen 2 a — sen 2 a) + 2 sen x cos 2 x — 

= sen a (1 — 2 sen 2 x) + 2 sen a (1 — sen 2 x ) — 

— sen a — 2 sen 3 x + 2 sen a — 2 sen 2 a _ 

— 3 sen a ~ 4 sen 3 x 

Finalmente, temos que sen 3a — 3a — 4a'\ 

R.I3 Sendo tg a = 5, calcular tg 2a. 

Resoiuęao 

2 te a 


tg 2v = 


1 - tg 2 X 


\ 


10 

24 


. . tg Zx 


?.v = 


2 • 5 _ 
1 — 5 2 

5 


12 



EXERCICIOS &ASI COS 

5 37t 

B.14 Sabendo que sen a = —■— e que Tt < a < cal- 


cule sen 2a. 


13 


1 


B.15 Sabendo que cos x— —, caJcule cos 2x. 


7t 


B.16 Sabendo que sen x = 2 cos x e 0 < a < —. caleule; 


a) sen 2x 


b) cos 2 x 
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B.I7 Sabendo que cos x — a, calcule em funęao de a\ 
a) cos 2x b) cos 4a 

1 Tt 

B.18 Sabendo que sen x = — e que 0 < x < —, calcule 


sen 4x. 


B.19 Demonstre que 


cos 2x 


— cos x = sen x e iden- 


cos x — sen x 
tidade no universo U = {a - G [R | sen x =£ cos a}. 

B.20 Demonstre que cos x sen 2 a — 2 sen a = — 2 sen 3 a e 
uma identidade em IR. 

B.21 Resolva a eąuaęao sen 2 a — 2 cos x, em [R. 

B.22 Determine. em IR. o conjunto soiuęao da equaęao: 

sen 2a — 3 cos x = 0 

B.23 Considerando o nniverso U = IR. resdlva a equaęao: 

cos 2a — sen 2a + I =0 

B.24 Obtenha o conjunto dos valores de r, a G IR, que salis- 
faęam a igualdade cos 2a = sen a. 


B.25 Sendo tg x — 2, calcule tg 2 a 

B.26 


4 


(Mackenzie-SP) Se sen a = — e tg a < 0, entao tg 2 a 


vale: 
24 


a) 


b) - 


24 


V 8 

c)- T 

8 

d T 




Exercicios complementares de C.11 a C.20 

3. FÓRMULAS DE TRANSFORMATO 
EM PRODUTO 

Voce ja estudou. em algebra, algurts casos de fato- 
raęao, como, por exemplo, a diferenęa de dois ąuadrados, 
isto e, a 2 — b 2 = (a + b)(a — b). 

Vamos estudar agora quatro casos de fatoraęao de 
expressoes trigonometricas; 


o p + ą p~ q 
2 sen — • cos • r . - z 


P ~ <1 P + <7 
2 sen ———— cos ———— 


P + { i P ~ q 
2 cos L - - cos ' . 1 


~ p + q p — q 

— 2 sen -—-—- sen -—— 


I. sen p + sen q 
U. sen p — sen ą 
III. cos p + cos ą 
rv. COS P - COS q 


Essas fórmulas sao conhecidas como fórmulas de 
prostaferese ( prosthaphaeresis , que, em grego, significa 
“adięao e subtraęao”). 

Demonstraęao 

Sabemos que: 

A) sen (a + y) — sen x cos y + sen y cos a 

B) sen (a — y) = sen x cos y — sen y cos x 


C) cos (a + y) = cos x cos y — sen x sen y 

D) cos (a — y) = cos a cos y + sen x sen y 

Somando, membro a membro, (A) e (B): 

I. sen (x + y) + sen (x — y) — 2 sen x cos y 

Subtraindo, membro a membro, (A) e (B): 

II. sen (a + y) ~ sen (a — y) = 2 sen y cos x 

Somando, membro a membro, (C) e (D): 

III. cos (a + y) + cos (a — y) = 2 cos x cos y 

Subtraindo, membro a membro, (C) e (D): 

IV. cos (a + y) — cos (a — y) — —2 sen a sen y 

Faęamos agora em cada uma das igualdades (I), (II), 
(III) e (IV) as seguintes inudanęas de vąriaveis: 

x + y = p 
x - y = q 

Resolvendo o sistema, temos: 


p + q p 

x = - e y — — 


Entao efetuamos as mudanęas de variaveis em (I), (II), 
(m) e (IV): 

t , ~ P + Q P ~ Q 

I. sen p + sen q — 2 sen —-— cos —-— 


, y _ p q p + q 

U. sen p — sen q = 2 sen —-— cos —-— 


III. cos p + cos q = 2 cos - - - cos - ^ 

iL> 

n , _ pto p — q 

IV. cos p ~ cos q = —2 sen -— _ sen -——— 


(c.q.d.) 



EXERCICIOS RE50LV1D0S 

R.14 Fątprar a expressao sen 5v + sen 3a. 
Resolucao 

Pela formula (I) de transformaęao em produto: 

sen 5a + sen 3a =? 

_ 5a + 3a 5a — 3a 

— 2 sen--- cos--- - 


= 2 sen 4a cos a 

R.15 Fatorar a expressao cos 3a + cos 7a. 

Re soiuęao 

Pela formula (III) de transformaęao em produto: 

cos 3a + cos 5a = 

. 3a + 5a 3a — 5a 
— 2 cos-=- cos--- - 


= 2 cos 4a cos (—a) 

Sabemos que cos (—a) = cos a. Entao, substituindo. 
temos cos 3a + cos 5a = 2 cos 4a cos a. 
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Substituindo a por 4x: 


R.16 Fatorar a expressao cos 10° — cos 40°. 

Resoluęao 

Pela formula (IV) de transformaęao em produto: 

cos 10° — cos 40° — 

_ 10° + 40° 10°-40° 

— -2 sen--- sen--- = 

2 2 

= -2 sen 25° sen (-15°) 

Sabemos que sen (—15°) = —sen 15°. Logo, temos: 
cos 10° — cos 40° — 2 sen 25° sen 15° 

R.17 Fatorar a expressao 1 - sen 80°, 

Resoluęao 

Fazendo 1 — sen 90° e aplicando a formula (II) de trans¬ 
formaęao em produto: 

sen 90° - sen 80° - 

„ 90° - 80° 90° + 80° 

2 2 
- 2 sen 5° cos 85°. 

R.18 Resolver, em IR, a eąuaęao sen 5x = sen 3x. 

Resoluęao 

sen 5x — sen 3x = 0 


i _ 7t - * t IC . fejt ■ .—. ff, 

4x = — + kn . . x = — 4- ——, k G Ł 


Logo, 5 = ja: G [R | x = kn on 

x= JL + ^ ke Ą 


R.19 Resolver, em IR, a equaęao sen 3x — sen x = 2 cos 2x. 

Resoluęao 

sen 3x — sen x — 2 cos 2x = 0 


Fatorando o primeiro membro: 

(sen 3x — sen x) — 2 cos 2x = 0 => 

•- „ -- 

Aplica-se a formula II de 
transformaęao em produto 

f 

=> 2 sen x cos 2x — 2 cos 2x = 0 
2 cos 2v(sen x — 1) — 0 
.2 cos 2x = 0 ou sen x = 1 

Resolvendo cada uma dessas equaęóes: 

* cos 2x — 0 (fazemos 2x — a) 


Fatorando o primeiro membro da igualdade, temos: 
2 sen x cos 4x = 0 

Entao: 

• sen x = 0 



x = kn, k 

• ou cos 4x = 0 (fazemos 4x — ct) 



a = — + fac.Jfee Z 
2 



2x = ~ + kn x = ~ kGZ 

sen x = l 



x — ~ + k • 2n, kZŁTL 
Logo, S = jx G IR | x = + —y- ou 

x = Ą- + k • 2 n, k £ zl. 


w 
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A trigonometria e a astronomia 

Ate o finał do secuio XVI o desenuoMmento da astronomia esbarraua em calculos longos e tediosos, tais como 
o produto sen 16° • cos 4°, em que sen 16° = 0,275637355 e cos 4° = 0,99756405. Nessa epoca, os astró- 
nomos passaram a usar as fórmulas de prostaferese que transformam a multlplicaęao em adlęao ou subtraęao. 
Afinal, adicionar ou subtrair e, geralmente, mais rapldo do que multiplicar. Urna dessas fórmulas e: 

sen (x + y) + sen (x — y) = 2 ■ sen x * cos y 

Por exemplo, usando a formula aclma e os valores sen 20° ■— 0,34202014 e sen 12° = 0,20791169, pode- 
se calcu Sar o produto sen 16° • cos 4° da seguinte maneira; 

sen (16° + 4°) + sen (16° - 4°) - 2 • sen 16° • cos 4° 
sen 20° + sen 12° = 2 • sen 16° ■ cos 4° 

0,34202014 + 0,20791169 = 2 ■ sen 16“ • cos 4“ 

7. 0,54993183 = 2 • sen 16“ • cos 4° 

. 0,54993183 n — 

sen 16° * cos 4° - 0,274965915 



EKERCICIOS &ASIC0S 

B.27 Fatore as expressoes: 

a) sen 4x + sen 2 x 

b) sen 6.* — sen 4x 

c) cos 8 je -I- cos 2 a 

d) cos 5x - cos x 

e) sen 10° + sen 20° 

f) -1 + sen 20° 

g) cos 10° — 1 

h) i — cos x 

B.28 Fatore a expressao sen 10° + cos 20°. Sugestao Trans- 
fonne a expressao nurna soma de senos (ou co-senos) 
usando a propriedade: “Se dois arcos sao complemen- 
tares, entao o seno de um deles e igual ao co-seno do 
outro”. 

B.29 Transforme em produto a expressao: 

cos 5x + cos x — 2 cos 3x 

B.30 Escreva a expressao a seguir na forma fatorada: 

sen 6.r + 2 sen 4x + sen 2.x 

B.31 Obtenha uma expressao fatorada equivalente a: 

cos x 4- cos 3.r + cos 5x + cos 7x 


B.32 Simpiifique a expressao E = 


B.33 Simplifique a expressao E — 


sen 3x 4- sen x 
sen 2x 


sen 4_v 4- sen 2x 
cos 4x — cos 2 a 


B.34 Resolva, em IR, a equaęao cos 5x = cos x. 

R.35 Determine, em IR, o conjunto soluęao da equaęao: 

sen 3x — sen x 

* 

B.36 Obtenha o conjunto dos valores de x t x fE IR. que satis- 
faęam a igualdade cos x 4- cos 5x = 2 cos 3a\ 


B.37 Considerando o universo U ~ IR, resolva a equaęao: 

sen 5.v - sen x - 2 cos 3.v 

B.38 De o conjunto soluęao da equaęao sen 5x - sen x, para 
0 *£ a* < 27 c. Sugestao, Inicialmente resolva a equaęao 
em IR, e, depois, atribua valores inteiros convenientes a 
variavel k do termo geral. 

Exercfcios eomplementares de C.21 a C.25 


1 . 

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Calcule o valor da expressao: 


Jt 


E — sen 3x cos a' — sen x cos 3a* para x = — 

O 

3 

C.2 Sabendo que cos x = -j- e que 270° < x < 360“, calcule 

o valor da expressao E ~ cos (7t + a) + sen x. 

4 5 

C,3 Sabendo que cos a = sen b = e que a e b sao 

medidas de arcos do 1- quadrame. calcule: 
a) sen (a + b) 
bj cos (a — b) 


C.4 (UFPE) Indique o valor da constante A na identidade: 
cos 0 + sen 0 = A cos (0 — 60°) 

C.5 (FEI-SP) A expressao sen (a 4- h) sen {a — b)€ equiya- 
lente a: 

a) cos b — cos a 

b) sen b — sen a 

c) cos : b — cos- a 

d) sen : b — sen 2 a 

e) cos 2 a — cos 2 b 


C.6 (U. F. Pelotas-RS) Sendo a + |3 — —. determine o va- 

lor de (cos a + cos (3) 2 + (sen a — sen (3)’-. 
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C.7 (Fuvest-SP) 



xT 

sen x° 

cmx" I 

| X* 

sen x” 

COS A° 

10 

0.174 

0,985 

21 

0.358 

0,934 

11 

0.191 

0.982 

22 

0,375 

0.927 

12 

0.208 

0,978 

23 

0,391 

0,921 

13 

0.225 

0.974 

24 

0,407 

0,914 

14 

0.242 

0.970 

25 

0,423 

0,906 

m 

0.259 

0,966 

26 

0,438 

0,899 

16 

0.276 

0,961 

27 

0,454 

0,891 

17 

0.292 

0.956 

28 

0,470 

0.883 

18 

0,309 

0,951 

29 

0,485 

0,875 

19 

0,326 

0,946 

30 

0.500 

0.866 

20 

0,342 

0,940 




A urna di stanc i a de 40 m, uma torre e vista sob um an- 
gulo a, como mostra a figura. 

a) Usando a tabela dada, detemtine a aItura da torre, 
supondo ą — 20°. Efetue os calculos. 

b) Se o angulo a valesse 40°, como se poderia calcular a 
aJlura usando os dados da tabela? Indie]ue os calculos. 

C.8 Simplifkme a expreśsao E = ——ii_ 

1 + tg x tg (a- - y) 

satisfeitas as condięoes de existencia. 

C.9 Demonstre que tg (90° + a) = —cotg a, satisfeitas as 
condięoes de existencia. Cuidado! 

C.10 (UFCE) Se a + y = entao, o produto 
(1 + tg a) (i + tg y) e igual a: 

a) 10 b) 8 c) 6 d) 4 e) 2 


C.12 (U. F. Santa Maria-RS) Se tg a = — — e 


n _ . 3 tu 

- < X < - 

2 4 


a) 

b) 


9 


34 

8 


17 


c) 1 


d) 


8 


17 

9 


34 


entao cos 2x vale: 


C.I3 (PUC-RJ) Se tg 3a _ 4, entao tg 6 a e igual a: 
a) 8 


b) 


8 

15 


c) 


2 

4 


d) 


3 

4 



Sugestao. tg 6a = tg (2 * 3 a). 


C.14 Determine a niedida do segmento AD na figura: 



Sugestao. Teorema do angulo externo de um triangulo. 

C.15 (UFCE) Sabendo que cos a .= a, calcule cos 3a, em fim- 
ęao de a. Sugestao. Veja exerdcio R.12. 

C.16 (Fuvest-SP) O valor de (sen 22°30' 4- cos 22°30') 2 e: 



b) 


c) 


2 + ^ 3 " 
2 

2 + 72 " 


d) 1 

e) 2 


C.l I (U. F. Santa Maria-RS) O valor da expressao 


4 sen x cos x cos 2 x para a — 


JE 


16 


a) 1 

b) -l 


c) 0 


d) - 


72 


e) 


72 


C.17 (Fuvest-SP) O valor de (tg 10° + cotg 10°) sen 20° e: 

°>T 

b) 1 

c) 2 

e) 4 


J 
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C.18 (Vunesp) Determine todos os valores de x, 0 x < 2ti, 
para os quais se verifica a igualdade (sen x + cos X) 1 — 1. 
Sugestao. Veja exercicio R. 11. 

C.19 (UFPI) Se a 6 a medida de urn arco do primeiro qua- 

C£ 1 

drante trigonometrico e sen — = —, entao o valor do 

sen a e: 

ijl 


W 

b) 


9 

472 


C >T 


d) 

e) 


3 

73 


Sugestao. sen a = sen 


C.20 (Fuvest-SP) Se cos ~ 

■»-ł 

*»l 


2 ' T l' 


= —. entao cos x vale' 


c) 


j\A 


d> T 


e) 


734 


C.21 (F. R. Nono Lisboa-RJ) Sendo a — h — calcule o 


valor da expressao y — 


sen a — sen b 
cos a + cos b 


C.22 (U. F. Pelotas-RS) A expressao 
valente a: 

w x ■# y' x — v 
a) tg —tg 


sen x + sen y 
sen x — sen v 


e equi- 


2 ' c 2 

b) tg (2.v + 2v) tg (2x - 2y) 

c) 1 

x + y 


tg 


d) 


tg 


x — y 


e) 0 

C.23 (Cefet-PR) Transformando em produto a expressao 
sen 2 4,v - sen 2 2a\ obtćm-se: 

a) —sen 2v sen 6* d) sen 2v cos 6.v 

b) sen 2x sen 6x e) sen ćjt cos 2x 

c) —sen 2v cos 6.v 

Sugestao. Diferenęa de dois quadrados. 

C.24 Adięóes e subtraęóes de tangentes tarabćm podem ser 
trans form adas em produto. Demonstre as seguintes 
fórmulas de transformaęao em produto. em que sao 
obedecidas as condięoes de existencia: 

N . , . sen (p + q) 

a) tg p + tg q = —— d - i — 

cos p cos q 

b) tg p - tg q = - 1 - 


cos p cos ą 


C.25 Ugando as fórmulas do e-xercicio anterior, transforme em 
produto as expressoes: 

a) tg 3.v + tg x b) tg 5x ~ tg 2x 
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Ccipftulo 36 

AS FUNCÓES SENO, CO-SENO E TANGENTE 


1. CONCEITUAęAO 

A cada numero real x podemos associar um unico seno, urn unico co-seno e uma unica tangente. Desse modo, defi- 
nimos tres funęoes trigonometricas f(x) = sen x, g(x) — cos a- e h(x) = tg x: 


f(x) = sen x g{x) - cos x h(x) = tg x 



Im = IR 


2. GRAFICO DA FUNęAO y = sen x 



Notę que a funęao seno satisfaz as condicoes: 


sen (2 ji 4- x) — sen $ 
sen (47t + x) = sen x 
sen (Ó7t + x) = sen x 


sen (k * 2n 4- x) — sen x, eom k^TL 


O menor numero positivo p tal que sen (p + jt) = sen x 
óp = 2n. Por isso, dizemos que a funęao seno e periódlca 
e seu periodo e 2k. 



EXERCICIOS RES0LV1D0S 



R,1 Esboęar o grafico da funęao y — 2 sen x. 

Resohtęao 

Para um esboęo do grafico, basta atribuirmos ao arco x 
os valores Q, k, e 2% e calcularmos os corres- 

Jmd jL- 

pondentes valores de y: 






























Marcando no piano cartesiano os pontos (0, 0), 
2 ^ — 2 j e (2lt, 0), temos: 



O grafico da funęao passa por esses pontos e tem a forma: 



D = IR; Im = {y £ IR | — 2 y ^ 2}; p = 2ji 

Observaęao 

ConsMumos apenas um periodo do grafico, porem nao 
perca de vista que essa Figura se repete tanio ate o +» 
como ale o — 00 na direęao do eixo das abscissas. 

R.2 Esboęar o grafico da funęao y = 3 + 2 sen x. 

Resoluęao 



0 

3 

7T 

T 

5 

n 

3 

371 

2 

L 

2tc 

3 



D = IR; Im = {y G IR [ 1 < y 5};p = 27t 


R.3 Esboęar o grafico da funęao y = sen lx. 

Resoluęao 

Quando o arco da funęao seno for da forma ax + b. com 
a =£■ 0 e a =£ 1 ou a — 1 e b =£0. devemos construir uma 
tabela com tres colunas: a primeira para o arco ax -f b, a 
seg imda para valores de x e a terceira para valores de y. 
No exerricio em queslao, a tabela deve ter a forma: 



Para obtermos um periodo da funęao, atribuimos ao arco 
2x os va!ores 0, —-, 7t, e 2 tt. e a seguir determina- 

Jmm- 

mos os valores correspondentes de.v e y: 


0 

(0 

0) 

71 

2 


(t 

i 

7t 


f K 

It 

°) 

3 n 

2 

f 

\ 

3n 
. 4 

-1 

J 

2n 

(K 

0) 



R.4 Esboęai - o grafico da funęao y - sen 

Resoluęao 


7^ 

2 


X . 



TT 


3tc 


2tt 


(0 


(- 


(-7T 


3 71 


i 


0 


“O 


0 


D = IR; Im = {y G R | -1 ^ !};/? = 2it 
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UNIDADE 6 


R.5 Determinar os valores reais de m de modo que exista a 
igualdade sen .v — 5 m — 1. 

Resoluęao 

Sabemos que -1 sen ,v ^ 1. Logo, — 1 ^ 5 m - 1 *£ 1. 
Somando 1 a cada membro dessa dupla desigualdade, 
temos: 

—' 1 5 m —1^1 

+ 1 +1+1 
0 Sm ^ 2 

Dividindo os membros dessa ultima desigualdade por 5, 

2 

obtemos 0 *£ m ^ 

Portanto. a igualdade sen x = 5 m — 1 só existe para 
m &. IR e 0 =£ m ~. 


B.2 Para que valores reais de m a eąuaęao sen a* = 3 m — 1 
admite soluęao? 

B.3 Determine os valores reais de m de modo que exista a 
igualdade 2 sen x ~ 3m + 1. 

Exercfcios complementares de C.1 a C.3 


3. GRAFICO DA FUNęAO y= cos x 


Sabemos que cos x = sen 


71 


2 


; entao o grafico 
No 


y = cos x e o grafico da funęao y =• sen — jej 

» 

exercicio R.4 vimos que esse grafico e: 


O processo respiratório 

Em um modelo para descreoer o processo respi¬ 
ratório, considera-se que o fluxó de ar F na traqueia, 
em ambós os sentidos — inspiraęao e enpiraęao —> 
e a pressaó interpleural P — pressao existente na 
calxa toracica produzida pelo dlafragma e por muscu- 
los intercostais — sao funęóes periódJcas do tempo 
t, hadendo entre elas urna dlferenca de fasę. Essas 
funęóes sao descfltas, para t > 0, por: 


!t) = 

m = 


A sen (wt) 


C- Sf 


t + 


w J 


em que k, A, B e C sao constantes reais positivas e 
to e a frequónda respiratória. 


§ f > _ 

Jf' EXHRCICIOS BASICOS 

B.l Esboce o grafico de cada uma das funęóes: 

a) y = 4 sen x 

b) y — —4 sen x 

c )y= 

d) y = sen 4x 

e) y = 3 sen 

f) y = 3 sen — ~-1 

g) >’ = -2 sen + -j- ] 

h) y = 4 + 2 sen x 

i) y — 3 — 2 sen x 

j) y = 2 + 5 sen 2x 

k) y = — 3 + 2 sen Ą- 



R.6 Esboęar o grafico da funęao y = 2 cos x. 
Resoluęao 




ó 

2 

n 

T 

0 

TC 

^2 

3tc 

2 

0 

271 

2 



D — IR; Im = [y IR | —2 =£ y ^ 2}; p — 2% 
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R.7 Esboęar o grafico da funęao y - 3 cos 2x. 
Resoluęao 



0 


Jt 


3ti 

2 


2ti 


(0 


( — 

{ 4 


71 

2 


3 TI 

4 


(71 


3) 


0 


0 


3) 



D = (R; Im = {y G [R | -3 =£ y ^ 3.} ; p = Ti 

R.8 Esboęar o grafico da funęao y = 11 + 2 cos x\. 
Resoluęao 

Fasę /. Inicialmente, vamos construir o grafico auxiliar 
Y = 1 + 2 cos ,v. 



0 

3 

Jt 

1 



71 

-1 

3ti 

1 

2 


2ti 

3 



Fasę 2. Agora vamos constrair o grafico de 
y — 11 + 2 cos Jt|. Para isso, basta, no grafico anterior: 
* conservar os pontos de ordenada nao-negativa; 


• transformar cada ponto de ordenada negativa em seu 
simelrico em reiaęao ao eixo das abscissas. 

Assim, tereinos o grafico de y = |l +2 cos x\: 




EXERCICIOS BASI COS 


B.4 Esboce o grafico de cada urna das funędes: 

a) y ~ 4 cos x 

b) y = —4 cos x 

c) y ~ cos 4x 

d) y = 3 cos y 


e) y — cos fjc —y ] 

f) y = —2 cos Ejg + -y 

g) y = 4 + 2 cos x 

h) y = —3 + cos.r 

i) y = 2 + 5 cos 2x 

j) y = 2 + 3 cos (, - A] 


k)y = cos 


(t-) 


1) .V ” I 3 + 4 coś jc | 
m) y — — jcos x 


15.5 O grafico da funęao y = b cos mx e: 



Determine os valores de b e m. 

B.6 Para que valores reais de m podemos ter cos x — 2m — 5? 

B.7 (FURRN) Se f(x) = 4 - cos (x + 1), entao o conjunto 
imagem de/ e: 

a) ]-l, 1[ c) [0,1[ e)[0, +~[ 

b) [3, 5] d)]-4,4] 

Sugestao. —! cos (.v + I) ^ I. 

Exerci'cios complementares C.4 e C.5 
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4. GRAFICO DA FUNpAO y = tg x 



As retas verticais qne passam pelos pontos — —, —, ... nao tem ponto ćomum com o grafico, e 

quando x se aproxima indefinidamente de uma dessas retas, a distancia enLre ela e o grafico tende a zero, 

Essas retas sao chamadas de assfntotas verticais do grafico. 


% 



EXERCICI0RES0LV1C>0 



R.9 


Esboęar o grafico da funęao y = tg 2x. 

Resoluęao 

Para esboęar urn perfodo do grśfico, atribumios ao arco 


2 x os valores ——. 



Assim, temos 


a tabela: 



O grafico passa pelos pontos 




( 0 , 0 ) 


e 



e, como nao existe a tg 2 x para x = 



e 


x -—, temos que duas assfntotas verticais passam pe¬ 


los pontos de abscissas — —— e — 

4 4 


Logo, um perfodo do grafico e: 



O domfnio e obtido impondo-se a condięao de existencia 
para a tg 2 x, isto e: 

2 x * ~ +kK, kG Z x ź ~ ~ 
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Logo, o domfnio e o conjunto: 
D = 


71 


*\** t + 4". * 


Z 



O conjunto imagem e Im = IR. 

O penodo da funęao e a di stanc ia entre duas assfntotas 

, 7t f lt 1 % . TC 

consecutivas, isto e: — — ^ — J = -y ■ • P = ~ 


EXERCICiO BASI CO 


B.8 Esboce o grafico de cada urna Jas funęoes: 
a) y = tg 3x c) v = -tg 2 x e) y 


m jfe 


x 


b) y = tg — 


d)>'' |tg Jf 

Exercfcio complementar C.6 


f)y = 


-|tgxj 

jtg 2 x\ 



EXERCIClOS COMPLEMENTARES 


C.l Se 


C.2 


371 


,v 2 tc, determine os yaiores de m de modo 


que sen x = 3/77 - 1. Sugestao. Desenhe o intervalo 
3ti 


, 27t 


na circunferencia trigonometriea e determi¬ 


ne a variaęao do sen x. 

(AEU-DF) Considere que as fases da Lua sejam regidas 
aproximadamente pela funęao: 

d • Jt 1 


f(d) = A + 4" * sen ( 

^ V 


14 


onde f corresponde a fraęao da superffcie lunar visfvel 
iluminada no "d-esimo" dia de urna observaęao. Assina- 
]e e classitique como V ou F cada uma das afirmatwas 
seguintes, em relaęao a funęao dada. 

a) No dia imediatamente anterior ao do infcio da observa- 
ęao a Lua, apresenta 50% de sua face visivel iluminada. 

b) No setimo dia da observaęao teremos “Lua cheia”. 

c) No 49" dia da observaęao teremos “Lua nova”. 

d) A Lua apresentara 75% de sua face vislvel iluminada 
no 23" dia da observaęao. 

e) Um astronomo amador considera que as melhores noi- 
tes de observaęao da Lua sao as que precedem ou suce- 
dem as noites de Lua nova. devido a maior sombra que 
as montanhas lunares projetam em sua superffcie. Nes- 
te caso, o astronomo podera proceder a uma dessas ob- 
servaęoes “ideais” na noite do 15" dia da observaęao. 

C.3 (Cefet-PR-modificado) Um garoto amarra uma pedra a 
um barbante de 3 dm de comprimento e a gira num piano 
[3 vertical e perpendicular ao solo. Observe na figura a 
altura li ea medida a, em radianos, do angulo formado 
pelo barbante e uma reta horizontal contida no piano (3. 
Construa um sistema de eixos cartesiano ortogonal, con- 
siderando que cada unidade represente 1 dm, e desenhe 
o grafico que descreve os valores de h em funęao de ot. 
(Considere medidas algebricas negativas para h quando 
a pedra estiver abaixo da horizontal que passa pelo extre- 
mo fixo do barbante.) 



C.4 Sabendo que — x Jt. determine os valores reais de 

U 


m de modo que cos x — 


3m — 1 


C.5 (U. F. Santa Maria-RS) Considere as afirmativas refe- 

rentes a funęoes trigonometricas, classificando cada uma 
como V ou F. 

• A funęao y = 2 cos 3x tern domfnio IR e imagem 

[-1,1]. 

■ Paraqualquernumeroreal x,x ^lit,( r 62,asentenęa 

sen 2 x 2 , ., .... T 

- ; — —-e uma identidade. 

sen- x tg x 

• Dos graficos a seguir. o que melhor representa a fun¬ 
ęao y — sen-^j- e o indicado pela letra (a). 

U 





A sequencia correta e: 

a) V —F —F c) V — F — V 

b) F — V —F d) F — V — V 

C.6 Esboce o grófico da funęao: 

m= 


e) F 


V 


tg x 


+ 


tg x 


L + tg .¥ 1 — tg X 
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Capitulo 37 

RESOLUCAO DE TRIANGULOS 


1 . APLICAęAO DO CO-SENO NA 
RESOLUęAO DE TRIANGULOS 

Teorema (lei dos co-senos) 

Sejam a, b e c as medidas dos lados de urn triangulo e 
a a medida do angulo oposto ao lado de medida a. 



(» < S0°] 




(« - 90 °) 

Entao, temos: 

a 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos a 

Demonstraęao 

Demostraremos apenas o caso em que a < 90°, dei 
xando os outros dois casos como exercfcios. 



B 


Sejam: 

• CH a altura relativa ao lado AB: 

• AU a projeęao ortogonal do lado AC sobre o lado AB: 

• BH a projeęao ortogonal do lado BC sobre o lado AB. 

Aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos retangu- 
los HBC e MAC, temos: 

h 1 + (c — m ) 2 - a 2 (I) 
h 2 4- m 2 = b 1 (U) 


Subtraindo membro a membro as igualdades (I) e (II) 

(c — m) 2 — m 2 — dr ~~ b 1 

c 2 — 2 cm -b m 2 - m 2 = a 2 ■— b 1 
A. a 2 = b 1 + c 2 — 2cm (III) 

Do triangulo MAC , temos: 


tfl 

cos a — — => m = b cos a (IV) 

Substitnindo (IV) em (III), encontramos, finalmente: 
a 2 = b 2 + c 2 — 2cb cos a 

(c.q.d.) 


% 



EXERdciOS RESOLVIPOS 

R.I Detemiinar o valor de x na figura. 


60 ° 

8 

Resoluędo 

Pela lei dos co-senos: 

x 2 = 3 2 + 8 2 - 2 * 3 • 8 cos 60° 
A.x 2 = 9 + 64-48 * -L 
X 2 = 49 

Logo, x —1. 

R.2 Detemiinar o valor de x r.a figura. 



Resoluędo 

Pela lei dos co-senos: 


x 2 = 2 2 + 4 2 — 2 * 2 ♦ 4 cos 120° 
x 2 = 4 + 16 - 16 * f— 1 


x 2 - 28 

Logo. x — 2 Jl . 
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R.3 Determinar o valor do cos a na figura. 



Resolucao 

Pela lei dos co-senos: 

6 2 = 3 2 + 4 2 - 2 • 3 • 4 cos a 

36 = 9 + 16 — 24 cos ot 24 cos a =— 11 

i 11 

Logo. cos a. — — . 


Urna outra maneira de se calcular o 
comprimento de um tunel a ser construldo 

Para calcular o comprimento i de um tunel que 
sera construido ligando dois pontos A e 0 da base de 
uma montanha, pode-se usar o teorema de Pitago¬ 
ras, conformeja vimos no capitulo 8. Uma outra ma¬ 
neira e usar a lei dos co-senos. Consldera-se no pia¬ 
no da base da montanha um ponto C e calculam-se 
as medidas CA = x, CB = ye m (AĆB) - a, confor- 
me a figura. Atraves da lei dos co-senos obtem-se o 
comprimento €. 




EXERCICi05 BASICOS 


B.l Determine o valor de x na figura. 



B,2 (PUC-RS) Determine x na figura. 



4 



B.4 Obtenha o cos a na figura. 



B.5 Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 
5 cm e i 0 cm e formam entre si um Sngulo de 120°. Cal- 
cule as medidas das diagonais desse polfgono. 


Exercfcios complenhentares de C.1 a C.3 


2. APLICAęAO DO SENO NA 
RESOLUęAO DE TRIANGULOS 

Teorema (lei dos senos) 

Sejam AB = c, AC = b e BC = a, as medidas dos lados 
de um triangulo ABC. 


A 



Entao, temos: 

‘1 m b •_ c = 

sen A sen B sen C 

em que Re o raio da circunferencia circunscrita ao 
triangulo. 

Denionstraęao 

Demonstraremos apenas o caso em que o centro O da 
circunferencia circunscrita e interior ao triangulo. As 

( 
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demon straęoes para os casos em que o centro O pertence 
a um dos lados o u e ex tenor ao triangulo ficarao como 
exerdcios. 

A 



Sendo BD um diametro dessa circunferencia, temos 

S.. 

que o angulo DAB e reto, pois esta inscrito numa semicir- 
cunferencia. Assim, temos: 

A 

sen D — 


2 R 


a rt 


Porem, os angulos D e C sao congruentes, pois estao 
inscritos na mes ma circunferencia e determinant o mes- 
mo ar co. Logo, temos que: 


sen D — sen C — 


2 R 


2 R = 


sen Ć 


Traęando por A um diametro AD, temos analoga- 
mente: 

b 


2 R = 


sen B 


Traęando por C um diametro CD", temos analog a- 
menie: 


2R = 

Portanto, conclufmos que: 

a b 


a 


sen A 


sen A 


sen B 


sen Ć 


= 2R 


(c.q.d.) 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.4 Determinar o vaior de x na figura. 



Resoluęao 

Pela lei dos sen os, temos: 

x _ 5j2 


sen 30° 
Logo, x = 5. 


sen 45° 


x _ 5j2 

X ~ TyT 
2 *w 


R.5 Determinar o valor de a na figura. 



Resoluęao 

Pela lei dos senos, temos: 
4 4JJ 


sen a. 


. . sen a = 


sen 120° 
1 


sen a 


4.73 

73 


Como « e a medida de um angulo agudo, temos que 
a - 30°. 

R.6 Calcular a medida do rato da circunferencia circunscrita 
ao triangulo ABC da figura. 



Resoluęao 

Sendo R a medida do raio da circunferencia circunscrita 
ao triangulo, temos pela lei dos senos: 


8 


Logo, R 


sen 60° 

. 16 
" 73 

873" 


- 2 R 


8 


’* 73 


- 2 R 


= 2 R . m .R = 


8 


73 


m 



m EXERCICIOS BASICOS 

B*6 Determine o valor de x na figura. 



4 

B.7 Sabendo que cos a = —, cale ule o vaIor de x. 



a 
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B.8 Determine a niedida a, sabendo que a < 90°. 



B.9 (Fatec-SP) O raio da circunferencia circunscrita ao trian- 
gulo ABC , indicado abaixo, tem comprimento: 



a) 3 cm c) 6 cm ej 6 Jl cm 

b) 12 cm d) 372 cm 

Exercfcios complementares de C.4 a C.6 

3. CALCULO DA AREA DE UM 
TRIANGULO EM FUNęAO DAS 
MEDIDAS DE DOIS LADOS E DO 
ANGULO COMPREENDIDO POR ELES 

Para calcular a area do triangulo: 


M 



vamos indicar por h a medida da altura relativa ao 
lado NP: 


M 



b 


Assim. temos que a area A desse triangulo e dada por: 



No triSngulo MNQ temos sen a = ", ou ainda: 

h = a sen a (II) 

Substituindo (II) em (I), obtemos a area do triangulo em 
funęao de a, b e ct: 


. ba sen a 
A = ---, ou seja: 


A — -^r-ab sen a 


Observe que esse calculo foi feito para a < 90°, porem, 
o resultado vale tambem para a - 90° ou a > 90°, 

(\eritique!) 


av 



EXERCICIO RE SOINWO 

R.7 Calcular a area de cada um dos triangulos: 




a) A = • 4 • 5 cm 2 

b) A= — ‘6*8 ci# 


10 cm 2 
24 cm 2 



EXERCICIOS SASI COS 

B.10 Calcule a area de cada um dos triangulos 




B.ll Calcule a area do paralelogramo ABCD: 

A 

5 cm 
■30° 

O 9 cm C 


B 
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B.12 Caicuie a area do segmento circular colorido no cfrculo 
de centro O . ababco: 



Sugestao. Subtraia da area do setor circular AOB a area 
do triangulo AOB. 


Exercfcio complementar C-7 




EXERClCIOS COMPLEMENTARES 



C.l (Cesgraurio) Deseja-se medir a distancia entre duas ci- 
dades B e C sobre um mapa. sem escata. Sabe-se que 
AB — 80 km e A C = 120 km, em que A e uma cidade co- 
nhecida. como mostra a figura. 



Logo, a distancia entre B e C. em km. e: 

a) menor que 90. 

b) maior que 90 e menor que 100. 

c) maior que 100 e menor que 110. 

d) maior que 110 e menor que 120. 

e) maior que 120. 

C.2 (Unicamp-SP) A agua utilizada na casa de um srtio e 
captada e bombeada do rio para uma caixa-d’agua a 
50 m de distancia. A casa esta a 80 m de distancia da cat- 
xa-d'agua e o angulo formado pelas direęoes caixa- 
(1’agua/bomba e caixa-d’agua/casa e de 60°. Se se pre- 
tende bombear agua do mesmo ponto de captaęao ate a 
casa, quantos metros de encanamento sao necessarios? 

C.3 (Fuvest-SP) Um ti-iangulo T tern os lados com medidas 
iguais a 4, 5 e 6. O co-seno do maior angulo de T e: 


*>ł 

, 3 

C) T 

e, l 


9 

d> t 



C.4 Um triangulo ABC de peninetro p esta inscrito nu ma cir- 
cunferencia de raio r. Caicuie. em funęao de p e r, o valor 
de sen A + sen B + sen Ć. 

C.5 (Unicamp-SP) Observadores nos pontos A e B localizain 
um foco de incendio em F. Couheeendo os angulos 
FAB - 45°. FBA = 105° e a distancia AB = 15 km, de- 
termine as distancias AF e BF. 


B 



C.6 (UnE-DF) A figura abaixo ilustra a vista de cima de uma 
peęa triangular de madeira OPQ. com angulo PÓQ iguai 
a 60°. colocada entre dois pregos muito finos A e B, fixa- 
dos no solo e distantes 40 cm, um do outro. Gira-se a 
peęa sobre o solo, de maneira que ela fique sempre em 
contato com os dois pregos e com o solo, fazendo com 
que o ponto O descreva um arco de circunferencia, con- 
forme trącejado na figura. 


O 



Com base na situaęao apresentada e sabendo que, na po- 
sięao em que a distimcia entre A e O e maxima, o trian¬ 
gulo A OB e retangulo, classifique como V ou F cada um 
dos itens abaixo. 

a) Na posięao em que o triangulo AOB e isósceles, a dis¬ 
tancia entre A e O e maior que a distancia entre A e B. 

b) A distancia entre Ae Oe sempre inferior a 50 cm. 

c) Ha apenas uma posięao na qual O esta a uma distancia 
de 10 cm de A . 

d) Ha exatamente duas posięoes nas quais O esta a uma 
distancia de 43,7 cm de A. 

C.7 Caicuie a area da regiao colorida no cńrculo de centr o O: 








Copitulo 38 

MATRIZES 


1. INTRODUęAO 

Em um observatório meteorológico, um cientista foi 
incumbido de registrar, de hora em hora, a temperatura de 
uma regiao durante os ąuatro primeiros dias do mes de 
junho. Depois de realizado o trabalho, o meteorologista 
apresentou um relatório com a seguinte tabela: 




1 

% 

3 

•.-» w-w*' — --i11 


18 

16 

19 

17 

17 

16 

18 

17 

16 

18 

20 

19 

16 

17 

20 

18 

17 

19 

19 

20 

18 

19 

17 

20 

18 

20 

21 

19 

19 

20 

21 

19 

20 

21 

23 

21 

20 

22 

[ 21 

22 

21 

21 

22 

23 

23 

21 

20 

23 

22 

20 

21 

22 

22 j 

21 

22 

20 

21 

23 

21 

21 

20 

21 

20 

19 

2° 

21 

21 

20 

19 

20 

21 

20 

18 

19 

22 

21 

19 

20 

j ^22 

20 

18 

19 

20 

19 

17 

18 

19 

18 

17 

18 

18 

17 

17 

18 

16 

15 


na qual cada elemento da Hnha i e coluna jea tempera¬ 
tura, em graus Celsius, da regiao na hora i do dia j. 

Notę a simplicidade dessa tabela. Se quisermos, por 
exemplo, saber qual foi a temperatura as 9 h do dia 3 de 
junho, basta olharmos para a intersecęao da linha 9 com 
a coluna 3 e encontraremos 23 °C. 

Tabelas como essa-sao denominadas matrizes. Vamos 
formalizar uma estrutura algebrica para as matrizes, ou 
seja, def iniremos igualdade e operaęoes com elas. 


2. MATRIZ 

Chama-se matriz do tipo m X n (le-se “m por«”) toda 
tabela de numeros dispostos em m linhas e n colunas. Tal 
tabela deve ser representada entre parenteses ( ), entre 

colchetes [ ] ou entre bairas duplas || |[. 

Exemplos 


a ) ^iy.1 


4 

6 

-3 


Matriz A do tipo 3x2 


/ 


b) #2 X 2 ^ 

c.) C IX3 


5 -4 

3 -6 

4 -l 


Matriz B do tipo 2x2 


Matriz C do tipo 1x3 


Convencao 

Indicamos por a Tj o elemento posicionado na linha i e 
coluna j de uma matriz A. 


Exemplo 

Na matriz A 3 x 2 — 


4 

6 

-3 


\ 


temos que: 


• o numero 9 esta posicionado na linha 1 e coluna 1; in- 
dica-se esse elemento por a u > ou seja, a n — 9; 

• o 4 esta posicionado na linha 1 e coluna 2; indica-se 
esse elemento por a l2 , ou seja, a ]2 — 4; 

• o 5 esta posicionado na linha 2 e coluna 1; indica-se 
esse elemento por a 2ll ou seja, a 2l = 5. 

Analogamente temos a 22 = 6, r/ M = 1 e — —3. 

Represenłaęao generica de 
uma matriz 

Podemos representar genericamente uma matriz A do 
tipo m X n da seguinte maneira: 

\ 


A„, X II 


«n 

da 

a u 

a \n 

a 2] 

• 

• 

a 22 

• 

m 

a 23 ,.. 

* 

m 

a 2n 

* 

* 

1 

# 

&m2 

* 

. 

* 

d mu 


Como essa represenłaęao e muito extensa, vamos con- 
vencionar uma forma abreviada. Essa matriz pode ser 
representada, simplesmente, por A = x „ ou, quando 
nao houver possibilidade de confusao quanto ao tipo da 
matriz, por A = (a 0 ). 
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EXERCICIO R£SOLV\VO 

R.l Representar explicitamente a matriz A = (a^) 2 x 3 tal que 
% = 5f - j. 

j Resoluędo 

inicialmente, vamos escrever genericamente urna matriz: 




2 X 3:A = 


\ 


#11 #12 #13 

t. fl;t a 22 ci 23 J 


Cada eletnento a )V dessa matriz deve ser calcu lado pela 
lei a lt = 5i — j. Temos, portanto: 


a n = 5 - 1 - 1 - 4 

a 2l = 5*2 

-1=9 

0 u = 5 ■ 1 — 2 = 3 

a 22 = 5 • 2 

-2=8 

ćz !3 = 5*1 — 3 = 2 

a 23 — 5 ‘ 2 

-3 = 7 


\ 


Assinp a matriz e A = 

3 2 



9 8 7 


As matrizes e a engenharia 

ha engenharia, um problema relevante consiste 
em estudar o deslocamento de uma esfera lisa num 
meio fiuido. hesse estudo lntervem as segulntes 
grandezas: foręa resultante {f), ueloeidade (v), dia- 
metro (D), da esfera, massa especiflca (p) e ulscosl- 
dade (t|) do fiuido. 

Atraoes da Inter-relaęao dessas grandezas obtem- 
se uma matriz chamada de matriz dimensional. 
Algumas propriedades dessa matriz permitem o es- 
tudo do fen omen o cujos resultados serao uteis, por 
exemplo, na construęao de submarinos e auióes, 


3. MATRIZES ESPECIAIS 
Matriz quadrada 

Matriz quadrada e toda matriz cujo numero de linhas 
e igual ao numero de colunas. 


Exemplos 


a) A 3x3 = 






ordem 3. 


b) ĆJ 2X2 = 

c ) 


2 

-1 

8 


e uma matriz ąuadrada de 


3 6 

^ 4 Oj 


e uma matriz ąuadrada de ordem 2. 
(8) e uma matriz ąuadrada de ordem 1. 


Numa matriz ąuadrada A de ordem n, os elementos a tj 
tais que i = j formam a diagonal principal da matriz, e 
os elementos a j} tais que i + j — n + 1 formam a diagonal 
secundaria 


Exemplo 

Nc 

A = 

> 




Cl M GEi-j #13 

\ V 
#21^, #22 #23 

#31 #3Ż #33 


'Vjv^ 

^ Diagonal secundaria 




Diagonal principal 


Observe: 

• na diagonal principal os elementos a :j possuem i — j: 

# 1 1 1 a 22 e #33 

• na diagonal secundaria os elementos a sao tais ąue 
i + j = 3 + 1 (em ąue 3 e a ordem da matriz A): 

#30 #22 e 

Matriz identidade 

Chama-se matriz identidade de ordem n, que se 
indica por a matriz: 


h ~ (%),, x u tal que a v = 


1, se / = j 
0, se i # j 


Notę, pela definięao, que: 

• a matriz identidade de ordem 1 e /, = (1); 

• toda matriz identidade de ordem maior do que 1 tera 
todos os elementos da diagonal principal iguais ale 
todos os demais elementos iguais a zero. 


Exemplos 


a) h ~ 1 U b )/ 3 = 


1 

\ 

0 

,0 

1 J 


f \ 

1 0 0 

o 1 o 

o o 1 


Matriz nula 

Matriz nula do tipo m X n, que se indica por 0„, x e 
a matriz: 


0 m xn = (afi mXn tal que a tj = 0, V%j, 1 <1 s£ 
e 1 j ^ n 


m 


Em outras palavras, matriz nula e ąualąuer matriz que 
possui todos os elementos iguais a zero. 


Exemplos 


a)0 3 


x 2 


r \ 

0 0 

0 0 
0 0 


b) 0o x 2 ’ 


{ o o ^ 
to oj 


4 , MATRIZES TRANSPOSTAS 

Chama-se transposta da matriz A = ( a-j) m x que se 
indica por A f , a matriz: 

4 r = (bji\,x,n tal <-l ue b ji = a ,p Vi, j, m 

e1^ j^n 

Ou seja, cada coluna i de A' e, ordenadamente, igual a li- 
nha i de A. 
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Exempłos 



2 

3 





a ) Aj x 2 — 

5 

0 

^2 X 3 

2 

5 

8 

l 8 

6 J 


, 3 

0 

6 ; 


b)fi lx4 = (6 O 8 4) Ą X1 « 


^ 6 ^ 


O 
8 
^ 4 


J 


5. ELEMENTOS CORRESPONDENTES EM 
MATRIZES DO MESMO TIPO 

Dadas duas matrizes do mesmo tipo, A — * „ e 

B — x dizemos que o elemento da linha r e coluna 
j? de A e o correspondente do elemento da linha r e colu¬ 
na s de B, V r, s . 


ExempIo 


Nas matrizes A = 




B = 


bi 


V ^2! 


b 12 
bj2 


b u 

^23 V 


«11 

\ 


°12 

#22 


#13 
#23 > 


temos que: 

• a u e o correspondente de b [ x ; 

• a l2 e o correspondente de Z? 12 ; 

• fl| 3 eo correspondente de b n \ 
etc. 

6. IGUALDADE DE MATRIZES 

Dadas duas matrizes do mesmo tipo, A = x „ e 
B = (6 ę; ), tl dizemos que A = B se, e somente se, todo 
elemento de A e igual ao seu correspondente em B. 

Em simbolos: 

A = B a „ = V r, s, 1 r ^ m e I ^ 



,ł EXERC!CI0 RESOLVIDO 

R.2 Determinar os numeros reais x e y tais que; 


2x — y 

\ 

8 


r 5 

8 ^ 

< 3 

x + y j 


L3 

I J 


devemos ter . 


Resoluęao 

Duas matrizes do mesmo lipo sao iguais se, e somente 
se, seus elementos correspondentes sao iguais. Assim, 
' 2x - y = 5 (I) 

x + y = 1 (II) 

Somando, membro a membro, as igualdades (I) e (IT), te¬ 
mos 3x = 6 => x — 2. 

Substituindo x ~ 2 em (U), temos 2 + y = 1 =$ y = — 1. 
Logo ,x — 2 r y = —L 


Ji' EXERC1C10S BAS1C0S 

B.l Um conglomerado e composto por cinco lojas. nume- 
radas de 1 a 5. A tabela a seguir apresenta o faturamento 
em dóiares de cada loja nos quatro primeiros dias de 
janeiro: 


1.950 

2.030 

1.800 

1.950 

1.500 

1.820 

1.740 

1.680 

3.010 

2.800 

2.700 

3.050 

2.500 

2.420 

2.300 

2.680 

1.800 

2.020 

2.040 

1.950 


Cada elemento ci^ dessa matriz e o faturamento da loja 
i no dia j. 

a) Qual foi o faturamento da loja 3 no dia 2? 

b) Qual foi o faturamento de todas as lojas no dia 3? 

c) Qual foi o faturamento da loja i nos 4 dias? 

B.2 Um tecnico de basqueiebol descreveu o desempenho dos 
titulares de sua equipe, em sete jogos, atraves da matriz: 


18 

17 

18 

17 

21 

18 

20 

15 

16 

18 

18 

22 

21 

18 

20 

19 

20 

21 

14 

14 

22 

18 

22 

20 

20 

18 

OT 

23 

19 

18 

12 

14 

20 

17 

18 


Cada elemento a„ dessa matriz e o numero de pontos 
marcados pelo jogador de numero i no jogo j. 
a) Quantos pontos marcou o jogador de numero 3 no 
jogo 5? 

b ) Quantos pontos marcou a eąuipe no jogo 4? 
c) Quantos pontos marcou o jogador de numero 2 em 
todos os jogos? 

B.3 Represente ezplicitamenLe cada unia das matrizes: 

a) A - (« (7 ) 3 x i tal que a ;j ~ i + 2/ 

b) A = (fly) 2 x 2 tal que a i; = (- l) f + ' 

1 , se i — j 

c) A = (ajj) z x 3 tal que a ;j = - . . ... 

i+j,seirj 

0 , se i = j 

d) A = (a (/ ) 3 x 3 tal que a i} — ^ 2( + j, se i > j 

j\ se i < j 

B.4 Sendo a matriz A := (n () ) 2 x 3 tal que a fJ 
obtenha A f . 

B.5 Para que vałores reais x e y tem-se que: 


i, se i = j 
[ 3* se i * j 


r 3.r+y 

2 3 ^ 


f 7 

2 3 ^ 

4 

5 x — y 6 j 


, 4 

1 6 j_ 




B.6 (Fatec-SP) Sejain X = 


a 2 - 2 -2 a 

4 a — 2 + a 1 


Y = 


2 4 ' 


,-8 2 j 

a) a = 2 

b) a — — 2 


, onde a E IR. Se X = Y. entao: 


C) " = T 
d )»=-| 


e) n.d.a. 
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B.7 (UFPI) Uma matriz A e simetrica se e somente, se, for 
igual a sua transposta, isto €, A A 1 . 




Seja A 


3 .r 2 x — 2 

4 -2 a: 4 - 2y 
2x x + v 5 


Se A e simetrica. 


o va!or de 2x + y e: 

a) 4 b) 2 c) 0 d) 2 
B.8 Obtenha x, x G IR. de modo que a matriz: 


e) —4 


A = 


x~ — 5.r + 6 
0 


-2 _ 


0 

6x + 8 


seja iguaJ a matriz nula de ordem 2. 

B.9 Determine x, x G IR, de modo cjue a matriz: 


A - 


x 2 — 7a + 13 0^ 




3jc — 4 1 


) 


seja igual a matriz idenridade de ordem 2. 

Exercicios complementares de C.1 a C.3 

7. ADięAO DE MATRIZES 

Uma empresa e formada pelas lojas A e Z?, concessio- 
narias de automóveis. Realizado um estudo sobre a acei- 
taęao de dois novos model os de vefculos nos ąuatro 
primeiros dias de Janeiro, foram obtidos os seguintes 
resultados: 


A = 

f 

2 

3 

1 

5 ^ 

e B = 

r 3 

0 

2 

+ 


t 1 

2 

5 

3; 


,4 

2 

4 

5 ; 


sendo que: 

* a matriz A descreve o desempenho da loja A, de modo 
que cada elemento a f ji o numero de unidades vendidas 
do modelo i no dia j; por exemplo, o elemento a 23 = 5 
nos diz que foram vendidas cinco unidades do modelo 
2 no dia 3; 

• a matriz B descreye o desempenho da loja B, de modo 
que cada elemento b i} € o numero de unidades vendidas 
do modelo i no dia j. 

Como representanamos, matricialmente, a quantidade 
vendida desses dois modelos, nas duas lojas, nos primei¬ 
ros quatro dias de janeiro? Basta eonstruir uma matriz 
C, x 3 , na qual cada elemento C, y seja igual a soma de seus 
correspondeutes nas matrizes A e B, ou seja: 


C - 






2 + 3 
1 +4 

3 

4 


3 + 0 
2 + 2 


1 + 2 
5 + 4 


5 + 3 
3 + 5 


A matriz C e denominada “matriz soma de A e B'\ 


Definięao 

A soma de duas matrizes do mesmo tipo 
A = (aip mx „e B = (b,) m x que se indica por A + B, 
e a matriz C = {c, r ) m x „ tal que: 

Ci] = a ;j + b ;j , V i, j, 1 =S /^ m e 1 

Em outras palavras, cada elemento da matriz C e igual a 
soma de seus correspondentes em A e B. 


Exemplo 




1 4 3 

6 8-5 


\ ( 
+ 


J 


\ 


2 3 5 

4-3 7 


3 7 8 ^ 




10 5 2 J 


Propriedades da adięao de matrizes 

Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo, valem as qua- 
tro propriedades descritas a seguir. 

A.l Associatiya: (A + B) + C — A + {B + C), o que 
quer dizer que a soma dessas matrizes pode ser indicada 
simplesmente por A + B + C, isto e, sem parenteses. 

A. 2 Comutatiya: A + B = B + A. 

A.3 Elemento neutro: A + 0 = 0 + A= A,em que 0 
e a matriz nula do mesmo tipo da matriz A. 

A,4 Elemento oposto: para toda matriz A existe a 
matriz A' tal que A + A' = A' + A = 0, em que 0 e a 
matriz nula do mesmo tipo de A e A'. 

As matrizes A e A' sao denominadas matrizes 
opostas. Indicamos esse fato por A' = —A (le-se “A' e 
igual h oposta de A”) ou por A = —A'. 

Nota 

A oposta de uma matriz A = (a, y ) mXn e a matriz: 

-A = (b v ) m x „ tal que b i} - -a ip Vi tJ \ m 

j ' 


n 


e 1 

Exemplo 

A oposta da matriz A 




3 

“2 


2 

0 


-1 

1 


A = 




-3 

2 


2 1 
0 -1 


3 


8. MULTIPLICAęAO DE NUMERO POR 
MATRIZ 

Definięao 

O produto de um numero k por uma matriz 
A = x que se indica por M,ea matriz 
B = x tai que: 

b t} - ka ijs Vi, j, Uz+uie n 

Ou seja, cada elemento da matriz B e igual ao produto de 
seu correspondente em A, pelo numero k. 
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Exemplo 


2 

-5 


8 

\ 

-20 

3 

0 

= 

12 

0 

1 

6 j 


4 

24 J 


Propriecłades da mulłiplicaęao de 
numero por matriz 

Sendo A e B matrizes do mesmo tipo e sendo rej 
numeros, lem-se que: 

N.l r(sA ) = s(iA) - (rs)A 
N.2 r(A + B) = rA -I- rB 
N.3 (r + s)A = rA + sA 

N.4 ! • A = A 

9. SUBTRAęAO DE MATRIZES 

No exemplo introdutório do item 7 (Adięao de matri¬ 
zes), se ąuisermos urna matriz que represente o desem- 
penho da loja A em relaęao a loja B, basta subtrairmos de 
cada elemento da matriz A o seu correspondente em B , 
obtendo: 


D=( 2 

l 1 

- 3 

— 4 

3-0 

2-2 

1 -2 

5-4 

5 

3 

- 3 ^ 

j 

f 

_ “I 

3 

-1 





^ —3 0 1 -2 J 

Assim, por exemplo: 

• o elemento a n = — 1 nos diz que a loja A vendeu urna 
unidade a menos do modelo 1, no dia 1, do que a loja B ; 

• o elemento a ]Ą = 2 nos diz que a loja A vendeu duas 
unidades a mais do modelo 1, no dia 4, do que a loja B . 

A matriz D ć ehamada de matriz diferenęa de A e B, 

nessa ordem. 

Definięao 

A diferenęa de duas matrizes do mesmo tipo A e 
B , nessa ordem, que se indica por A — B, € a matriz 
A + (-B): 

A - B = A + ( -B) 


Em palavras mais simples, a diferenęa A — B e igual a 
soma de A eom a oposta de B. 


Nota 

Para ganhar tempo, obtenha cada elemento da matriz 
diferenęa, fazendo a diferenęa entre os elementos corres- 
pondentes das matrizes A e B, nessa ordem. 




EXEKC1C10 RESOLYIDO 


R.3 Dadas as matrizes A = 


B = 


1 


A 


V 


8 1 -9 

a) A + B 
Resoluęao 


3 4 6 

2 —8 3 

, determinar: 
b) 2 A-B 




a) A 4- B — 


3 4 6 

2-8 3 


■\ ( 
-- 




\ 


1 2 
8 1 


4 


b) 2A - B = 2 
( 


6 9 

7 -6 


\ 


/ 


3 4 6 

2-8 3 


\ f 

J V 


\ 



6 8 12 
4-16 6 


N ( -1 -2 —3 1 


+ 


ii 


-8 -1 


J 


5 

-4 


6 9 

17 15 


EXERCICI05 3ASIC0S 


'N 

4 -1 


B.10 Dadas as matrizes A = 


B = 


a) A + B 

b) 5A 

T ' B 



>1 





2 

0 


( 


. ^ 

6 

1 

eC = 

1 

4 

-1 

I” 4 

8 J 


,2 

6 

3 ; 


, determine: 



ExempIo 



\ 


r 


\ 

8 

5 



6 

2 

4 

6 

— 


3 

6 

l 9 

- 2 , 


\ 

12 

- 9 ) 


( 

8 

5 


( 

-6 

A 

—2 


( 

2 

\ 

3 

4 

6 

Ar 

1 r 

-3 

—6 

= 

1 

0 

l 9 

~ 2 J 



-12 

9 j 


l ~ 3 



B.ll (UFES) Os valores de a e y que satisfazem a equaęao 
matricial: 


/ 

X 

- 2 1 

~h 

' 3y 

A 

7 

_ 

f 4 

5 * 

K 4 

2x J 


l l 

-y $ 


i 5 

i; 


sao: 

a) x = — 1 e y = — 1 c) x = 2 e y — — ! 

b) x = 1 e y = 1 d) x = 2 ey = 2 

Nota 

Equaęao matricial e qualquer eąuaęao envolvendo 
matrizes. 


r 
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UNIDAOE 7 


B.12 Determine a matriz X tal que: 


f 




( 


\ 


4 1 

3 

+ X = 3 

1 

2 

-1 

K 

6 2 

"I J 


,0 

2 

1 J 


B.I3 Obtenha as matrizes X e7taisque: 
X + Y - 


' 2 5' 

e X - Y = 

f 8 

D 

V~1 4 J 


l 1 

2J 


Exercfcio complementar C.4 


10. MULTIPLICAęAO DE MATRIZES 

O comprador de uma empresa deve adąuirir de sens 
fomecedores tres tipos de produtos. denoniinados: produto 
1, produto 2 e produto 3. Para isso, fez oręamento com dois 
fomecedores, denoniinados: fomecedor 1 e fornecedor 2. 

Resumindo os dados coletados nesses oręamentos, o 
comprador construiu tres matrizes A, B e C, sendo que 
cada elemento a {j da matriz A = (100 200 300) indica 
a quantidade de unidades do produto j que o comprador 
deve adquirir. Cada elemento b tj da matriz: 


B 


\ 


58 

62 

53 

59 

55 

61 


representa o preęo, em reais, de cada unidade do produto 
i , cobrado pelo fomecedor j; e cada elemento c tj da matriz: 

C = (100 • 58 + 200 • 53 + 300 ■ 55 + 100 • 62 + 200 - 59 + 300 * 61) 

indica o valor do oręamento com o fornecedor j. 

A matriz C e chamada de matriz produto de A por B, 
nessa ordem, e representa-se A • B — C on AB = C. 
Observe que, desse modo, os dados numericos dessa 
consulta de preęos podem ser apresentados por: 


(100 200 300) 


58 

62 

53 

59 

,55 

61 


= (32.900 36.300) 


Multiplicaęóo de linha por coluna 

Antes de definirmos a multiplicaęao de matrizes, vamos 
definir produto de linha por coluna. 

Definięao 

Sejam as matrizes A = (a v ) m x k e B = (b^ k x 
Consideremos a linha i de A e a coluna j de B, isto 6: 




( u $ a n ... a. ik J 


\ 


O 


u m 


\ b kj 


O produto da linha pela coluna e: 

Hht + + + - + a ik b kj 


Ou seja, multiplicamos, ordenadamente, os elementos da 
linha i pelos elementos da coluna j e somamos os resul- 
tados obtidos. 

ExempIo 

Sendo as matrizes: 


A = 


fi 


2 5 
1 4 


A 

( 

4 

3 

> 

4 

e B = 

3 

6 

1 


1 

2 

°J 


Temos que: 

* o produto da primeira linha de A pela primeira coluna 
de B e o mimero: 

2 • 4 + 5 * 3 + 8 * 1 — 31 

• o produto da primeira linha de A pela segunda coluna 
de B e o numero; 

2*3+5*6 + 8*2 = 52; etc. 

Podemos, agora, definir produto de matrizes. 

Definięao 

O produto da matriz A = x k pela matriz 
B = ( bij) k x que se indica por AB ou por A ■ 5, e a 
matriz C — (c^), H x „ tal que cada elemento c- e igual 
ao produto da linha i de A pela coluna j de B. 


Exemplo 


2 5 S 

1 4 -3 


4 3 4 ^ 

3 6 1 

[' 2 OJ 


= | 2-4 + 5-3 + 3-1 2-3 + S-6 + 8-2 2 ■ 4 45 • 1 + 8 • 0 

1.4+4.3 +(_3), 1 ! - 3 + 4 ■ 6 + { —3) ■ 2 1 - 4 + 4 • I + (-3) ■ 0 


( 

= [ 31 52 13 ] 

i, 13 21 8 ) 


Observe que, se A e B sao matrizes, entao: 

• existe o produto AB se, e somente se, o numero de co- 
lunas de A for igual ao numero de linhas de B. 

Exemplos 

a) Existe o produto A 3 x 4 * B 4 x 5 . 

1_1 ' 

Iguais 

b) Nao existe o produto A-, x 3 * B Axl . 

t_i 

Diferentes 

• a matriz C tal que C — AB possui o mesmo numero de 
linhas de A e o mesmo numero de colunas de B , isto e: 

x k ’ X n ~ C m x n 

t_I U 


Exeraplos 

a )^3X5*^5)i8 = Qx8 


t 1 )^] X4 ’-®4XI Qx 
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EXERCICIOS RESOLYIPOS 




R.4 Sendo A = 

a )A-l s 
Resołuęao 


2 6 
9 8 


i 


. deterrainar: 
b) /, * A 



( 



, A 

1 0 

r 

3 

2 


6 


k = 





0 l 


U 

9 


8 J 

^ 0 0 

f 





3 

2 

6 

. 

Notę que A • 1 

U 

9 

8 J 





f 


\ 

{ 

\ 

A = 

1 

0 


3 

2 6 


U 

1 

/ 

U 

9 sj 


3 2 6 ^ 




4 9 8 


Notę que I 2 m A ~ A. 


R.5 


X - 


Detemiinar a matriz X taJ que 
Resołuęao 

Inicialmente, vamos deteraiinar o tipo da matriz X: 


(s l) 

,4 1 J 


9 


2X2 m X« 2X1 

t__J t__ł 

O numero de eolunas da primeira matriz deve ser igual 
ao numero de linhas de X; portanto m — 2. 

O numero de eolunas da matriz X deve ser igual ao 
numero de eolunas da matriz produto; portanto n — i. 


Assim. a matriz X e do tipo 2 X 1. Seja X 


Temos, entao: 




1 


4 1 A h J 


( \ 
a 


\ 
9 


l 7 


f \ 

5 a + b 


Aa + b 


A 

a 

ybj 




Como duas matrizes sao iguais se, e somente se, seus 
elementos correspondentes sao iguais, temos: 

5a + b = 9 (I) 

Aa + b = 7 (n) 

Subiraindo membro a membro as igualdades (I) e (II), 


M.2 Propriedade distributiva a direita: sendo A, B 
e C matrizes de tipos m X n, m X n e n X k, respectiva- 
mente, tem-se que (A + B)C — AC 4- BC. 

M.3 Propriedade distributiva a esquerda: sendo A, 
B e C matrizes de tipos m X n, nXkćHX k, re$pectiva- 
mente, tem-se que A(B + C) — AB + AC. 

M.4 Sendo A urna matriz do tipo m X n, tem-se que: 
AJ n = A e J m A = A. (Veja exercfcio R.4.) 

M.5 Sendo A e B matrizes de tipos m X n e n X k, 
respectivamente, e sendo r um numero qualquei\ tem-se 
que {rA)B = A(rB) = r(AB). 

M.6 Sendo A e B matrizes de tipos m X«e n x k, 
respectiyamente, tem-se que (AB) 1 — B ! A‘. 


W EXERCfciOS BASICOS 


B.14 Dadas as matrizes A = 



A 




2 

1 


( 


4 

2 

j,B = 

9 

6 

l 3 

5 ; 

1 

t -i 

o> 


/ 

, A 


x _ a r 

5 

1 

1 

•X = 

9 

C = 

V 4 

1 j 



\ 


4 ^ 
^ 3 J 


e D = (1 — 2), detennine: 


a) AB 

B.15 Sendo as matrizes A = 


b) BC 
f . 


c) CD 




B = 


f \ 

3 0 

1 2 
1 4 


, calcule: 


a) A * B 

b) B • A 

c) (A * B)’ 


d ) B l - A 1 

e) A ( ■ & 

f) A * /, 


8 )h'A 


B.I6 Que relaęao existe entre os resultados (A • B) 1 e B' • A 1 
obtidos no exercfcio anten or? 

Nota 

A conclusao desse exercicio vale para quaisquer matri¬ 
zes A e B, desde que exista A • B. 

B.17 (U. E. Londrina-PR) Sejam as matrizes A e B, respecti¬ 
yamente, 3 X 4 e p X q. Se a matriz A - B e 3 X 5. entao 


obtemos a = 2. 


e verdade que: 




Substituindo a = 2 em (I), temos: 


a) p = 5 e q = 5 

d) p = 3 e q = 

4 

5-2 + b =9 = “1 

b) p = Aeq = 5 

e) p = 3 e q = 

3 


f \ 

1 

c)p = 3e<j = 5 




Logo, a matriz procurada e X = 


* 





~ 1 J 

B.18 Determine a matriz X tal que 

f \ 

2 1 

X = 

( 9 ^ 

Propriedades da multiplicaęao 

A 3 ^ J 


t 14 J 

de matrizes 



f 

\ 



M.1 Propriedade associativa: sendo A, B e C matri¬ 
zes de tipos m X n,nX kekXp, respectiyamente, tem- 
se que (AB)C = A(BC). A propriedade associativa nos 
pemnite ind i car o produto entre essas matrizes simples- 
mente por ABC, isto e, sem parenteses. 


B.19 (Faap-SP) Dadas as matrizes A = 


2 l 




B = 


1 0 ^ 


2 0 


0 3 , 

, determine a matriz X tal que AX — B. 




223 


MATRIZES, SISTEMAS LINEARES E DETERMINANTES 




























































UNIDADE 7 


B.20 Sendo A uma matriz. quadrada de ordem n, define-se: 
A° = I n i A 1 ~A\ 

$ = A • A * A-... • A, V*, k e IN, k =* 2 


k fatores 

/ 


Dada a matriz A — 

a) A° 

b) A 1 


3 

, -1 

c) A 2 

d) A 3 


8 1 

3 J 


, determine: 

e) A 18 

f) A 15 


Exerctcios complementares de C.5 a C.11 



EXERCiCIOS COMPLEMENTARES 


C.l (SUPRA) Urn triangulo equilatero de lado 1 tem seus 
vertices numerados como mostra a figura. A matriz 
3 X 3, na qual cada termo a i} - representa a distancia entre 
seus vertices de nunieros i e j, e: 




0 

0 

-*1 

0 


2 

2 

2 

a) 

0 

0 

0 

c) 

2 

2 

2 


0 

0 

0 


2 

2 

2 


0 

1 

1 


3 

3 

3 

b) 

1 

0 

1 

d) 

3 

3 

3 


1 

1 

0 


3 

3 

3 


C.2 (FEI-SP) Qual € o valor registrado na I7 a coluna da 28 ; 
linha do quadro abaixo descrito parciał mente? 


a) 

b) 

C) 

d) 

e) 


44 
28 
54 

45 
27 


1 

2 

3 


2 

3 

4 


3 

4 

5 

i 

# 

* 

* 

* 

* 

t 

ł ę 

* 

* 



C.3 


Classifiąue cada afirmaęao como V on F: 

a) Toda matriz identidade e necessariamente quadrada. 

b) Existe matriz identidade que nao e quadrada. 

c) Toda matriz nula e necessariamente quadrada. 

d) Existe matriz nula que nao e quadrada. 


e) ( A f ) f — A. qualquer que seja a matriz A. 

f) A ; ^ A, qualquer que seja a matriz A. 

g) Se a matriz A e do tipo 2 X 3, entao A' e do tipo 3X2. 

C.4 (FGV-SP) Determine a matriz B tal que: 

50 . 


B 


= 2 


n - l 


1 2 

0 2n+ \ 


C.5 (FGV-SP) Sendo A = 


0 2 
I o 


, obtenha a matriz: 


A 2 T A 3 

C.6 (Acafe-SC) Dadas as matrizesA - 


a 0 
0 a 


B - 


2 b 
b 2 


, o valor a + b, de modo qxie AB - 1 , sendo 


I a matriz identidade, valera: 

a) 2 c) 

b) 0 d) 

C.7 Dadas as matrizes A ~ 

determine: 
a) AB 


i 



e) 1 


2 

1 



e) T 




f 

X 

I 

1 

cB = 

1 

1 

V 1 

1 J 


v -1 

~l) 


b) BA 


C.8 Sendo A, B e C matrizes, classifique como V ou F cada 
uma das seguintes afirmaęoes: 

a) Se existe o produto A * B, entao existe o produto B ■ A. 

b) Existe o produto A • A f . 

c) Se existem os produtos A • B e B • A, entao 
A • B = B • A, 

d) Se existe o produto A ■ B, entao (A * By — B ! A 

e) Se existe o produto (A ■ B)C, entao (A • B)C — A(B • 

O. 

f) Se existe a expressao A(B + C), entao 
A(B + C) = AB + AC. 

C.9 (UFCE) De exemplo de tres matrizes 2 X 2, A, B e C tais 
que a matriz A nao seja nula. A -B~ A- CzRźC. 


C.10 (UFES) Considere a matriz A — 
Determine A 1 

C.ll (Fuvest-SP) Dadas as matrizes: 

1) A = (fl } ) 4x > definida por a tJ = i - j 

2) B ~ (bij)-, * y , definida por b tj ~ i 

3) C = C ~ AB 
O elemento C 63 e: 

a) -112 c)-9 

b) —18 d) 112 


2 -VI 

JJ -2 


J 


e) Nao existe. 
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Capftulo 39 

SISTEMAS LINEARES 


1. INTRODUęAO 



U iii litro de alcool custa 60 centavos e 1 litro de gaso¬ 
lina custa 80 centavos. Se 1 litro de uina mistura de alcool 
e gasolina custa 75 centavos, quanto de alcool contem t 
litro dessa mistura? 

Para resolver esse problema, vamos supor quex ey se- 
jam, respectivamente, as fraęóes de alcool e de gasolina 
que compoem 1 litro da mistura. Assim, devemos ter: 


x + y = 1 
60x + 80 v = 75 


y = 1 - x (I) 

60x + 80y “ 75 (II) 


Substituindo (I) em (TI), obtemos: 


60x 4- 80(1 - x) = 75 
-20x = -5 . 


60x + 80 - 80x = 75 


1 


= 0,25 
4 


Logo, cada lido de mistura contem 0,25 Z de alcool. 
Recorremos a esse exemplo pratico para mostrar o 
ąuanto sao freąiientes, em nosso dia-a-dia, sistemas de 

x 4- y = 1 

eąuaęoes do i 0 grau, tais como - ' 

60x + 80}’ = 75 

Para urn estudo geral desse tipo de sistema necessita- 
tnos de algumas noęóes preliminares. 

2. EOUAęAO LINEAR 

* 

Toda eąuaęao do l s grau em urna ou mais incógnitas e 
chamada de eąuaęao linear. 


Exemplos 

a) Na eąuaęao 3x + 2y = 11, temos: 

• incógnitas: x e y; 

• coeficientes: 3 e 2; 

• termo independente: 11. 

b) Na eąuaęao 8* — y + 3z = — 1, temos: 

• incógnitas: x, y e z; 

• coeficientes: 8, — 1 e 3; 

• termo independente: — 1. 

Por extensao de conceito, admitimos tambem como li- 
neares as equaęóes: 

0x + Oy 4- Oz = 0; 0x + Oy + 0/ + Oz = 3 
De modo geral, temos: 

Definięao 

Chama-se eąuaęao linear nas incógnitas 
x u x 2 , x 3 , x„ toda eąuaęao que pode ser apresentada 

sob a forma: 

Oj.*] 4- + a 3 x 3 + ... + a„x n = b 

onde £?„ a 2 , a 3 , ..., a„ sao constantes reais chamadas 
de coeficientes da eąuaęao e b e urna constante real 
chamada de termo independente da eąuaęao. 

Notę que, por exemplo: 

« 3x 2 4- y = 5 nao e eąuaęao linear, pois e do 2- grau em 
relaęao a x; 

■ — 4- y — 3 nao e eąuaęao linear, pois o expoente de 

X 

x e — 1, isto e, x _i + y — 3. 

Soluęao de uma equaęao linear 

Chama-se soluęao da eąuaęao linear 
a,Xj 4- « 2 .r 2 + %% + ... 4- a n x, t = b toda enupla (seąiien- 
cia de n elementos) de numeros (a h ct 2 . a 3 ,a„) tal que 
a sentenęa Ujdą 4- a 2 a 2 4- « 3 a 3 4- ... + a „a,, = b seja 
verdadeira. 

Nota 

Se nao existe tal enupla, dizemos que a eąuaęao e im- 
possfvel. 

ExempIos 

a) Uma soluęao da eąuaęao linear 3x 4- 2y = 11 e o par 
ordenado (1,4), pois a sentenęa 3 * L + 2 ■ 4 = 
yerdadeira. 


11 e 
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Convenęao 

A menos que se especifiąue o contrario, apresentamos 
cada soluęao de uma eąuaęao linear obedecendo a ordem 
alfabetica das variaveis, isto e, (x, j), (x, y, z ), (a, h, c), etc. 

b) Uma soluęao da eąuaęao linear 8x — 3? + 3z = — 1 e 
o terno ordenado (0,4, 1), pois a sentenęa 

8 ■ 0 — 4 + 3 • 1 = — 1 e verdadeira. 

c) A eąuaęao 0x + Oy = 3 e impossfvel, isto e, nao possui 
soluęao. 

J EXERCICIO RE50LVfP0 

w / 

łj 

R.1 Quantas soluęoes admite a eąuaęao 2x + y = 5? 
Resoluędo 

Para cada valor atribuido a x, obtemos um valor y tal que 
o par (x, y) e soluęao da eąuaęao. Por exemplo: 

• para x ~ 1 temos 2 • 1 + y = 5 y = 3; logo, (1, 3) 
£ soluęao da eąuaęao; 

• para x = —2 temos 2(-2) + y = 5 y = 9; logo, 
(—2, 9) e soluęao da eąuaęao. 

Assim, percebemos que a eąuaęao admite infinitas 
soluęoes. 

Equaęao linear homogenea 

■r 

E toda eąuaęao linear cujo termo independente e igual 
a zero. 

Exemplos 

a) 3x + 2y = 0 
b) 5x 4 * y + 3z = 0 

Toda eąuaęao linear homogenea; 

+ 03X3 + ... + a (J x„ = 0 

admite como soluęao a enupla (0,0, 0,..., 0), chamada de 
soluęao trivial da eąuaęao homogenea. 

Exeniplos 

a) A soluęao trivial da eąuaęao 3x + 2y = 06 (0, 0). 
b) A soluęao trivial da eąuaęao 5x + y + 3z = 0 e (0,0,0). 

3. SISTEMA LINEAR 

Considere um conjunto de eąuaęoes lineares simul- 
taneas, nas mesmas incógnitas x, y e z, por exemplo: 

2x + >’ + 3z = 11 
< y + 5z = 9 
x - y + z = -1 

(A segunda eąuaęao deve ser entendida como 

0x + y + 5z ~ 9.) Tal conjunto e chamado de sistenia 

Linear. 

► 


De modo geral, um sistema linear de m eąuaęoes e 
n incógnitas (m s* 1 e n ^ I) e um conjunto de eąuaęoes 
simultaneas da forma; 


' th\X\ + + <* 13*3 + + <*\nXn = lh 

+ £122X2 + <* 2$*3 + ... + (ł2 n X„ ~ bi 

* ■ * * # 

* ■ ' • m . ■ 

* * * • * 

+ Cl m 2A2 H“ + ... + fl mn X n — h m 


em que: 

• Xj, x 2 , x 3 ,..., x (! sao as incógnitas; 

• cijj sao os coeficientes; 

• b. sao os termos independentes. 


4. SOLUęAO DE UM SISTEMA LINEAR 


Chama-se soluęao de um sistema linear toda soluęao 
comum a todas as eąuaęoes do sistema. 

Nota 

Essa soluęao pode nao existir. 

Exemplo 

'2x + y + 3z = 11 
y + 5z. — 9 

X — V + Z = —1 

e o terno ordenado (2, 4, 1), pois tal seąiiencia e soluęao 
comum a todas as eąuaęoes do sistema, isto e, todas as 

2*24-4 + 3 ■ ! - 11 

0*2+ 4 + 5 • 1 = 9 sao verdadeiras. 

2 - 4 + 1 = -1 


Uma soluęao do sistema linear 


sentenęas 


5. CLASSIF ICAęAO DE UM SISTEMA 
LINEAR 

Um sistema linear e classificado de acordo com o 
numero de soluęoes que tiver: sistema possivel e determi- 
nado (SPD), sistema po$sfvel e indeterminado (SPT) ou 
sistema impossfvel (SI). 

Sistema po$sivel e determinado (SPD) 

E todo sistema linear que admite unia ii ni ca soluęao. 

ExempIo 

x + y = 5 

1 >-2 ' 

e um sistema linear que admite como unica soluęao o par 
(3, 2). Por isso, e classificado como SPD (sistema pos- 
sivel e determinado). 


Sistema posslvel e indeterminado (SPI) 

E todo sistema linear que admite mais de uma soluęao. 

Nota 

Prova-se que, se um sistema linear admite mais de uma 
soluęao, entao admite infinitas soluęoes. 
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Exemplo 


2x + y = 5 
Ax + 2y = 10 


6 um sistema linear que admite mais de uma soluęao: 
(2, 1); (0,5); (4, —3);etc. Por issoe classificado como 
SPI (sistema possfvd e indeterminado). 

Sistema impossivel (SI) 

E todo sistema linear que nao admite soluęao alguma. 

Exemplo 

Observe o seguinte sistema: 


x + y = 5 
x + y = 8 

Exlstem dois numeros x e y tais que sua soma seja 
igual a 5 e ao mesmo tempo igual a 8? Claro que nao. Por 
isso esse sistema nao tem soluęao e e classificado como 
SI (sistema impossfvel). 

Resumo 


Sistema linear 


/ 

\ 


poss(vel 


determinado 
{nma unica soluęao) 

indeterminado 
{mais de uma soluęao) 


impossfvel 
(nenhuma soluęao) 



R.2 


EXERCICI0RES0LV1D0 

Classificar cada um dos sistemas seguintes como SPD 
(sistema possfvei e determinado). SPI (sistema posswel 
e indeterminado) ou SI (sistema impossfvel), 


a) 


b) 


c) 


a-+ y = 1 
2a* + 2_y = 2 


d) {.v + ly = 4 


a) 


H- 


U + y = 3 

y = 2 

x + y — 5 
0.v I Oy = 3 

Resoluęao 

= 3 (I) 

2 ort 

A equaęao (II) nos diz que o valor de y e 2. Substi- 
tuindo y = 2 em (I), temos x + 2 = 3=>x = l, 
Oblivemos. assim, como unica soluęao do sistema o 
par (1,2). 

Logo, o sistema e possivel e determinado (SPD). 

J x+ y = 5 (I) 

}0x ■+■ Oy = 3 (TT) 

A eąuaęao (II) nao tem soluęao. Logo, nao existe 
soluęao comuni as duas equaęoes do sistema. Por isso 
o sistema e impossfvel (SI). 
r+ y = 1 (I) 

2x + 2y = 2 (U) 

O sistema tem mais de uma soluęao (1. 0), (0, 1), 
(2. — 1), etc. Logo, o sistema e possfveI e indetermi¬ 
nado (SPI), 


b) 


c) 


d) [x + 2y = 4 

O sistema tem mais de uma soluęao (4. 0), (0. 2). 

(2, ]), etc. Logo, o sistema e possivel e indeterminado 

(SPI). 

Isolantes term i cos 

# 

Em sua entrada na atmosfera da Terra, uma cap- 
5ula espacial se Incendiaria se o materiał que a re- 
veste nao fosse refratario, capaz de suportar as altas 
tempera tu ras prouocadas pela intensa fricęao com o 
ar. Alem de refratario, esse revestimento deue ser 
isoiante termico, para nao pór em risco a uida dos 
tripulantes. 

Os materiais refratarios e isoiantes termicos sao 
necessarios em muitas outras situaęóes, como, por 
e^emplo, na construęao de portas ou paredes contra 
incendio, As constantes pesq.Lisa5 spbre esses 
materiais tem como fundamento o fato de que a 
quantidade Q de calor que atravessa uma płaca 
depende da area 5 da mesma, do tempo t de pas¬ 
satem, da diferenęa A de temperatura entre as faces 
da płaca, de sua espessura e e do coeficiente de 
condutibłlidade C. O ualor de Q e obtido atraues de 
um teorema conhecido como teorema de Bridgman, 
cuja apłicaęao conduz a um sistema linear. 

Os sistemas lineares estao presentes em muitas 
areas cientTfięas. Quando algumas quantidades se 
inter-relacionam e se conhecem algumas dełas e 
outras nao, podemos formar um sistema de equa- 
ęóes ou Inequaę6es (lineares ou nao). 



do sistema < 


EXERCICI0S BASI COS 

B,1 Qual dos seguintes temos ordenados e soluęao da equa- 
ęao 2x + 2y — z = 1 ? 

a) (1,1,1) c) (-1,1,1) e) (0,0, I) 

b) (2,0,1) d) (—1, 1,-1) 

B.2 Qual das alternativas seguintes apresenta uma soluęao 

jc + y 4* 2z — 9 
x + 2 y + z = 8 ? 

2x + y + z - 7 

a) (8, 1,0) c) (1,2,3) e) (1,1,1) 

b) (10, -1,0) d) (9, 0, 0) 

B.3 Qual dos temos seguintes nao e soluęao do sistema 
x + 2v -i- 2 z — 1 n 

x + 3y + z — 3 

a) (-3,2, 0) c) (-1 i, 4,2) e) (3, - i. 0) 

b) (—7, 3, 1) d)(l, 1,-L) 

B.4 Classif ique cada um dos sistemas seguintes como SPD 
(sistema possfvel e delenninado), SPI (sistema possfvel 
e indetemiinado) o u SI (sistema impossivel): 

2x + y= 7 x + y = 4 

x = 3 ° 0x + Oy = 0 

x + y = 9 f x + y = 5 

x + y — 5 Ojć + Oy — 3 


a) 

b) 
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B.5 


(FGY-SP) Em relaęao ao sistema 


x + y + z 
y = 5 


9 


pode-se afirmar que: 

a) e um sistema imposs£veI. 

b) e um sistema possivel e determinado. 

c) se (a, p, 7 ) e urna soluęao do sistema, entao ql. (3 e y 
nao formam, aessa ordem, uma progressao aritmetica. 

d) ( 8 , 1 , 0 ) e soluęao do sistema. 

e) (I, 5, 3) 6 a unica soluęao do sistema. 


Exerc/cios complementares de C .1 a C.3 


6. RESOLUęAO DE UM SISTEMA LINEAR 

Resolver um sistema linear significa obter o coąjunto 
S, denomirtado conjunto soluęao do sistema. cujos ele- 
mentos sao todas as soluęoes do sistema. 

Dentre os varios metodos existentes para a resoluęao 
de um sistema, optamos pelo escalonamento. Antes da 
apresentaęao desse metodo, vamos definir sistema esca¬ 
lonado e aprender como resolve-lo. 


7. SISTEMA LINEAR ESCALONADO 

Um sistema linear e dito escalonado (ou na forma 
escalonada) se, e somente se: 

• todas as eąuaęoes apresentam as incógnitas numa mes- 
ma ordetn; 

• em cada eąuaęao existe pelo menos um coeficieute, de 
alguma incógnita, nao-nulo: 

• existe uma ordem para as eąuaęoes tal que o numero de 
coeficientes nulos que precedem o primeiro nao-nulo 
de cada eąuaęao aumenta de uma eąuaęao para outra. 


Exemplos 

Os seguintes sistemas lineares sao escalonados: 


a) < 


2x + 3y + 5z = 9 
0.v + 4 y + z = 5 
0 x + 0 y + 3z = 6 


b) 


,v + 2 y + 4 1 — 2 z 
Qx + 4)' + 5? + z 
0x + 0y + 0/ + 4; 


1 

2 

12 


b) 


6 x + y + 3z = 6 
0x + 4y -3 z. = 1 


Esse sistema nao e escalonado, pois a ultima eąuaęao 
apresenta todos os coeficientes nulos. 


8. RESOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR 
ESCALONADO 

Existem apenas dois tipos de sistema linear escalonado, 
conforme veremos a seguir. 


Primeiro tipo: numero de equaęóe$ 
igual ao numero de incógnitas 

Exemplo 

3x + 2y + z = 3 (I) 

* 5y — 2 z — l (n) 

3z = 6 

e um sistema linear escalonado com tres eąuaęoes e tres 
incógnitas. 

Para re$olver esse tipo de sistema, determinamos o 
valor de z na eąuaęao (Tli) 3^ = 6 => z — 2. 

A seguir, substituimos s = 2 na eąuaęao (II): 

5y — 2 * 2 = 1 =j> y = 1 

Finalmente, substituimos y = 1 e z = 2 na eąuaęao (I): 

3x + 2 ■ 1 -b I = 3 => x = - y 
Logo, o conjunto sokięao do sistema e: 



Propriedade 

Todo sistema linear escalonado do primeiro tipo 
e possivel e determinado (SPD). 


Segundo tipo: numero de equaęóes 
menor que o numero de incógnitas 


c) 


3.v + 4y = 4 
0x + 5 v = 1 


Yejamos dois exemplos de sistemas nao-escalonados: 


a) 


4x + 3y 4- z = 1 
< 0x + 5 y-z = 3 
0x + 3y + 2z = 5 


Esse sistema nao e escalonado, pois o numero de 
coeficientes nulos que precedem o primeiro nao-nulo 
de cada eąuaęao nao aumenta da segunda para a tercei- 
ra eąuaęao. 


Exemplo 

x + 2 v — 3z — 1 
y + 5ż = 3 

e um sistema linear escalonado com duas eąuaęoes e tres 
incógnitas. 

Todo sistema linear escalonado do segundo tipo 
admite pelo menos uma variavel denominada variavel 
Iivre ou variavel arbitraria do sistema. E variavel livre 
toda aąuela que nao aparece no inicio de nenhuma eąua¬ 
ęao do sistema escalonado. No exemplo anterior, temos z 
como variavel livre. 


228 












A variavel livre, como o próprio nome indica, pode 
assumir qualquer valor real. Para cada vaJor assumido por 
ela, obtem-se urna soluęao para o sistema. No exemplo 
anterior, se fizermos: 

• z = 2 , teremos 


x + 2y - 3 * 2 = 1 (I) 

y + 5 * 2 = 3 =» y ~ -7 (ii) 

substituindo (II) em (I): 

x + 2(—7) — 3 ■ 2 —■ 1 => t■= 21 

assim, para z = 2 temos a soluęao ( 21 ,- 7 , 2 ); 
• z = 0 , teremos 


jt + 2y - 3 • 0 = I (i) 

y + 5 • 0 = 3 => y — 3 (li) 


substituindo (II) em (I): 

x + 2 ■ 3 — 3 * 0 = 1 => jt = —5 


assim, para z = 0 temos a soluęao (- 5 , 3 , 0 ). 


Perceba, portanto, que o sistema - 


x + 2y — 3 z = 1 


y + 5z — 3 

possui infinitas soluębes. Pai'a obter a expressao geral de 
todas essas soluęoes, basta encontrarmos os va!ores de x 
ey em fttnęao de z, isto e: 


x + 2y — 3 z - 1 (I) 

+ 5z — 3 => y —■ 3 ■ 5z (n) 

Substituindo (II) em (I): 


x + 2(3 -5z)-3z=\^> 

=> x + 6 — lOz — 3z — 1 x = 1 3z — 5 


Assim, o eonjunto soluęao do sistema e 


5={(I3z-5 t 3-5z,z),ze^} 

Notas 

1 . Chama-se grau de indeterminaęao de um sistema 
escaionado do segundo tipo o numero de variaveis livres 
do sistema. Isto e. o numero de variaveis que nao apare- 
cem no infcio de nenhuma equaęao do sistema. No exem- 
plo anterior, o grau de indeterminaęao do sistema e I. 

2. A escolha de variavel livre como sendo “toda aquela 
que nao inicia nenhuma equaęao do sistema” e puramente 
convencional. Na verdade. no sistema do exemplo anteri¬ 
or poder/amos ter escolhido y como variavel li vre e, nesse 
caso, o eonjunto soluęao apresentaria a forma: 



ff 14- 13y 

l— 




Podenamos ainda ter escolhido x como variavel livre; 
entao teriamos o eonjunto soluęao: 



14 — 5x 


13 


ł 


5 + x ^ 
13 > 


x E IR 


Propriedade 


Todo sistema linear escaionado do segundo tipo 
e possjyel e indetenninado (SPI). 


9. SISTEMAS UNEARES EQUIVALENTES 

Dois sistemas lineares A e A' sao equivalentes se, e 
somente se, tiverera o mesmo eonjunto soluęao. Indica- 
mos que A e A’ sao equivalentes por A ~ A'. 

Exemplo 


r + y = 5 


A ,\x + y = 5 
e A { * sao 

y = 2 


Os sistemas A 

lx — y = 1 

equivalentes, pois ambos tem como eonjunto soluęao 

5 = {(3, 2)} 

Propriedades 

Sendo A, A' e A" sistemas lineares, tem-se: 

I. A ~ A (propriedade reflexiva); 

II. Se A — A', entao A' ~ A (propriedade simę tri ca); 

III. Se A ~ A' e A' ~ A", entao A — A" (propriedade 
transitiva). 


Obserye o seguinte sistema A 


10. ESCALONAMENTO DE UM SISTEMA 
LINEAR 

* + 2y = 5 

3x + 7y = 16 

MultipHcando ambos os membros da primeira equaęao 
por -3, teremos o sistema equivalente: 

A'l~ 3x ~ 6y " ~ 15 

t 3x+ ly = 16 

Substituindo, no sistema A', a segunda equaęao pela 
soma dela com a primeira, teremos o sistema equivalente: 

ą“I ~ 3x — 6_y = -15 
l y = 1 

Notę que A" ~,4e que A" esta na forma escalonada. 

Vamos estudar uma tecnica para transformar um siste¬ 
ma linear possivel num outro eqmvalente na forma esca¬ 
lonada. Essa tecnica e fundamentada nos tres teoremas 
que veremos a seguir. 

Teorenia 


Permutando entre si duas ou mais equaęoes de um 
sistema linear A, obtem-se um novo sistema A' equi- 
yalente a A. 


Exemplo 


A 


5 

16 


3.v + ly =16 ^ ( x + 2y 

x + 2y = 5 l3x + ly 

Permutamos entre si as 
equaę5es do sistema A, 
obteiido o sistema A \ 


Teorema 

Mulliplicando (ou diyidindo) uma equaęao de um 
sistema linear A por uma constante k. k A 0, obtem- 
se um novo sistema A' equivalente a A. 


229 












UNIDAOE 7 


Exemplo 

A [ X + ^ = 5 _ Ąt I “ 3 * “ 6 >' = “ 15 

l3x + ly — 16 3x + 7 y = 16 

Muitiplkanios por — 3 a primeira 
eąuaęao do sistema A, obtendo o 
.sistenia A'. 

Teorema 

Substituindo uma eąuaęao de um sistema linear A 
pela soma dela com outra eąuaęao desse sistema, 
obtem-se um novo sistema A' equivaiente a A. 


Exemplo 


A' 


3x — 6y 
y 


-15 

1 


3x - 6y = —15 
3 a + ly = ] 6 l 

Substitumios a segunda 
eąuaęao do sistenia A pela 
soma dela com a primeira, 
obtendo assim o sistema A' 


Conjugando esses tres teoremas, podemos escalonar 
qualquer sistema linear possfvel. Se o sistema for impos- 
sfvel, a tentativa do escalonamento mostrara essa impos- 
sibilidade. 

Exemplo 

Para escalonar o sistema: 

x + 2y + 3z = 7 (i) 

A a 2x + y + z = 4 (TTj 
3x + 3v + z = 10 mi) 

vamos, inicialmente, conseguir os zeros necessarios nos 
coeficientes de a. Para isso: 

• substitufmos a eąuaęao (II) pela soma dela com a eąua¬ 
ęao (I) nmltiplicada por -2; 

* e substitumios a eąuaęao (HI) pela soma dela com a 
eąuaęao (I) multiplicada por 3: 


x + 2 y + 3z = 7 


2x + y + z = 4- + 
3a + 3v+ ~ = 10*^ 

x + 2y + 3z — 1 
0a — 3 v — 5z = -10 
0v-3y-8z = -11 



Nota 


Os produtos da eąuaęao (I) por —2 e por -3 podem 
ser feitos mentalmente. Nao e necessario escreve-Ios efe- 
tivamente. 



No sistema anterior, substitumios a ultima eąuaęao 
pela soma dela com a segunda multiplicada por — 1: 

a 3- 2y + 3ż = 7 

• 0x — 3y - 5z = —10 — * (^j) — 

0a — 3y — 8z = -II - -3 

x + 2y + 3z = 7 
0x - 3 y — 5 z m —10 
0a + Oj — 3z = — 1 

Chegamos assim a um sistema escalonado equiva- 
lente ao sistema A. 

Notas 

1. Se durante o escalonamento do sistema do exemplo an¬ 
terior ocorresse uma eąuaęao da forma 0x + 0y + Oz = b, 
com h =£ 0, entao o sistema seria impossivel, pois tal 
eąuaęao nao e satisfeita para nenhum terno (a, y, z). 

2. Se durante o escalonamento do sistema anterior 
ocorresse uma eąuaęao da forma 0x + Oj + Oz = 0, 
entao ełiminariamos essa eąuaęao e o novo sistema assim 
obtido tambem seria equivalente ao sistema original. 


BXERC1CI06 RES0LVIP05 

Escalonar, classificar e dar o eonjnnlo soluęao do sistema: 

r 2x + 3y + z = 2 
a + y + 2z = 1 
4x + 5y + 5z = 6 

Resoluęao 

O escalonamento fica facilitado ąuando o coeficiente de 
x da primeira eąuaęao e 1. Como isso nao acontece nesse 
sistenia. mas o coeficiente de x da segunda eąuaęao e 1. 
podemos permutar as duas primeiras eąuaęoes, obtendo 
um novo sistema, equivalente ao original. isto e: 

x + y f 2z — 1 
2x + 3y + z — 2 
4x + 5y + 5z ~ 6 

Escalonando, temos: 

x 


a + y + 2z = I 
h 2a + 3y + z = 2 
4x + 5y + 5z — 6 * 

x + y + 2z = I 

0a + y - 3z = 0 
0 a + y - 3z = 2 
a + y. rP 2z = ] 

0a 4- y - 3z = 0 
0a + Oy + Oz = 2 

Notę que nao conseguimos um sistema escalonado, pois 
os coeficientes da ultima eąuaęao sao todos nulos; 
porem a tentativa do escalonamento nos mostrou que o 
sistema e impossivef ja que a ultima eąuaęao nao e 
satisfeita para nenhum terno (a, y, z). 

Portanto, a classificaęao do sistema e SI e £ = 0. 



*f-l 
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R.4 Escalonar. classificar e dar o conjunto soluęao do sistema: 

3x + 4y + 52 = 1 
} 2.v + 3y + 3 4 = 0 
5x 4- ly + 8z = 1 

Resołuęao 

• Substitmmos a segunda ccjuaęao peEa soma dela multi- 
plicada por 3 córa a primeira equaęao multiplicada 
por —% 

• substituunos a terceira equaęao pela soma dela mul ti¬ 
pi icada por 3 com a primeira eąuaęao multiplicada 
por —5. 

Nota 

Faęamos lais produtos mentalmente, eviiando assim 
muitas passagens. Isto e: 

x 



3.a - 1- 4v + 5z = 

I 

0a" + y — z — 

-2 

Oa: + y — z — 

-2 

3x + 4 y + 5 z = 

1 

O 

+ 

1 

N 

11 

— 2 

Oa- + Oy + Oz — 

0 



Eliminando-se a dl lima eąuaęao, chegamos ao .sistema 
escalonado equivalente ao sistema original: 

( 3a- + 4y + 5z = 1 

1 y- z = ~2 

Como esse sistema escalonado e do segundo tipo (nume- 
ro de eąuaęoes menor que o numero de incógnitas), sua 
classificaęao e SP1 (sistema possfvel e mdeterminado). 
Resolvendo em funęao da variavel livre z, temos: 

13x + 4y + 5z = 1 (I) 
i y — z — —2=*y =■ z-% dD 
Substituindo (II) em (I): 

3x + 4(z - 2) + 5z = 1 
3x + 4z - 8 + 5 z ~ i 
9 -9z 


x — 


= 3 - 3z 


Logo, o conjunto soluęao e: 

S = {(3 — 3z, z - 2, z), z E. IR} 
R.5 Escalonar, classificar e resolver o sistema 

' x + 2 y = 1 
3jc + 7v = 5 


2x+ y = -4 


Resołuęao 


3 a - + ly 
2x + v 



Eliminando a ultima eąuaęao do sistema anterior, chega¬ 
mos ao sistema escalonado equivalente ao original: 

J* + 2 y ~ 1 

1 y = 2 

Tal sistema escalonado e do primeiro tipo (numero de 
eąuaęoes igual ao numero de incógnitas). Portanto, sua 
classificaęao e SPD (sistema posswel e determinado). 
Resolvendo-o, obtemos o conjunto soluęao: 

5 = {(-3, 2)} 



EXERCICIOS BASICOS 




a) 

b) 

c) 


B.6 Classifique e de o conjunto soluęao de cada urn dos 
seguintes sistemas: 

x + 3y — 2 z — — l 
4y + 5z = 19 
2z = 6 
V — 5y + 3 z = 2 
y + 3z — 1 
2x ■ y T 4z = 1 
3z = 6 


x + 2 y + 3z 
B.7 (Fuvest-SP) Se \ 4 y + 5z 

6z 

a) 27 c) 0 

b) 3 d) -2 


= 14 


23 , entao a* e igual a: 
18 

e) 1 


B.8 (U. E. Londrina-PR) Se os sistemas: 


2x + 3y = — 1 


ax — 3y 
2 a- - by 


3x + 2 y = -4 
sao equivalentes, entao a + b 6 igual a: 

d): -5 

11 


0 

-2 




b) -4 


c) 


e) - 


B.9 Escalone, classifique e dS o conjunto soluęao de cada um 
dos seguintes sistemas: 

x + 5y + 2z = 10 

a) < 2x + y — 3z ~ —3 
3x + 6y + 5z = 19 

x — y f 2z — 1 

b) i 3x + y — z = 2 
5x — y 4 - 3z — 1 

3x + ly — Wz = 6 

c) < x + 2y — 4z = 1 
x + 3y — 3z = 4 

Sugestao. No i tern c, para facilitar o escalonamento, 
pennute as duas primeiras equaęoes. 
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B.IO Resoiva, por esealonamento, cada um dos sistemas, 
classificando-os como SPD. SPI ou SI: 


a) < 

2a + y + z — 7 

4a + y — 3z = 5 

c) i 

3 a + y + 2z — 4 

2a — y + z ~ 6 

r 


2x + 3y + 2? = 7 


a + 2y + z = 0 



b) 


3x — y 4- 2z = 3 
x 4- 2y + z — 1 
6x + 5y + 5 z — 6 


B.ll Qual e a classificaęao e o conjunto soluęao de cada um 
dos seeuintes sistemas? 


a) 


b) 


x + 3>’ = 1 
4x - y = 2 
3a- - 4v = 0 
'3 a + y = —4 
x + 2 y — 2 
2a — y — — 6 


c) 


x - 2y = 3 
3a - 6v — 9 
2 a - 4y = 6 


5 a +- 4y - 2z = o 
a -I- 8y + 2z = 0 
2a -f- v ” z — 0 


B.12 (ITA-SP) Examinando o sistema 
podemos concluii* que: 

a) o sistema e determinado. 

b) o sistema e indeterminado, com duas incógnitas arbi- 
trarias. 

c) o sistema e indeterminado, com uma incógnita arbi- 
traria. 

d) o sistema e impossivel. 

e) n.d.a. 

B.13 Um iitro de creme contem suco de fruta, leite e mel. A 
quautidade de leite e o dobro da quantidade de suco de 
fruta, e a ąuantidade de mel e a nona parte da quantidade 
dos outros dois liąuidos juntos. A ąuantidade de suco de 
fruta que contem esse litro de creme e: 

a) 300 m€ c) 350 m€ e) 420 m€ 

b) 250 m£ d) 400 m£ 

,• i^ j(VlVŁ5ę« ą* -w 

Exercfcios complementares de C.4 a C.8 



EXERCICI05 COMPLEMENTARES 

C.l Qual dos sistemas seguintes e impossivel? 

a + y + z = 3 


a) {a + y + % — 8 


b) 


c) 


2a + y = 5 

A = 1 

ly = 3 
2a + y — 5 
a = 4 
v = 2 


d) t 0 a + Oy + Oz — 0 
0x + Oy + 3z = 0 
0a + Oy = 0 

* 

e) -i a = 2 
y = 5 


C.2 Sabendo que o sistema, nas incógnitas a e y, 
3a + 2y = 1 

e imposswel, obtenha o valor de a. 

oy — 5 


C.3 Para que valores reais de a o seguinte sistema, nas incóg- 
nitas a e y, e impossfvel? 

3a + y = 3 
0a + Oy = a 

C.4 Um tipo de alimento e composto por aęucar, milho e 
ex trato de malte. A ąuantidade de milho dessa compo- 
sięao e o ąuadruplo da ąuantidade de aęucar. Sabendo 
que o preęo por ąuilograma do aęucar, do milho e do 
extrato de malte sao, respectivamente, 80,60 e 40 centavos 
e que o preęo, por ąuilograma, daąueie alimento com¬ 
posto por esses ingredientes e 55 centavos, calcule a 
ąuantidade de aęucar que compóe 1 łcg daąueie alimento. 

C.5 Ao finał de um campeonato de futebol. foram premiados 
os jogadores que marcaram dozę, treze ou catorze gols 
cada um, durante todo o campeonato. Qual foi o numero 
de atletas premiados, sabendo que o total de gols marca- 
dos por eies e J15 e que somente cinco atletas marcaram 
mais de dozę gols cada um? 

C.6 Durante as investigaęoes de um assalto a banco, foi eha- 
mado a depor o gerente do estabelecimento. A testemu- 
nha declarou ao delegado que de um dos cofres foram 
roubados: um pacote vermelho, dois azuis e cinco bran- 
cos, totalizando 150 mil dólares; do outro cofre foram 
roubados: um pacote azuJ e tres brancos, totalizando 70 
mil dólares. O declarante afirmou ainda que pacotes da 
mesma cor tinham ąuantidades iguais de dinheiro e que 
cada pacote vermelho possuia 5 mil dólares a mais que 
cada pacote branco. O delegado, após ouvir atentamente 
a testemunha, pós-se a fazer contas. Poucos minutos 
depois, olhou nos olhos do declarante e acusou: 

— O senhor esta mentindo. 

A testemunha tentou ainda reafirmar sua estória, mas foi 
total mente desmentida pelo delegado com argumentos 
irrefutaveis. Analisando essa cena cinematografica, 
prove que o gerente mentiu em seu depoimento. 

C.7 (UFMA) Sen do {a. b, c) soluęao do sistema: 

A-y+2 z= 1 

y + 3z = 5 

tal que ab = 2 c. entao um valor de a e: 


a) -3 

b) -4 


cj 2 
d) 3 


e) 4 


C.8 (ITA-SP) Sejam o,, a 2 , a 4 ąuatro numeros reais nao- 
nulos, formando nessa ordem uma progressao geome- 

nt]A + ą 3 y = 1 


trica. Entao. o sistema em x e y ■ 


a io 2 a + fijA^y — a 2 


e um sistema: 

a) impossfvel. 

b) posswel determinado. 

c) possfvel indeterminado. 

d) possfvel determinado apenas para o, > I. 

e) possfvel determinado apenas para u , < — I. 
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Ccipftulo 40 

0 CONCEITO DE DETERMINANTĘ E SUA 
APLICACAO NA DISCUSSAO DE UM SISTEMA LINEAR 


1. O CONCEITO DE DETERMINANTĘ 
Determinantę de ordem dois 

Observe o escalonaraento do sistema, nas incógnitas 
ax + by — p 
cx + dy = ą 


x e y. 


ax + by = p —► (-c)^ + 


ca: + dy = q 


00 


ax dr by — p 
(ad — cb)y — aq — cp 


(Mesmo que a = 0ouc=0, atraves de outra transformaęao obtenv 
se urn sistema equivalente com esse coeficiente de y na segunda 
eąuaęao.) 

Havera um unico valor de y satisfazendo essa ultima 
eąuaęao se. e somente se, o coeficiente de y, ad — cb, for 
diferente de zero; conseqiientemente, havera um unico 
valor de x satisfazendo o sistema. Concluimos entao que; 

ad — cb # 0 <=> SPD 

A expressao ad — cb € chamada de determinantę dos 
coeficientes do sistema e € simbolizada por: 


b 

d 


em que a primeira coluna e formada pelos coeficientes de 
x , e a segunda, pelos coeficientes de y. Notę. portanto, 
que um determinantę de ordem 2 (duas linhas e duas co- 
lunas) e igual a diferenęa entre o produto dos elementos 
da diagonal principal e o produto dos elementos da dia- 
gonal secundMa, nesta ordem: 


Ć d: 


• Diagonal secundaria 
= ad — cb 

Diagonal principal 


Exemplos 

a) Calculando o determinantę D dos coeficientes do sis- 


b) Calculando o determinantę D dos coeficientes do 
2x + 3y = 1 


sistema 


4,v + 6y — 5 


terno s: 


2 3 
4 6 


= 2*6 — 4*3 = 0 


Como D = 0, temos duas altemativas: ou o sistema e 
possfvel e indeterminado ou e impossfvel. Para saber qual 
das duas e a correta, basta escalonar o sistema; 


2a Hh 3y = 1 ■ 
4a + 6y = 5 


(- 2 ) 


+ 


2a + 3y = I 
0x + Oy = 3 


Logo, o sistema e impossfvel, 


Nota 

Matriz e determinantę sao entes distintos: malriz e urna 
tabela, e determinantę e um numero. Dizemos que o determi- 


nante 

a b 

e um numero associado a matriz 

r 

a 

b ] 


c d 


< c 

dj 


Dełerminante de ordem tres 

Escalonando o sistema, nas incógnitas x, y e z, 
ax + by + cz — p 
dx + ey + fz = q obtem-se: 
gx + hy + iz = r 


ax + by + cz — p 

O.r + ( ae — bd)y + (af — dc)z = aq — pd 
0x + Oy + {aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb)z ~ 
= aer + bqg + pdh — gep — hqa — rdb 

(Verilique!) 

Esse sistema sera possfvel e determinado se, e somente 
se, o coeficiente de z, aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb, 
for diferente de zero. Esse coeficiente e chamado de 


tema 


3 a + 4y 

■< 

— ] 

9 

temos: 

lizado por; 




2 a + 7y 


i 










a 

b 

c 


3 

4 

= 3*7-2*4 = 13 


d 

e 

f 


2 

7 



g 

h 

i 


Como D #0, conclurmos que o sistema e possfvel e 
determinado. 


em que a l a , a 2- e a 3- coluna sao formadas pelos coefi¬ 
cientes de x, y e z , respectivamente. O calculo de um 
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determinantę de ordem 3 (tres linhas e tres colunas) pode 
ser efetuado alxaves da regra pratica, descrita a seguir, 
conhecida como regra de Sarrus: 

I. Repetem-se as duas primeiras colunas a direita do 
determinantę: 


Diagonal 

secundaria 



Paralelasa 

diagonal 

secundaria 


a b e. 

\ \/ ' ^ 


V/\ 




/ 


jer k 
d e 




y > x 

X 

Diagonal ^ 
Principal 


£ K 


Paralelas a 

diagonal 

Principal 


TT. Multiplicam-se: 

• os eiementos da diagonal principal e os elementos 
de cada paralela a essa diagonal, conservando o 
sinal de cada produto obtido; 

• os elementos da diagonal secundaria e os elemen¬ 
tos de cada paralela a essa diagonal, invertendo o 
sinal de cada produto obtido. 



ni. E adicionam-se os resultados obtidos em (II), ou seja: 


a b c 
d e f 
g h i 


— aei + bfg + cdii — gec — hfa — idb 


Exemplo 

Calculando o determinantę D dos coeficientes do 
2x + y + 3 z = 8 
sistema \ x ~ 2y + Az ~ 1 temos: 

3.r + 2 y + z = 0 



Como D 4 0, concluimos que o sistema e possivel e 
determinado. 

Generalizaęao 

Podemos generalizar as observaęoes feitas ate aqui 
atraves do seguinte teorema: 

Indicando por D o determinantę dos coeficientes 
de um sistema linear com numero de eąuaęoes igual 
ao numero de incógnitas, tem-se que: 

SPD 

Z) = 0 <=> SPI ou ST 

Nota 

No próximo capitulo estudaremos o calculo de um de¬ 
terminantę de qualquer ordem. 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.l Determinar a. a G fR, de modo que o sistema abaixo nas 
incógnitas x, y e z seja possfvel e determinado. 

2x — y + 3z = 1 
x i %y — z — 0 
ax + 37 + 2 z = 4 

Resoluęao 

O sistema sera possivel e deter min ado se, e somente se. 
o determinantę dos coeficientes for diferente de zero. 
Isto e: 



A e SPD 


2-1 3 

1 2-1 

a 1 2 


4 0 




B.l 


8 + a + 3 - 6a + 2 + 2 4 0 -5a + 15 4 0 

a 4 3 

Logo, A e SPD ^0^3. 


EXERCICIOS BASICOS 


Calcuie o determinantę dos coeficientes de cada um dos 
sistemas: 


a) 


i 


b) 


5x + 3>’ = 6 
4 jc + ly =. 1 

3 x + y — 2 

y = 6 


c) 


d) 


2x + 3y + z — 5 

x — z = 3 

4jc + 2y + 2z = 0 

x + 3 y = 1 
2.v — z = 6 
x — 2y — 2 


B.2 (U. E. Londrina-PR) O sistema 

vel e determinado: 

a) para quaiquer valor de a. 

b) somente para a = 0. 

c) somente para a — 6. 


ax + 3>’ = 2 
2x - y = 0 


e possr 


4) se a 4 0. 
e) se a 4 —6. 
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B.3 (U. E. Londrina-PR) Consitlere o seguinte sistema de 

eąuaęoes nas incógnitas x e y: 

3 kx -r y = 5 
.x + y - 2 

Esse sistema rem urna e urna só soluęao se o numero real 


k for diferente de: 





■=>4 




0 








B.4 (Mackenzie-SP) Para que o sistema a seguir, nas incóg¬ 
nitas x, y e z, seja impossfvel oa indeterminado, devere- 

mos ter, para o real k, valores cuja soma e: 

a) — 1 b) 1 c) 0 d) —2 e) 2 

' kx + y + z — 1 
i x + ky + z — 3 
' x + y: + z ~ k 

Exercieios complementares de C.1 a C.3 

2. DISCUSSAO DE UM SISTEMA LINEAR 

Considere o seguinte sistema linear nas incógnitas x e y: 

3x + 2y — 2 
mx + 4 v — 1 

Observe que, alem das incógnitas x e y, o sistema apre- 
senta urna variavel m. Tal variavel e chamada de para- 
metro do sistema, 

Discutir esse sistema em funęao do parametro m signi- 
fica classifica-lo como SPD, SPI on SI para cada valor 
real assumido por m. 

Por urna questao puramente didatica, vamos separar o 
estudo das discussóes de sistemas lineares em dois casos. 


Primeiro caso: sistemas lineares 
cujo numero de equaędes e igual 
ao numero de incógnitas 

A discussao de um sistema linear cujo numero de 
equaęóes e igual ao numero de incógnitas pode ser feita 
atraves do determinantę dos coeficientes auxiliado pelo 
metodo do escalonamento. 

Como exempio, vamos discutir o seguinte sistema: 


A 


%M A 2y = 2 
mx + 4y = 1 


segundo os valores do parametro real m. 

Sendo D o determinantę dos coeficientes do sistema, 
temos que: 


D A 0 <=> A e SPD 


Impomos entao a condięao DA 0, garantindo assim 
que A seja SPD, Isto e: 


3 

m 


A 0 <=> 12 — 2 m A 0 m A 6 


Temos entao que m A 6 => SPD. 

Por outro lado, notę que para m — 6 temos D = 0 e 
nesse caso ficamos entre duas altemativas: ou A e SPI ou 
A e SI. 

Para descobrir qual das duas altemativas ocorre. basta 
substituir m — 6 em A e escalonar o sistema. Ou seja: 


m — 6 

* 


3x + 2y — 2 

6* + 4v = 1 

* 


x 


0 


+ 


3x + 2y — 2 
Ojc + 0_y = - 3 

Observe, pmtanto, que para m = 6 o sistema e impos- 
sivel. Conclufmos entao quę: 

m A 6 => SPD 
m = (6 SI) 




EXERCICIOS RESOLYIDO& 


R.2 Discutir o sistema abaixo nas incógnitas X e y segundo os 
yalores do parametro real m. 

mx + 3y — 1 
3x + my - 1 


Resoluęao 


Seja D - 


m 3 
3 m 

sistema e possfyel e determinado: 


. Impondo D A 0. temos que o 


m 3 
3 m 


A 0 ^ m 2 - 9 A 0 


m A 3 e m A -3 

Logo, m A 3 e m A —3 => SPD. 

Observemos que para m = 3 ou m — —3 temos D — 0, 
o que significa que. o sistema e possiveI e indetermina¬ 
do ou impossivel para cada um desses dois valores de m. 
• Substituindo m = 3 no sistema e escalonando-o. 
obtemos: 


3x + 3y ~ 1 
_3.v+3y = 1^. 


*4-1 



3x + 3y = 1 
0.v + Oy = 0 


- {3x + 3y = 1 (SPI) 

Logo, m = 3 SPI. 

• Substituindo m ~ — 3 no sistema e escalonando-o, 
obtemos: 

—3x + 3y - 1 —- 

3x - 3y - 1 i_ 



— 3jc 4- 3y = 1 
Ojc + Oy — 2 


(SI) 


Logo, m = —3 


SI. 


1 
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Resumindo: 

m #3 em^-3=s SPD 
m = 3 =$■ SPI 
m — - 3 => SI 

R.3 Discutir o sistema abaixo nas variaveis je, y&z em funęao 
do parametro real a. 

x + 2 y-z = i 
2x ~ y + 3z = 2 
ax — 3 y + Az = 0 




Seja Z) = 


1 2 -1 

2 — 1 3 

a - 3 4 


Impondo D =£ 0, temos que o sistema e possfvel e 
determinado: 


\ 



* 0 o 


<=> —4 + 6o + 6 — a 4- 9 — 16 ¥= 0 a ^ 1 
Logo. a ^ 1 => SPD. 

Para descobrir a classificaęao do sistema para a 
basta subsiituir a — 1 no sistema, escalonando-o: 


= 1 , 



x + 2y~z = 1 
< Oj - 5y + 5z = 0 (SI) 
Ojc + Oy + Oz — — I 


Logo, a — 1 
Resumindo: 


SI. 


a* 1 => SPD 
4 -=■■ 1 =>■ SI 

R.4 Discutir o sistema abaixo nas incógnitas x e y em funęao 

dos parametros reais a e b. 

J x + 2y ~ 3 
I a x + 43 ' = b 


Resoluęao 

Seja D = 


Impondo D 0, teremos um siste- 


* 0 «■ 4-2a*0 .\a Ź2 


Logo, a 2 SPD. 

Para obter a classificaęao do sistema para a = 2, substi 
tuimos a = 2 no sistema, escalonando-o: 


a — 2 => 



X + 2 y — 3 
2xr + 4 y = b -^L 
jf + 2y — 3 
O.y + Oy = i? - 6 

Observe que: 

• se — 6 =£ 0, entao o sistema e imposs!veI; 

• se b — 6 = 0, entao o sistema e possfveI e indetermi- 
nado. 

Logo, temos a = 2e&^6=>SI, a = 2&b = 6=$ SPI. 

Resumindo: 

a * 2 =* SPD 
fl = 2eZ>^6=>SI 
a = 2 e & = 6 => SPI 

Segundo caso: sistemas fineares cujo 
numero de eguaęoes e diferenłe do 
numero de incógnitas 

Varaos discutir sistemas lineares com numero de 
equaęóes diferente do numero de incógnitas atraves do 
escalonamento. Nao poderemos usar, nesse caso, o deter¬ 
minantę dos coeficientes do sistema, pois a matriz dos co- 
eficientes nao sera quadrada e, poitanto, nao existira o de¬ 
terminantę. 

Como exemplo, vamos discutir o seguinte sistema em 
funęao do parametro real m: 

r jc + 2 y — z — 1 

i 

2x -i- 4y + mz = 1 

Escalonando o sistema, temos: 

x 



-2 


ma possi've] e determinado: 


x + 2y =— z — 1 
2x + 4y 4- m,z = I — 

'x -h2y — z = 1 

.0* + 0_y + (m + 2)z — — 1 

Notę que: 

* se m + 2 = 0, entao o sistema e impossivel; 

• se m + 2^0, entao o sistema e possfvel e indetermi- 
nado, pois e um sistema escalonado do segundo tipo (nu¬ 
mero de eąuaęóes menor que o numero de incógnitas). 
Resumindo, temos: 

m — 2 SI 

m> -2 => SPI 
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EXERCICIO RE50LVID0 

R.5 Discutir o sistema abaixo nas incógnitas x e y em funęao 
do parametro real m. 

x + 2y = 5 
3x + 5y - 13 
2x + 3 y - m 

Resoluęao 

Vamos mostrar dois modos diferentes para se discutir 
esse sistema. 

Primeiró modo 

Escalonando o sistema, temos: 




- 3 A- + 5v = 13 
, 2x + 3 y = m 

' x + 2y - 5 
0x — y = -2 — 

0x — v — rn — 10 

x + 2y — 5 
- 0x - y = ~2 
. 0x + Oj; = m - 8 

Notę que: 

• se m — 8 =£ 0, entao o sistema e impossfvel; 

• se m — 8 = 0, entao o sistema e equivalente a 
x + 2y = 5 


y = —2 


Resumindo; 


que e posswel e deter min ado. 


tri* 8 => SI 
m — 8 => SPD 


Segundo modo 

Resolvendo o sistema fonnado pelas duas primeiras 
equaę5es, temos: 

x 

x + 2y = 5 -" 3 


3x + 5y = 13 

x + 2y = 5 
O.V — y = —2 


=?x ~ l e v = 2 


Se a soluęao (1,2) tambem for soluęao da ultima equa- 
ęao, entao o sistema sera possi've! e determinado; caso 
contrario, sera impossfveI, pois nao existirń uma soluęao 
eomum as tres equaęoes. 

Substituindo x= 1 e y = 2 na terceira equaęao, temos: 

2 ■ 1 + 3 • 2 — m => m — 8 


Resumindo: 


m = 8 => SPD 
mi 1 8 => SI 



' EXERCICIOS BASICOS 


B.5 Discuta o sistema abaixo nas incógnitas x e y em funęao 
do parametro real m. 


2x 3- 3>’ - 2 
mx + 6v = 1 


B.6 Discuta, em funęao do parametro real m, o sistema nas 
incógnitas x, y e z: 

mx — y + 2 z — 1 
2x 3- y + z = 2 
5* + 2y + 5z — 1 

B.7 Faęa a discussao, segundo os va!ores reais de nu do sis¬ 
tema nas incógnitas x e y: 

2x — y — 3 
mx + y ~ — 3 

B.8 Classif ique o sistema abaixo nas incógnitas x, v e z como 

SPD, SPI ou SI, para cada valor real do parametro m. 

x -r 3y 4- mz — 1 
3,r + y + 3z = 1 
mx — 2y + z — 1 

B.9 (FVG-SP) Considere o sistema linear nas incógnitas x e y: 

mx - 2y = 3 
4.v + y — n 

a) Para que valores de m e ?! o sistema e detemiinado? 
Indeterminado? Impossfvel? 

b) Resolva o sistema para m — 3 e n = — 2. 

B.10 (UFMG) Determine os valores de a e b para que o sistema: 

x !• y • 2z — 0 
2 x + y + z = b 
x 4- ay 4" z — 0 

a) tenha soluęao unica. 

b) tenha infinilas soluęoes. 

c) nao tenha soluęoes. 

B.ll (U. F. Santa Maria-RS) Considere as afimialivas refe- 
rentes ao sistema 

x y + 2 z — 1 

3x + Qy + 2z = 0 em que x, y, z, k E [R, 

0.r *F y H- (k + 1 )z ~ ~2 
indicando se sao yerdadeiras (V) ou falsas (F). 

• Se k + o sistema e possfvel e determinado. 

• Se k — 4-- o sistema e impossivel. 

• Se k — o sistema e possfyel e indeterminado. 


A sequencia correta e: 

a) V — F — V 

b) F — V — F 

c) V —V — F 


d) V —F —F 

e) F — F — V 


237 


MATRIZES, SISTEMAS LINEARES E DETERMINANTES 
























UNIDADE 7 


B.12 Discuta o sistema abaixo nas incógnitas x e y em funęao 
do parametro real a. 

x + 2y = 5 
2x — y — —5 
3x -f v = a 

B.13 Faęa a discussao do sistema abaixo nas incógnitas x, yc z 
em funęao do parametro real m. 

[ 2x — y + mz — 1 
\sx-4y + 4z - 7 

B.14 No sistema abaixo de incógnitas x e y, o parametro k 
pode assumir qualquer valor real. Discuta o sistema em 
funęao de k. 

x ■ 2y — 5 
3x T y = 1 
x + 5 y = k 

B.15 Discuta, em funęao dos parametros reais a e b , o sistema 
nas incógnitas x, y e z: 

J x + 2y - z = a 
\2x + bv-2z = ó 


Exerctclos compiementares de C.4 a G.6 


3. SISTEMA UNEAR HOMOGENEO 

Sistema łinear homogeneo e todo sistema Hnear 
formado exclusivamente por eąuaędes lineares ho~ 
mogeneas, isto e, eąuaęoes com termo independente 
igual a zero. 


Exemplos 

3x 4- 2y + z 
a) \ x — 3y + 5z 
6x — 2 y + z 

x + 2y = 0 
3* - y = 0 


b) 


c) 


5a + 2b — c + d = 0 
a — 3b + 2c — d = 0 


Soluęao trivial de um sistema linear 
homogeneo 

Observe que, se atribuirmos o valor 0 (zero) a cada va- 
riavel do sistema homogeneo: 

3jt + 2y + z — 0 
< x — 3y 5z — 0 
6x — 2 y + z — 0 

obtemos as sentenęas verdadeiras: 

r 3 • 0 + 2 ■ 0 + 0 = 0 
0 — 3 * 0 + 5 • 0 - 0 
6 * 0 — 2 ■ 0 + 0 - 0 

Concluimos entao que o terno (0, 0, 0) e uma soluęao 
desse sistema. Esse terno e chamado de soluęao trivial 
do sistema homogeneo. 




Propriedade 

Todo sistema linear homogeneo com n incógnitas 
admite como soluęao a enupla (0,0, 0,..., 0), chama- 
da de soluęao trivial do sistema. 


Notas 

1. Pela propriedade antenor, temos que um sistema li¬ 
near homogeneo e sempre possfvel. 

2. A soluęao triyial pode ser tambem denominada so¬ 
luęao nula ou soluęao imprópria do sistema linear ho- 
mogeneo. 


Exemplos 

a) A soluęao trivial do sistema: 


' x + 2y = 0 , 

3x-y = 0 C 

b) A soluęao trivial do sistema: 


( 0 , 0 ) 


5a + 2b — c + d = 0 
! a — 3b + 2c — cl — 0 

u. 


e (0, 0, 0, 0) 


Sistema linear homogeneo com 
numero de equaęoes igual 
ao numero de incógnitas 


Observe o seguinte sistema lineaj' homogeneo: 


A 


x + 2 y — z = 0 
2x — y + 4z ~ 0 
3x + y + 3z = 0 


Certamente esse sistema e possfvel, pois admite a soluęao 
trivial (0, 0, 0). Sera que o sistema admite outras solu- 
ęoes, alem da trivial? 

Para responder a tal pergunta, poderiamos escalona-lo; 
mas tambem podemos obter a resposta pelo determinantę 
dos coeficientes. Observe: 

Sendo D o determinantę dos coeficientes do sistema A, 
temos: 


D^O^AeSPD 


Nesse caso havera soniente a soluęao trivial 


ou 


D = 0 <=> i 


A e SPI 
ou 

A e SI 


Nesse caso havera outras soluęoes, 
alem da trivial 

Nunca ocorrera, pois o sistema 
homogeneo e sempre possivel 


Calculando D, temos: 



Como D = 0 e A e um sistema linear homogeneo, conclu- 
imos que A e um sistema possfvel e indeterminado (SPI); 
portanto ha outras soluęoes, alem da trivial. 
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Propriedade 

Sendo A um sistema linear homogeneo, com n 

eąuaęoes e n incógnitas, cujo determinantę dos coe- 
ficientes e D, tem-se que: 

D^0«Ae SPD (A admite apenas a soluęao trivial) 
ou 

D = 0 <=> A e SPI (A admite outras soluęoes, alem da 
trivial) 


Exeniplos 


a) No sistema A 


2x + y — z = 0 
x ~ y — 0 

3x + y + z = 0 


temos: 


D - 




%- 1 

i -i 


>< 


xr 




y 


2 


X; 
y 


-l 




=-2-l-3-l= -7 

Como D A 0, temos que A e SPD. portanto admite apenas 
a soluęao trivial (0, 0, 0), 


b) No sistema B 


2x - y = 0 
4x - 2y = 0 


temos 


£> = 


2 -1 
4 -2 


= 2(—2) — 4( — 1) = 0 


Como D = 0, temos que B e SPI; portanto admite outras 
soluęoes, alem da trmal (0, 0). Algumas dessas outras 
soluęoes sao (1,2), (2, 4), (3, 6), etc. 

Nota 

Em um sistema linear homogeneo, as soluęoes dife- 
rentes da trivial sao chamadas de soluęoes próprias. No 
exemplo (b). as soluęoes próprias sao aquelas diferentes 
da trivial (0, 0), isto e. (1, 2), (2,4), (3, 6), etc. 


EXERCICIO RESOmDO 


R.6 Detenninar m. m G IR, de modo que o sistema nas varia- 
veis A", v e z: 



A 


x + 3_y — z = 0 
mx —■ y + 4% = 0 
5a + v + 7 z — 0 


admita soluęoes diferentes da trivial. 

Resoluęao 

Paraque um sistema homogeneo admita outras soluęoes, 
diferentes da trivial. deve ser um sistema possive] e 
indeterminado (SPI). Para que o sistema homogeneo A 


seja possfveI e indeterminado, basta impomios a condi- 
ęao D — 0, onde D€ o determinantę dos coefieientes de 
A. Isto e: 


D ~ 


1 

m 

5 


3 -1 

-1 4 

1 7 


0 


-7 - m + 60 - 5 - 4 - 21m - 0 
—22 m + 44 = 0 
m — 2 


Logo, m~ 2. 



EXERC1C!0S BASIC05 


a) 


B.16 Classifique os sistemas lineares homogeneos como SPD 
ou SPI. 

5.* — 3y = 0 
x + 2y - Q 
f x — v + 2z = o 
b) J 2x + y + 5z — 0 
[x + 2y + 3z — 0 

B.17 Para que valor de m, m G IR, o sistema abaixo nas varia- 
veis x,ye z admite apenas a soluęao trivial? 

x + 3y -1 = 0 
mx — y + 2z — 0 
5j: + 2y + z — 0 

B.18 Determine a, a G IR, de modo que o sistema abaixo nas 
variaveis x, y e z admira soluęoes diferentes da trivial. 

5x + y — z = 0 * 

3x- y+2z ~ 0 
ax — 3y + 5z — 0 

B.19 Discuta o sistema abaixo nas incógnitas x, y erem fun- 
ęao do parametro real k. 

x 4-2 y - z = 0 
kx + 5 y 4r z = 0 
( - 2x - ky - 2z = 0 

B.20 (Faap-SP) Seja o sistema linear: 


k 3 3 


X 


0 

1 4 3 

* 

y 

— 

0 

! 3 4_ 




0 


A un i ca alternativa correta e: 

a) Se k ~ 1, a unica soluęao €x~y — z — 0. 

b) O sistema e impossfvel. 

c) O sistema tern infmitas soluęoes para qualquer/c, 

d) Somente se k — 0 o sistema e imposswel. 

e) Nao e possfvel investigar o sistema com os dados dis- 
pomveis. 


Exercicios complementares de C.7 a C.10 
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UNIDADE 7 



C.2 


C.3 


C.4 


C.5 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

\ ax + 2y — 7a 

Dado o si stema nas variaveis x e y i 

[2x + y “ 6 + 2a 

a) determine a, a G IR, para que o sistema seja possivel 
e determinado; 

b) se o sistema e posswel e determinado, encontre os 
valores de x e y em funęao de a. 

; \2x + y = 3a 

Considere o sistema nas vanśveis jcey- 

[jc — y = 3 

a) Obtenha a, a £ IR, de modo que o sistema seja possi- 
vel e determinado. 

b) Se o sistema 6 possfvel e determinado, encontre os 
valores de x e y em funęao de a. 

Determine m, m G IR, de modo que o sistema abaixo nas 
variaveis x, y e z seja posswel e determinado. 

> + 2 Z = 1 
< mx + 3y — z = 2 
mx + 2y — 3 z ~ 5 

(Unicamp-SP) Encontre o valor de a para que o sistema: 

' 2x - y + 3z = a 

x + 2y — z = 3 

lx + 4y + 3z = 13 

seja posswel. Para o valor encontrado de a aehe a solu- 
ęao geral do si stema. i sto e, ache expressdes que repre- 
sentem todas as soiuęoes do sistema. Explicite duas 
dessas soiuęoes. 

fPUC SP) Considere o seguinte sistema de equaęóes de 
incóenitas x e v: 

6x + 2 y = 4 
3x + 5y = 6 
kx + 2y — 5 

Esse sistema tern uma liniea soluęao para certo numero 
real k, que e um: 

a) quadrado perfeito, d) numero negativo. 

b) numero primo. e) multiplo de 5. 

c) numero racional nao inteiro. 


C.6 (U. Taubate-SP) Para que vaiores de k o sistema a seguir 

e possfvel e detenninado? 


2x — y — 3z = —5 
x + 2y — 3z ~ k 
2x + y + z — 7 
x + y - z — 0 


C.7 Resolva o sistema finear homogeneo: 

x+2y-z =0 
x + 3y + 2z = 0 
3x + 8y + 3z = 0 

Sugestao. O determinantę Z), dos coeficientes, e igaal a 
zero; portanto o sistema e possfvel e indeterminado. Para 
resolve-lo, escalone-o. 

C.8 Encontre o valor de k, k G IR. de modo que o sistema 
abaixo nas variaveis x ey admita soiuęoes diferentes da 
trivial. 

x + 2y = kx 
3x + 2y = ky 

C.9 (U. Taubate-SP) Calcule o valor de k para que o sistema 

a seguir tenha soluęao diferente da trivial. 


' 3 x 4- y + z = 0 
2x + (2 - k)y + 2z - 0 
x + y + (L - k)z - 0 


C.10 (Fuvest-SP) Seja o sistema , 


x + 2y — z — 0 
x — my — 3z — 0 
x + 3y + mz = tn 


a) Determine todos os valores de m para os quais o sis¬ 
tema admite soluęao. 

b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 
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Copftulo 41 

DETERMINANTĘ E MATRIZESINYERSAS 


1. DETERMINANTĘ 

No capitulo anterior, vimos que, ao resolver um siste- 
ma linear com duas equaęóes e duas incógnitas, ou com 
tres equaęoes e tres incógnitas, constata-se um calculo 
padrao, cujo resultado chamamos de determinantę. Re- 
cordando: 


£xemplos 

a) O cofator do eiemento a u da matriz 


A = 


( 

2 

1 

1 


5 

4 

U 

0 

3 


- 


e: 




a 

c 

a 

d 


b 

d 

b 

e 


— ad — cb 


= (-D 


■ 1 

1 + 1 


/ 


5 4 
0 3 


(— 1)“ (5 * 3) = 15 


= aei + bfg + cdh — gec — hfa —idb 


b) O cofator do eiemento a 2[ da matriz 


8 h ' 



2 

1 

1 

Podemos, tambem, conceituar determinantę de ordem 

1, da seguinte maneira: dada a matriz A = (a Ll ) define-se 

A * 

3 

5 

4 


i 6 

0 

3 




det A — a n (o simbolo det A deve ser lido como “deter¬ 
minantę de matriz A”). 

Exempło 

Dada a matriz A — (—3), temos que det A = “3. 

De modo geral, na resoluęao de um sistema linear com 
n equaęoes e n incógnitas, verifica-se um calculo padrao 
que se mantem para qualquer va!or de n. O numero resul- 
tante desse calculo e chamado de determinantę. O obje- 
tivo deste capitulo e conceituar determinantę de ordem 
n, para qualquer valor de n. 

Cofator 

Consideremos a seguinte matriz quadrada: 


A = 


a n a n a i3 

a 2\ &22 &23 

■ ■ * 

« f • 

a l) 
dl j 

*■ 

*** ^ 1 u 

*■* &2n 

■ 

■ 

-i 

a i\ ^13 

a u 

*** dj A 

■ » • 

• 4 • 

a n\ &nl a n3 

m 

■ 

A 

d n j 

* 

* 

* * * Ćlnn 


Chama-se cofator do eiemento a tj o numero que indi- 
caremos por A f/ (le-se “cofator do eiemento a”), def inido 
por: 

A ;j = det B 

P 

eni que Be a matriz que se obtem eliminando-se a linha i 
e a co luna i da matriz A. 


ATi = (-D 


2 + l 


= (-1H1 *3) = -3 


Definięao de determinantę 

Definięao 1 

O determinantę de uma matriz unitaria A = (a n ) e 
igual ao seu próprio eiemento a u . 

Definięao 2 

O determinantę de unia matriz ąuadrada de ordem n, 
n 5* 2, e a soma dos produtos dos elementos da primeira 
linha pelos respectivos cofatores. 

Exemplos 

a) Observe a definięao aplicada ao calculo de um deter¬ 
minantę de ordem 2: 



a n 

d |2 

®2\ 

a n 


— 1 1 A | j + a l 2 A n 


Como A u = (— l) 2 a 22 — e A n — (— 1 ) 3 « 2 i ~ — a 2 ) 

podemos escrever: 


^ 11^22 Gildii 


E claro que o resultado coincide com o desenvolvi- 
mento obtido no capitulo anterior. 



& 12 1 


a 22 
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b) Observe a definięao aplicada ao calculo de um deter¬ 
minantę de ordem 3: 


a b c 


Como 


d e f 
g h i 


~ a • A u + b • A n + c ■ A 


13 


=(-l ) 2 


a I2 = (-i) 3 


« / 

h i 

d f 
g i 


= 1 * (ei — hf) = ei — hf 


= - 1 * (di - gf) = gf - di 


= ("I ) 4 • 


d e 

g h 


I ■ (dh — ge) = dh — ge 


temos que: 


a b c 
d e f 
g h i 


= a*(ei—hf) + b *(g/~ di) + c '(dh—ge) = 


" aei — ahf + bgf — bdi + cdh — cge 

E claro que o resultado coincide com o desenvolvi- 
mento pela regra de Sarrus, vista no capitulo anterior. 

Teorema de Lap!ace 



Pierre Simon, marques de Laplace (1749-1827), matematico frances. 
Dentre outros grandes feitos, demonstrou um dos mais importantes 
teoremas sobre determinantes* 


O matematico frances marąues de Laplace descobriu 
que o deseńvolvimento do determinantę de urna matriz, 
atraves de cofatores, pode ser feito com os elementos de 
qualquer linha ou qualquer coluna, isto e, nao e necessa- 
rio qiie se use a primeira linha conforme a definięao. Ła¬ 
piące provou que: 

“O determinantę de urna matriz ąuadrada de or¬ 
dem n, n ^ 2, e igual a soma dos produtos dos ele¬ 
mentos de uma fila qualquer pelos respectivos cofa¬ 
tores.” 


Nota 

A palavra “fila” e usada para indicar linha ou coluna. 


Jp 1 EXERCICIO RESOU/IDO 

R.l Calcular o determinantę D atraves do teorema de Lapla¬ 
ce. usando a regra de Sarrus para os calculos de co¬ 
fatores: 


D - 


5 L 3 2 

14 0 1 

4 10 3 

2 14 1 


Resoluęao 

Para o deseń volvimento por Laplace. podemos eseolher 
uma fila qualquer. Por comodidade, eseolheremos a fila 
com a maior quantidade de zeros. isto e, a terceira colu¬ 
na. Tal escolha e conveniente porque o produro do ele- 
mento zero pelo seu cofator e igual a zero e, portanto, 
nao e preciso calcular esse cofator. 

Temos eniao: 


5 

1 

3 

2 

1 

4 

0 

1 

4 

1 

0 

3 

2 

1 

4 

J 

1 


= 34,3 + 0 • A w + 0 • A 33 + 4A 43 
Precisamos calcular apenas os cofatores A 13 e A 43 : 


An = (~l r 


1 4 ! 

4 i 3 

2 11 


/// 
yt' i = 


A X 

= 1(1 + 24 + 4 - 2 - 3 - 16 ) = 8 


y 


A, 3 = (-l) 7 


5 1 2 

iy^CX 

4 i 3 




S A 

1 4 = 

4 1 , 

X \\ 


- - 1(60 + 4 + 2 - 32 - 5 - 3 ) = -26 
Logo, 0 = 3*8 + 4 (— 26 ) = - 80 . 































EXERCICIOS BASICOS 

Nos exercicios de B. 1 a B.4 e de C. 1 a C.4. use as regras 
praticas estudadas no capfiulo anterior. 


P.l Matriz triangular 

Uma matriz ąuadrada e triangular ąuando os elemen- 
tos situados abaixo ou acima da diagonal principal sao 


B.l Calcule os determinantes: 
a) 


5 8 
4 9 


b) 


c) 


2 -1 

4 3 


sen x — cos x 
cos x sen x 


d) 


sen 


sen 


71 


12 

71 


COS 


cos 


71 

12 

TC 


B.2 


12 ” 12 
(Lembre-se de que sen 2x- 2 sen x cos x.) 

Calcnle os determinantes: 



4 

i 

2 


3 

4 

i 

a) 

3 

-1 

5 

c) 

0 

2 

4 


1 

1 

2 


0 

0 

5 


-2 

1 

1 


b 

b 

b 

b) 

4 

3 

1 

d) 

b 

a 

a 


0 

2 

5 


b 

a 

€ 


B.3 Resolva em IR a equaęao 


2 x 

x 1 

1 -2 


= 0. 


B.4 (FGV-SP) Para que valores de a a equaęao: 


x 0 
0 a 
0 1 


= 0 


tera duas raizes reais e iguais? 

a) a 5* 1 

b) a < 0 

c) 0 ss c 55 1 


d) Só para a = 0. 

e) Só paran = 1. 


iguais a zero. 


Exemplos 

Sao triangulares as matrizes: 


f 



( A 



i 

0 

0 

B = 

4 

0 

c = 

3 

5 

0 


s 6 

9 ; 


1 

4 

3 , 


B.5 Calcule os determinantes atraves do teorema de Laplace, 
usando a regra de Sarrus para os calculos de cofatores. 


a) 


2 

1 

0 

1 


3 

1 

0 

1 

3 

2 

3 

0 

b) 

0 

3 

i 

2 

1 

1 

1 

2 

0 

4 

2 

3 

0 

0 

4 

i 


0 

i 

1 

2 


Exercfcios comptementares de C.l a C.5 


5 : 


Propriedodes dos determinantes 

Com a finalidade de simplificar os calculos de deter¬ 
minantes, apresentaremos ąuatro propriedades validas 
para determinantes de qualquer ordem. Faremos as justi- 
ficativas apenas para determinantes de ordem 2 ou de or¬ 
dem 3. 


D = 


\ 


Propriedade 


O determinantę de uma matriz triangular e igual 
ao produto dos elementos da diagonal principal. 

Justificativa para o caso de matrizes de ordem 3. 
Aplicando o teorema de Laplace na primeira coluna da 


\ 

a b c 


matriz triangular A 




0 de 
0 0 / 


J 


, temos: 


det A — a • A n = a • (~1) 2 


Nos exemplos anteriores, temos: 


d e 
0 / 


= adf 


det B = 4 * 9 = 36, det C = 1 ■ 5 ■ 3 = 15 e 
det £> = 2 - 0 , 6 , 7 = 0 

P.2 Produto de um numero por determinantę 

Multiplicando uma fila de uma matriz ąuadrada A 
por um numero real k, obtem-se uma nova matriz B 
tal que det B — k det A. 

Vamos justificar essa propriedade para o caso particu- 
lar de uma matriz de ordem 3 cuja primeira linha foi mul- 
tiplicada por k. Isto e, vamos provar que: 


ka kb kc 


a b c 

d e f 

= k 

d e f 

g h i 


8 h i 


D , 


Dy 


Desenvolvendo D x pelo teorema de Laplace atraves da 
fila do fator comum (primeira linha), temos: 

D { — kaA n + kbA l2 + kcA n = k(aA u + bA n + cA t3 ) 
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UNIDADE 7 


Notę que a expressao aA u 4- bA n 4- cA 13 e o desenvolvi- 
mento de Z> 2 pelo teorema de Laplace atraves da primeira 
linha. Logo. D ] = k.D 2 . 

Exemplos 


a) 


15 

20 

25 


3 4 5 

1 

1 

3 

= 5 

1 l 3 

2 

5 

1 

/ 

2 5 1 


Fator comum a 
primeira linha 
em evidencia 



4 

12 

8 



1 

3 2 

b) 

2 

5 

1 

— 4 * 

5 

2 

5 1 


10 

5 

15 

/ 

ł 

2 

1 3 


Fator comum a 
primeira linha 
em evidencia 


Cuidado! Obserye que: 


Fator comum a 
terceira linha 
em evidencia 



( 




( 


>1 



a 

b 

c 


ka 

kb 

kc 


k 

d 

e 

f 

= 

kd 

ke 

kf 

, k 


l « 

h 

1 J 


y k s 

kh 

u) 




a 

b 

c 


ka 

kb 

kc 

eque k 

d 

e 

/ 


d 

€ 

f 



8 

h 

i 


8 

h 



IR. 


, k E IR 


Isto e: 

• para multiplicar um nuitiero k por uma matriz, multipli- 
camos todos os elementos da matriz por k\ 

• para multiplicar um numero k pelo determinantę de 
uma matriz, devemos multiplicar por k apenas uma 
fila. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 




a 

b 

c 





Sendo 

d 

e 

f 

= 3. calcular: 






S 

h 

i 






la 

Ib 

2 c 


2 a 

b 

Sc 

a) 

d 


e 

f 

b) 

2 d 

e 

5/ 


8 


h 

i 



h 

5? 


Resoluęao 



2 a 2 b 2 c 


a b c 

a) 

d e f 

= 2 

d e f 


S h i 


g h i 


= 2*3 = 6 


Fator comum a 
primeira linha 


b) 


2 a 

b 

5c 


a 

b 

c 

2 d 

e 

m 

= 2*5 

4 A 

d 

e 

f 

2 g 

h 

5 i 

ł 

g 

h 

i 


= 2 • 5 • 3 = 30 


Fator comum a / ■> 

primeira colona F ' torcomllm j 

terceira coinna 

R.3 Sendo A uma matriz ąuadrada de ordem dois com 
det A — 4, calcular det (3A). 

Resoluęao 


Seja A =» 

Assim: 
det (3A) 


, 

a b 


K c d 


. Temos que 3A = 


( 

3 a 

\ 

3 b 

K 3 c 

3 d j 


3 £7 

3 b 

P.2 

= 3*3 

a b 

3c 

3 d 

/ J 

c d 

-v-' 


= 3 * 3 • 4 = 36 


Fator comum a 
primeira linha 

P.3 Teorema de Blnet 


Fator comum a 
segunda linh a 


Se A e B sao matrizes quadradas de mesma or¬ 
dem, entao: 

det AB = det A det B 


Justif icaremos esse teorema apenas para matrizes qua- 
dradas de ordem 2. 


Sendo A = 




d) 


qB = 


« / 


■ 


8 h J 


, temos que: 


AB = 


f \ 

ae + bg af + bh 




ce + dg cf + dh 


i 


Notę que: 

det AB — [ae 4 bg)[cf + dh) — [ce 4 dg)[af 4 bh) = 

= .aecf + aedh + bgcf +.bgd1i — c-eaf — cebh — dgaf —ji-głfK = 

*- t L _J 

= aedh + bgcf — cebh - dgaf = ad[eh — gf) — cb[eh — gf ) = 

= [ad — cb)[eh — gf) = det A det B 


det A det B 

Logo, det AB = det A det B. 


Exemplo 

Sendo A = 

( 


( 2 4 X 




1 


e B = 




J 


, temos 


que Af> — 




20 10 
13 7 




Notę que det A = 2, det B = 5 e det AB — 10. 
Logo, det AB = det A det B. 
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EXERCICIOS KES0LVIP06 

R-4 Sabendo que A e B sao matrizes quadradas de mesma or- 
dem e que det A = 5 e det AB = 60, caJcular det B. 
Resoluęao 

Pelo teorema de Bi net. temos que det AB = det A det B. 
Logo. 60 = 5 det B => det B — 12. 

R.5 Sendo A uma matriz quadrada tal que det A = 5, calcular 
det A 2 . 


Resoluęao 


P.3 


det A 2 = det (A * A) — det A det A = 5 • 5 = 25. 

P.4 Teorema de Jacobi 

A propriedade que vamos estudar agora permite que 
sejam introduzidos zeros em uma fila qualquer de um de¬ 
terminantę, faciiitando significativamente a aplicaęao do 
teorema de Laplace. Para entender o enunciado dessa 
propriedade, considere que ao multiplicar os elementos 
de uma fila de uma matriz por um nu mero qualquer, ob- 
tem-se uma multipla dessa fila. 

Em uma matriz quadrada A, adicionando-se a uma 
fila qualquer uma multipla de uma fila paralela, ob- 
tem-se uma matriz B tal que det A = det B. 


Faremos a justificativa dessa propriedade para matriz 
de ordem 2. 


r a b ' 


c cl 


, vamos adicio- 


J 


Considerando a matriz A = 
nar k segunda coluna a primeira muitiplicada por uma 
constante real k, obtendo a matriz B 
Calculando os determinantes, temos: 


^ a b + ka'' 




c d + kc 


J 


det A = ad — cb 

det B — a{d + kc) — c(b 4- kd) — 

= ad + -&kć ~ cb — ek5 = ad — cb 


Logo, det A = det B. 



EXERCIQ0 RB501V\D0 


* adicionamos a4- linha a I - muitiplicada por -1, isto e: 



3 
8 

15 

4 


4 
8 

20 

5 


Notę que apenas um elemento da 1 3 coluna e diferente de 
zero. Assim, ao aplicai* o teorema de Laplace nessa colu¬ 
na, deveremos calcular apenas um cofator. Observe: 


D = \ • A 


n 



B.6 


= X * 1 * (2 + 8 - 6) = 4 

EXERC(CI0S BASICOS 

Calcule o determinantę de cada uma das matrizes: 

f ~ \ 


a) 


2 0 

J5 3 
6 9 

4 3 


0 

0 
0 

2 ; 


b) / 4 (identidade de ordem 4) 

c) 7 s 

4)4 

B.7 (U. F. Vięosa-MG) A soma das raizes da equaęao 

5 


x 

0 * 2 - 1 
0 0 

o o 


9 

a) ~f 


4 

3 

3x + 2 
0 


= 0 e: 


»>ł 


“>f 

d )-| 


e) 0 


B.8 


B.9 


B.10 


(Faap-SP) Dado que A e uma matriz quadrada de ordem 
3 tal que det A = 5, conciui-se que det (2A) e igual a: 

a) 10 c) 40 e) 30 

b) 80 d) 20 

A e uma matriz quadrada de ordem 3 tal que det A =£ 0 e 
A 2 — 2A = 0, em que 0 e a matriz nula de ordem 3. Cal¬ 
cule det A. 

A e B sao matrizes quadradas de ordem n tais que 
det A = 5 e AB — ] n . Obtenha det B. 



1 

3 

2 

4 


1 

1 

1 

1 

R.6 Calcular o determinantę D = 

2 

8 

6 

8 

B.ll (Fuvest-$P) O valor de 

1 

2 

2 

2 


4 

15 

9 

20 


1 

2 

3 

3 


1 

4 

2 

5 


1 

2 

3 

4 


Resoluęao 

Aplicando o teorema de Jacobi: 

• adicionamos i 2- linh a a l a muitiplicada por —2: 

• adicionamos a 3 a linha a l a muitiplicada por —4; 


a) 2 

b) l 


c) 0 

d) -l 


e: 


e) -2 


Sugestao. Aplicando o teorema de Jacobi, introduza ze 
ros na primeira coluna ou em qualquer outra fila. 
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UNIDADE 7 


Teorema 


B.12 Calcule o determinantę 


1 

3 

5 

1 


3 2 

10 8 
16 11 
3 5 


-1 

1 

1 

2 


Uma matriz quadrada A de ordem n e inversfvel 
se, e somente se, det A A 0. 


B.13 Qual e o valor do determinantę de uma matriz ąuadrada 
que possui uma fila formada apenas por zeros? Stiges- 
tao. Aplique o teorema de Laplace na fila nula. 

B.14 Qual e o valor do determinantę de uma matriz quadrada 
que possui duas filas paralelas iguais? Sugestao. Apli- 
que o teorema de Jacobi. 


B.15 Permu tando-se as duas linhas da matriz A - 


c d 


obtem-se a matriz B — 


'c d X 




a b 


. Que relaęao existe 


entre os determinantes dessas matrizes? 

Nota 

A conclusao desse exercfcio vale para determinantę de 
matriz quadrada de qualquer ordem. 


B.16 Transpondo-se a matriz A — 


'a 




c cl 


obtem-se 


A' = 


Nota 


% 
b d 


Que relaęao existe entre det A e det A'? 


A conclusao desse exercfcio vale para determinantę de 
matriz quadrada de qualquer ordem. 

Exercfcios complementares de C.6 a C.11 

2. MATRIZES INVERSAS 

Definięao 

Uma matriz ąuadrada A de ordem n e inversfvel se, e 
somente se, existir uma matriz B tal que: 

AB = BA = /,. 


em qite /„ e a matriz identidade de ordem n. 

As matrizes A e B sao chamadas de inversas entre si, 
e tai fato e indicado por B = A -1 (le-se “5 e igual a inver- 
sa de A”) ou A = 5 -1 (le-se “A e igual a inversa de B ”). 


Exemplo 

As matrizes A = 


^3 5 ^ 


| 1 2 
sao inversas entre si, pois: 




e B = 


2 

-1 


*\ 

-5 

3; 


A3 = 


BA = 


' 3 5 
v 1 2 

f 


\ 

f 


\ 



2 

-5 

J 

\ 

-1 

3 , 




2 -5 
1 3 


— U e 



f 

3 

5 1 


( 

1 

0 ^ 



1 

2y 


, o 

1 j 


= h 


Logo, B ~ A" 1 ou, ainda, A = B 1 


Demonstraęao 

Prirneira parte : se A e inversfvel, entao det A A 0. 

SeudoA invers(vel, entao existe a matriz ąuadrada A -1 
tal que A ■ A -1 = A -1 ■ A = 

Logo, temos det (A ■ A" 1 ) = det (A" 1 ■ A) = det /„. 
Pelo teorema de Binet e pelo fato de det I n — 1, temos 
que det A det A -1 = det A -1 det A = L 

Conclufmos entao que det A A 0 (pois, caso contrario, 
isto e, se det A = 0, terfamos det A det A _i =0). 

Segunda parte: se det A A 0 entao A e inversfvel. 

Consideremos a eąuaęao matricial AX — I„, isto e: 



( x 

X n 

x l2 ... 



i 

0 

... 0 > 

A ■ 

i X 2l 

m 

X 2 2 

m 

*2n 

m 

= 

0 

• 

1 

* 

... 0 

m 


x«\ 

X n2 ■** 

X nn J 


s 0 

0 

i j 


Como cada um dos sistemas lineares obtidos de: 



f \ 
x n 


n 


*12 


f o ^ 


*21 


0 


X 22 


i 

A • 1 

* 

* 

— 

■- 

* 

; A ■ 

m 

w 

— 

*• 

* 


✓- 

£ . 

_ 


# 

ę 0 y 


w 

k x * 2 ) 


* 

l o J 


( \ 


0 ^ 

*2n 

A 

• 

— 

0 

m 

# 

* 

^ X ntt j 


• 

V 1 V 


e possivel e determinado, pois det A^0, temos que existe 
uma unica matriz X satisfazendo a eąuaęao matricial 
AX = I n . 

Temos, tambem, que a eąuaęao XA = J n e equivalente 
a A f * X' = /„ (ver exerclcio B.16 do capitulo 38). 

Como det A 1 = det A (ver exercicio B.16 deste capf- 
tulo) e det AA 0, temos que det A' A 0. Assim, de modo 
analogo ao anterior, a eąuaęao matricial A r • X' = I„ gera 
sistemas lineares possiveis e determinados, portanto, 
existe uma unica matriz X satisfazendo a eąuaęao XA — /„. 

Como AZ s= XA — /,„ concluimos que X = A~\ 

(c.q.d.) 


246 












































Nota 

Da primeira parte dessa demonstraęao temos que 
det A * det Ar 1 = 1, o que nos permite concłuir a importan- 
te propriedade dos determinantes: 


det A' 1 ~ 


1 


det A 

ou seja: 

Matrizes inversas tem determinantes inversos. 
Exemplo 

Se uma matriz quadrada A tem determinantę igual a 3, 
a inversa de A tem determinantę igual a 



Demonstraęao 

Devemos demonstrar que: 

• primeira parte: det A A 0 e det fi A 0; 

• segunda parte: B — A~ \ ou, ainda, A = fi -1 . 

Primeira parte : AB = ł n => det (AB) = det I„. 

Pelo teorema de Binet e pelo fato de det /„ = 1, temos 
det A det B — 1. 

Logo, det A ^ Oe det fi A 0. Portanto A efi sao inver- 
siveis. 

Segunda parte: temos por hipótese que AB — I n . 

Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por 
A -1 (a esquerda de cada inembro), temos que: 

A" 1 (AB) = A" 1 ■ I„ «■ (A- 1 • A)B = A~' ■ /„ 

.*. I„ m B = * I n B = A- 1 

Concluimos entao que A e B sao matrizes inversas 
entre si. 


EXERCICIOS RES0LV1D0S 


R.7 Yerificar se a matriz A = 


2 5 ^ 


3 9 


e inversfvel. 







Resoluęao 

A matriz A e inyersivel se, e somente se, del AA 0. Cal 
culando det A, temos: 


EXERCICIO RESOLVIDO 

R.9 Determinar, caso exista. a inversa da matriz 


2 5 

3 9 


2 • 9 - 3 • 5 - 3 


A - 

Resoluęao 

Calculando det A, temos: 


r \ 

1 0 


3 2 


J 


Como det A A 0, temos que A e inversivel. 


1 0 


= 1 *2-3•0 = 2 


Obter 

x, x £ IR, de modo que a matriz 

3 2 


A - 

( 

1 2 

X 1 

\ 

-1 

3 

seja inversfvel. 

Como det A A 0, temos que exi ste A ~ 

l . Amatri 

( „ . \ 


l 4 5 



a mesma ordem de A, i sto e. A -1 — 

a o 

K c d j 


Resoluęao 

A matriz A e inversfvel se, e somente se, det A A 0, 
Logo, temos: 


Assim, devemos ter: 


1 2-, Ad 


if 2 


f 

a 

h ) 

f 

1 

> 

0 


1 

^- 

O 

K C 

d, 

V 

3 

2 J 


, o 

i J 


t>o< 

>< 1 ±6** 

■ 

• 

a + 3 b 

S 

2 b 


r \ 

1 0 

4 5 1 

4 5 

i * 

. 

K c + 3d 

2 d , 


, o 1 j 


o I + 24 - 5* + 4 - 15 - 2x A 0 
— 7jc + 14 A G a A 2 

Logo, A e inversfvel para todo x real, x A 2. 

Cólculo da matriz irwersa 

O teorema seguinte facilita o calculo da inversa de 
uma matriz, conforme veremos no exercfcio resolvido. 

Teorema 


+ = 1 (D 

2 b = 0=>fc = 0 (II) 

c + - o (m> 

2d = l=*d = (IV) 


Substituindo (II) em (I), temos a + 3*0= I 
Substituindo (IV) em (DI), temos: 


a ~ L 


C+ 3 • y =0 


c = - 


Se A e fi sao matrizes ąuadradas de mesma ordem n 
e AB — entaoA e fi sao inversiveis e fi = A _I ou, 
ainda, A — 



r 1 

0 ^ 

Logo, A -1 — 

3 

X 


v, 2 

2 J 
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UNIDADE 7 


Nota 


Nao e necessario resolver, tambem, a eąuaęao 

, pois, pelo teorema 


r i o v 






a b 
c d 


1 0 N 




0 1 


J 


anterior, fica garantido que a matriz 


inversa de A 


B.22 (PUC-RS) Considere-se a matriz A = 
A inversa de A e a matriz: 


-1 

-3 


a) 


— 2 
-5 


0 1 


d) 


-3 

-1 


r 1 

0 ^ 


b) 

" 3 -1 


1 

1 

1 

1 

e a 

. 5 “2 

V 

e) 

2 

2 

3 

2 J 





1 

1 



1 0 



5 

3 



EXERCICIOS BASIC05 


B.17 Quais dos itens seguintes apresentam matrizes inversas 
entre si? 

. _ > 


a) A - 


^2 5 ^ 


U 4 


eB = 


b) A — 




V 


efi = 


1 2 ^ 
1 1 



3 

0 

'S 

2 


f 

1 

0 

\ 

-2 

c) A = 

9 

1 

7 

tB = 


—2 

1 

-3 


l 1 

0 




-1 

0 

3 J 


B.18 Quais dos itens seguintes apresentam matriz inversfvel? 


a) A = 


f \ 

2 5 


Vs 


4 8 


c) A = 


-1 




2 1 
1 3 1 

L 7 3 


b) A 


1 2 1 
0-14 

2 1 1 


B.19 Obtenha x, x £ IR, de modo que a matriz A = 
seja inversivel. 


( 2 1 

y x 3 


B.23 (UFPE) Seja M u ma matriz inversfvel tal que 

det M — -y —. em que M ~ 1 e a inversa de M. Determine 
96 

o valor de det M~ 

Exercicios complementares de C.12 a C.15 



’ EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.1 (U. Taubate-SP) Sendo B — (t f> ) 2 x 2 , em que 

1, se i = j 

— 2ij. se i < j calcule o det B: 

3j, se / > j 

a) 13 c) 25 e) -10 

b) -25 d) 20 




C.2 (PUC-MG) Em IR, a soluęao da equaęao 

= 5 - log 3 9 e: 


3 xx 

4 -1 1 

-1 2 I 


a) 4 


b) 5 


c) 6 


d)7 


C.3 Qual e o conjunto dos valores reais de a\ 0 
tal que 


e) 8 

x < 2 k. 


4 2 3 

1 2 sen x 1 

5 3 4 


= 0? 



1 

2 

l 



2 

3 

0 

5 

B.20 (UFAĆ) A matriz A = 

jt 

3 

0 

adniite inversa se. 

C.4 (UFCE) O determinantę 

1 

2 

3 

0 

e somente se: 

4 

0 

2 



1 

0 

4 

1 

a) x =£ 0 



_ 



4 

0 

2 

1 


e igual a: 


b) * A 1 

c) x # - 1 

a)x *~T 


a) 21 

b) -45 


c) 0 

d) -165 


e) 23 


e) x 


1 


C.5 Calcule o determinantę 


B.21 Determine, se existir, a inversa da matriz A = 


2 0 
1 5 
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C.6 (Mackenzie-SP) Considerando a matriz A = (a#), x 8 tal c. 12 (FEI-SP) Considere as matrizes AtB, a seguir: 



2 se i 3= j 







que iijj = ■ 

, tem-se que: 

L 0 se / < j 


A = 

a 2 a 

B ~ 

2 h 

-2 b 

a) det A - 

0 c) det A = 16 

e) det A = 256 


0 2 a 


G 

b 


b) det A = 2 


d) de t A = 64 


C.7 (UPCE) Se ja M urna matriz ąuadrada. Multiplicando-se 
por a uma Hnha de M, obtem-se uma matriz A. Dividin- 
do-se por 0. 3 A 0, uma coluna de A, obtem-se uma ma¬ 
triz B. Desse modo tem-se que: 

a) det B = op det M 

b) del B = ~ det M 

P 

c) detF = detAf 

a 

d) det B = det A 

e) det B — 0 


C.8 SejamA = 


e B matrizes quadradas de 




ordem 3 tais que AB — 


. Encontre det B. 


J 


Sugestao. Teorema de Binet. 

C.9 (UFB A) A sorna das rafzes da eąuaęao 


1 

2 
3 

1 

a) 3 

b) 4 


2 

x + 2 
6 
2 


1 

3 

x + 2 
1 


8 

-1 
-2 
x~ 1 


= 0 e: 


c) 5 

d) -4 


e) 12 


X 

a 

a 

a 

X 

X 

a 

a 

X 

X 

X 

a 

X 

X 

X 

X 


Sugestao. Aplique o teorema de Jacobi. 

C.10 (Fatec-SP) ResoWendo a eguaęao na variavel v. 


= 0, obtem-se: 


a) x = a d) x = 0 ou ,v = a 

b) x — a 3 e) x — 3q 

c) x = 0 ou x — a~ 

Sugestao. Aplique o teorema de Jacobi. 

C.ll (ITA-SP) Seja Q uma matriz 4 X 4 tal que 
det Q # 0 e + 2Q 2 = 0. Entao: 

a) det Q — +2 d) det Q — 16 

b) det Q = —2 e) n.d.a. 

c) det Q = —16 

Sugestao. Escreva Q 3 — -2Q 2 e calcule o determinantę 
de cada urn dos membros. 


Se a inversa da matriz A e a matriz B, entao: 

a) a = 0 ou b = 0 

b) ab ~ 1 

c) ab = -J 

d) a = Oe b — 0 

e) a i-b = y 

C.13 (UFMG) Os valores reais de .r para os quais a matriz 

( \ 


A ~ 


x 2 3 

-1 x 2 

2 1 1 


nao admite inversa sao: 


a) .T = 3 on x = —2 
bj .v = 0 ou x = 4 

c) x — 3 ou x = — l 

d) .v = 2 ou jc = 1 

e) x — 1 ou x = 7 

C.14 (U. F. Santa Maria-RS) Considere a matriz ąuadrada de 

12 

ordem 2, A = (o t> ), em que a i} - , . . Se B e a matnz 

inversa de A, entao B + B l e igual a: 


a) 


b) 


-2 
3 j 
\ 

2 

-3 ; 


c) 


d) 


3 

_4 

J_ 

6 

J_ 

4 


-4 

6 

_L 

4 

1 


J 


e) 


4 

-6 


A 


C.15 (Fuvest-SP) Se as matrizes A = 

a b 

e5 = 

r* 

i 

2 


c d 


o 

1_ 


sao tais que AB — BA, pode-se afirmar que: 

a) A e inversivel d) c = 0 

b) det A = 0 e) a = d — 1 

c) b = 0 
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UNIDADE 8 - ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE 


Capftulo 42 

OS PRINCIPIOS DA ANALISE COMBINATORIA 


1. INTRODUCAO 

10... 9... 8.,. 7... 6... 5... 4... 3... 2... 1... 0... fogo! 

Voce ja percebeu o quanto e necessario contar em nos- 
so dia-a-dia? Contamos os dias que faltam para as feriaś, 
as paginas de lim livro, os habitantes de uma regiao, etc. 

Ha, entretanto, algumas quantidades que gostariamos 
de contar. mas nos deparamos com certas dificuldades. 
Quantas placas de automóvel podem ser confeccionadas 
com as 26 letras e os dez algarismos dispomveis? Quan- 
tos numeros de telefone podem ser foraiados? Quantas 
pessoas assisdram ao show de rock na praęa? 

Esses e muitos outros problemas nós vamos estudar 
agora, na analise combinatória, cuja principal finalidade 
e estabelecer metodos de contagem. 

2. PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE 
CONTAGEM 

Consideremos o seguinte problema: lanęando simulta- 
neamente um dado e uma moeda, quantos sao os possi- 
veis resultados? 

Para efetuar a contagem, vamos apresentar os possi- 
veis resultados no dado. 1, 2. 3,4.5 e 6, e os possiveis re¬ 
sultados na moeda, C (cara) e K (coroa), conforme dispo- 
sięao a seguir: 




Vamos agora construir a matriz formada por todos os 
pares (x, y), onde x e um dos resultados no dado e y e um 
dos resultados na moeda: 



Notę que a tabela asslm construfda apresenta todos os 
possiveis resultados do experimento. Asslm, o nurtiero de 
elementos dessa matriz e igual ao numero de resultados 
possfveis do experimento. Como a matriz possui seis li- 
nhas por duas coiunas, lemos que o numero de elementos 
que a compoem e; 

6 • 2 =12 


Numero de 
resultados 
possrveis no dado 


Numero de 
resultados 
possiveis na moeda 


Consideremos, agora, um outro problema: lanęando- 
se um dado, uma moeda e retirando-se uma etiqueta de 
uma uma que contem quatro etiquetas de cores diferen- 
tes, azul (A), vermelha (V), pręta (P) e branca (B). quan- 
tos sao os posslveis resultados? 

Observe que temos um experimento composto de tres 
experimentos: lanęar o dado, lanęar a moeda e retirar uma 
etiqueta da urna. Sera possfvel construir a matriz das pos- 
sibilidades, isto e, a tabela formada por todos os possi'veis 
resultados? 

-J* 

E perfeitamente possfvel, bastando para isso associar- 
mos os dois primeiros experimentos e apresentarmos os 
resultados conforme disposięao a seguir: 


Etiqueta 

Dado 
e moeda 


1, C 

\,K 

2. C 

2 , K 

3, C 

3, K 

4. C 

4, K 

5, C 

5, K 

6. C 
6. K 


V 


B 


'U>C,A) 
(t, K,A) 
(2, C,A ) 
(2, K, A) 
(3, C.A) 
(3, CA) 
(4, C A) 
(4, CA) 
(5, C, A) 
(5, CA) 
(6, CA) 
(6,C A) 


(CC P) 
(CC V) 
(2, C V) 
(2, C V) 
(3, C, V) 
(3,C V) 
(4, C V) 
(4. K, V) 
(5,C V) 
(5,K, V) 
(6. C. V) 
(6, C V) 


(I. CP) 
(1. CP) 
(2. C. P) 
a, k, p) 
(3, C P) 
(3, C P) 
(4, C P) 
(4, C P) 
(5. C P) 
(5. CP) 
(6. C,P) 
(6. CP) 


(1,C B) 
(CCS) 
(2, C.S) 
(2, C S) 
(3. C. S) 
(3, CS) 
(4, C. S) 
(4, CS) 
(5. C. S) 
(5.C B) 
(6, C. S) 
(6. K. B ) 


Como a matriz formada por todos os resultados possfveis 
(face no dado, face na moeda. cor da etiqueta) apresenta 
dozę linhas por quatro coiunas, temos que o numero possi- 
vel de resultados do experimento e 12 * 4 = 48, ou seja: 

6 • 2 * 4 = 48 


Numero de 
resultados 
possńeis no dado 


Numero de 
resultados possjveis 
na moeda 


Numero de 
resultados 
possfreis na urna 























Tendo como motivaęao os dois exemplos anteriores, 
vamos enunciar o seguinte princfpio, conhecido por prin- 
cjpio fundamenta] de contagem: 

Se um experimento A apresenta n resultados dis- 
tintos e um experimento B apresenta k resultados dis- 
tintos. entao o experimento composto de A e B, nessa 
ordem, apresenta nk resultados distintos. 


Resoluęao 

Devemos preencher. sem repetir algarismos, cada uma 
das casas do diagrama: 


Centenas 


Dezenas 


Unidades 


O numero de possibilidades paj a a primeira casa e cinco: 


Esse princfpio pode ser generalizado para mais de dois 
experimentos, da seguinte maneira: 

Se os experimentos Aj, A 2 , A 3 , A i: apresentam 
como numeros de resultados possfveis n t , 11 2> ;? 3 , n h 
respectivamente, entao o experimento composto de 
Aj, A 2 , A 3s A;., nessa ordem, apresenta 
/i, • * % * ... ■ resultados possfveis. 


O numero de possibilidades para a segunda casa e qua- 
tro. pois um algarismo ja foi usado para preencher a pri- 
meira casa e nao pode ser repetido na segunda casa: 


O numero de possibilidades para a ultima casa e tres, 
pois os dois algarismos que ja foram usados nas casas 
anteriores nao podem ser repetidos: 



' EXERCICIOS RES0LV1P0S 


R.l Uma montadora de automóveis apresenta um carro em 
quatro modelos diferentes e em cinco cores diferentes. 
Um consumidor que quiser adquirir esse vefculo tera 
quantas opęoes de escolha? 

Resoluęao 

Consideremos o seguinte diagrama: 


Modelo 


Cor 


Para a primeira “casa", temos quatio possibilidades de 
escolha e, para a segunda, cinco possibilidades: 


Pelo princfpio fundamenta! de contagem, temos que o 
total de numeros que podem ser formados e; 

5 * 4 • 3 = 60 

R.4 Quantos numeros naturais de tres algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 0, 1, 2, 6 e 8? 

Resoluęao 

Observe qne o algarismo 0 (zero) nao pode ocupar a casa 
das centenas no diagrama abaixo, caso contrario o nume¬ 
ro nao teria tres algarismos: 


Os numeros de 
possibilidades —^ ^ ^ 

Pelo princfpio fundamental de contagem, o consumidor 
tera 4 * 5 = 20 opęoes de escolha. 

R.2 Quantos numeros naturais de tres algarismos podem ser 
formados com os algarismos i, 2,6, 8 e 9? 

Resoluęao 

Devemos preencher com um algarismo cada uma das ca¬ 
sas do diagrama: 



Centenas 

Dezenas 

Unidades 

Modelo 

Cor 


Ł ■ 1 jfi 1 * % ■ T » 1 1 * 


casa e quatro, porąue exchrimos o zero: 


O numero de possibilidades para a segunda casa e qua- 
tro, porąue o algarismo zero pode ocupar essa casa: 


Centenas 


Dezenas 


Unidades 


4 4 

O numero de possibilidades paja a ultima casa e tres: 


O numero de possibilidades para cada casa e cinco: 


Os numeros de 
possibilidades —^ * 5 5 5 

Assim. estamos realizando o seguinte esperimento: pre¬ 
encher a primeira casa, preencher a segunda casa e pre¬ 
encher a terceira casa. Pelo princfpio fundamental de 
contagem, tejnos que o total de numeros que podem ser 
formados e 5 ■ 5 ■ 5 = 125. 

R.3 Quantos numeros naturais de tres algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 1. 2, 6, 8 e 9? 


4 4 3 

Pelo princfpio fundamental de contagem. temos que o 
total de numeros que podem ser formados e: 

4 • 4 - 3 = 48 

R.5 Quantos divisores naturais possui o numero 72? 
Resoluęao 

Tejnos que 72 = 2 3 ■ 3 2 . Os divisores de 72 sao do tipo 
2 X • 3-\ ondex G {0, 1, 2, 3} e v G {0. 1, 2}. Assim, o 
total de divisores de 72 e igual ao numero de pares 
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ordenados (a:, v) que podem ser formados de modo que 
.v6 {0.1,2,3} ev€ {0, 1,2}. Pelo princfpiofundamen- 
Eal de contagem, temos; 

(x, y ) 


Os numerem de 
possibilidades 


U 


4 ■ 3 = 12 


Logo, o numero 72 possui dozę divisores naturais. 

R.6 Quantos subconjuntos possui oconjunto A = {a,b,c,d}7 
Resoluęao 

Vejamos de quantas maneiras diferentes podemos for- 
mar um subconjunto S de A. 

Para cadaelemento de A temos duas possibilidades: ou o 
eiemento pertence a S ou nao pertence a S. Isto e: 

a b ę d 

/°\ /o°\ /® u \ /®“\ 

es <£s es gs es &s es gs 

Assim, o numero de subconjuntos de A pode ser calcu la¬ 
do pelo princfpio fundamenta) de contagem: 

b c d 


a 


Os numeros de 
possibilidades - 


1 I 


I 


-►2 • 2 • 2 * 2 = 2 4 = 16 
Logo, o conjunto A possui dezesseis subconjuntos. 



EXERCICIOS BASICOS 


(Enem) U ma pessoa arrumpu bolinhas de 1 cm de dia- 
metro em camadas superpostas iguais em unia caixa cu- 
bica de 10 era de aresta, tendo assira empregado: 

a) 100 bolinhas. d) 2.000 bolinhas. 

b) 300 bolinhas. e) 10.000 bolinhas. 

c) 1.000 bolinhas. 



B.2 Duas linhas de ónibus vao de urna cidade A para urna ci- 
dade B e tres linhas vao da cidade B para mitra cidade C. 
De quantos modos diferentes um usuario dessas linhas 
pode ir de A para C, passando por BI 


B 


Sugestao. Esse experiraento e composto de dois outros: 
l 2 , de A para B\ 2-. de B para C. Represente por um qua- 
drinho cada um desses dois experimentos: 


l a 

2 S 

experimento 

experimento 


Contagem dos globu los vermelhos 
do sangue 

Um exame muito frequente em faboratórios ctTnt- 
cos e a contagem de glóbulos vermelh05 do sangue. 
Um homem adulto sadło tem de 4.500.000 a 
6.000.000 dessas celulas em cada mm 3 de sangue, 
e uma mulher tem de 4.000.000 a 5.400.000. 



Modemos aparelhos eietrónicos fazem a conta¬ 
gem dos glóbulos uermelhos em uma amostra de 
sangue, Essa contagem tambem pode ser felta atra- 
ves de um mfcroscóplo, confomne o processo des¬ 
er!to a seguir. 

O sangue e diluTdo em uma proporęao conheclda, 
reduzindo muito o numero de celulas por mm 3 , e co- 
locado num pequeno recipiente de vidro sob a forma 
de um paraleiepTpedo com fundo quadriculado. Em 
alguns quadradlnhos desse quadriculado conta-se a 
quantidade de glóbulos uermelhos, calculando-se, a 
seguir, o numero medio de glóbulos por quadradl- 
nho. Atrauós da proporęao de diluięao obtem-se o 
numero de glóbulos yermelhos por mm 3 . 


B.3 (Cesgranrio) Durante um campeonato mundial de fute- 
bol, disputado por 24 pafses. as tampinhas de Coca-Cola 
traziam palpites sobre os pafses que se classificariam nos 
tres primeiros lugares (por exeniplo: l e lugar, Brasil; 
2- lugar, Nigeria; 3 l - lugar, Holanda). Se. em cada tampi- 
nha. os tres pafses sao distintos, quantas tampinhas dife¬ 
rentes poderiam existir? 

a) 69 b) 2.024 c) 9.562 d) 12.144 

B.4 (UFES) Um shop ping center possui 4 portas de entrada 
para o andar terreo, 5 escadas rolantes ligando o terreo ao 
primeiro pavimento e 3 elevadores que conduzem do 
primeiro para o segundo pavimento. De quantas maneiras 
diferentes uma pessoa, partindo de fora do shopping 
center pode atingir o segundo pavimento usando os aees- 
sos mencionados? 

a) 12 b) 17 c) 19 d) 23 e) 60 


252 



























B.5 (Faap-SP) Urna finha ferroviaria tern 16 estaęóes. Quan- 
tos tipos de bilhetes devem ser impressos, se cada bilhete 
deve registrar a estaęao de origem e a de destino? 

a) 240 v 

b) 256 ^ 

c) 64 

d) 272 

e) 128 



B.6 Quantos numeros naturais de quairo algarismos podem 
ser fomiados com os algarismos 3,4, 5, 6, 7, 8 e 9? 

B.7 Quantos numeros naturais de quatro algarismos dislintos 
podem ser fomiados com os algarismos 3,4,5,6,7, 8 e 9? 

B.8 Quantos numeros naturais de cinco algarismos distin- 
tos podem ser formados com os algarismos 0, 3, 4, 5, 6, 
7, 8 e 9? 

B.9 (UFBA) Com os dfgitos 1, 2, 3, 4, 6 e 8, podem-se for- 
mar x numeros impares, eom tres algarismos dislintos 
cada um. Determine x. 

B.10 Qual o numero de divisores naturais de n — 2 4 • 3 3 * 5? 

Exercfcios complementares de C,1 a C.10 

3. PRINCfPIO ADITIVO DE CONTAGEM 

Teorema 

Sendo A e B conjuntos finitos. o numero de ele¬ 
mentos da uniao de A e B e dado por: 

n(A U B) — n(A) + n(f) - n(A Pi B) 

em que o sfnibolo /i( ) representa o numero de ele- 

mentos do eonjunto indicado entre parenteses. 

Vamos interpretar esse teorema atraves do seguinte 

di agrarna: 



Para contar os elementos de A U B, vamos inicialmente 
contar os elementos de A: 



A regiao hachurada representa os elementos que ja foram 
contados. 

Agora, vamos contar os elementos de B : 



Notę que os elementos da intersecęao foram contados 
duas vezes. Para corrigir esse “erro' ? devemos subtrair 
dessa contagem o numero de elementos da intersecęao 
A D B, isto e: 

n(A U B) = n(A) + n{B) ~ n(A H B) 

Nota 

Se os conjuntos A e B forem disjuntos, isto e, 

A n B = 0: 

B 




entao: 


n{A U B) = n(A) + n{B) 


f EXERClCtOS RE50LVID0S 

R.7 O professor de portugues pediu que os alunos de urna 
classe lessem pelo me nos urna das obras. Dom Casmur- 
ro ou O alienista, de Machado de Assis. Após alguru 
tempo o professor constatou que: 

1 Q ) cada aluno havia lido pelo menos urna das obras; 

2 S ) 22 alunos leram Dom Casmurro; 

3 9 ) 18 alunos, O alienista: 

4 9 ) 10 alunos, as duas obras. 

Quantos alunos ha nessa classe? 



Joaquim Maria 
Machado de Assis 
(1839-1908). 

Resoluęao 

Sendo: 

• A o eonjunto dos alunos que leram Dom Casmurro, 
tem-se que n{A) = 22; 

•Bo eonjunto dos alunos que leram O alienista , tem-se 
que n{B) =18; 

• A D B o eonjunto dos alunos que leram Dom Casmur¬ 
ro e O alienista , tem-se que n(A H B) = 10. 

O eonjunto A U Be definido por 

AUfi = {x I x G A ou x €i 5} 

* * 

i « 

O numero de alunos que leram Dom Casmurro ou 
O alienista e dado por: 

»(A U E) — n(A) + n{B) - n(Ą H B ) 
n(A U 5) = 22 + 18 - 10 = 30 

Logo, a classe e formada por 30 alunos. 
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R.8 Durante um exame medico, foram medidas as estaturas 
dos aiunos de uma classe. Observou-se que dezenove 
alunos tern estatura ate 1,70 m e dez aiunos tem estatura 
maior do que 1,70 m. Quantos aiunos havia na classe? 

Resołuęao 

Sejam: 

• A o conjunto dos alunos de ate 1,70 ni de estatura; 

• B o conjunto dos alunos com mais de 1,70 m de estatura, 
Notę que A e B sao disjuntos, isto e, A D B = 0. 

O nu mero de alunos da classe e o mi mero de elementos 
do conjunto A U B. Como A e B sao disjuntos, temos; 

n(A U B) = n(A) + n(B ) n(A U B) = 19 + 10 = 29 

Logo, na classe havia 29 alunos. 

R.9 Quantos numeros naturais de quatro ou cinco algarismos 
distintos podem ser formados com os algarismos i, 2, 3, 
4, 5 e 6? 

Resołuęao 

Seja A o conjunto dos numeros naturais de quatro alga¬ 
rismos distintos formados por 1, 2, 3,4, 5 e 6. Ćalculan- 
do n(A): 


n(A) = 6-5 * 4*3.'. n{A) = 360 

Seja B o conjunto dos numeros naturais de cinco alga¬ 
rismos distintos formados por 1,2, 3, 4, 5 e 6. Calcu- 
lando n(B): 


v —v ' y * v ' 

n(B) = 6 • 5 • 4 • 3 ■ 2 

n(B) = 720 

O problema pede o numero de elementos que pertencem 
a .4 ou a B, isto e, n(A U B). Como A e B sao disjuntos, 
temos: 

n(A U B) = n(A) + n(B) 

n(A U B) = 360 + 720 = 1.080 

Assirn, podem ser formados 1.080 numeros. 


jp' EXERdciOS BASIC06 

B.ll Sendo A = {x £E IN | 200 ^ x 450} e 

B = {>■ G IN | 100 ^ v « 300}, calcule n(A U B). 

B.12 (Mackenzie-SP)Osconjuntos M eN saofinitos. Sabe-se 
que n{M U N) = 38, n(M ON) — 12e n(M) — 35;entao 
n(N) vale: 

a) 23 b) 15 c) 3 d) 26 e) 50 

B.13 A e B sao conjuntos disjuntos tais que n(A U B) — 25 e 
u(A) - 10. Calcule n(B). 

B.14 Quantos numeros naturais de quatro algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 2, 3, 4, 5, 6 e 7 
de modo que o algarismo das unidades seja menor que 4 
ou maior que 5? 

B.15 Com os algarismos 1.2, 3, 4, 5 e 6, quantos numeros na¬ 
turais de tres algarismos podem ser formados de modo 
que o algarismo das centenas seja impar ou seja nitiltiplo 
de 3? Cuidadol Esse enunciado nao exige que o numero 
seja formado por algarismos distintos. 

B.16 (U. Garna Filho-RJ) Com os algarismos 0, 1. 2, 3, 4 e 5. 
quantos multiplos positivos de 5, compostos de tres alga¬ 
rismos distintos, podemos formar? 
a) 32 b) 36 c) 40 d) 60 e) 72 

B.17 Com os algarismos 0,1,2,3,4 e 5, ąuantos multiplos posi- 
tivos de 5, compostos de tres algarismos, podemos formar? 

B.18 Encontre o total de numeros naturais pares, de quatro al¬ 
garismos distintos, que podem ser formados com os al¬ 
garismos 0, 1, 2, 3,4, 5 e 6. 

B.19 Obtenha a quantidade de numeros naturais maiores que 
34.000 e de cinco algarismos distintos que podem ser 
formados com os algarismos 1, 2, 3. 4, 5 e 6. 

Exercicios complementares de C.11 a C.17 


Bilhoes e bilhoes 

Quanto ualem 1 bilhao ou 1 trilhao, em dólares ou quilómetro5? A resposta e mais vaga do que pode pareeer. 
5e os numeros que estao inseridos na experiencla cotidiana mensuram alguns padroes— a duraęao do ano, o preęo 
de um llvro, o custo de um carro —, os grandes numeros sao enganosos. Que extensao sio os 150 milhóes de 
qullómetro5 que separam a Terra do Sol? E os 5 bilhoes ate Plutao, ou os 41 trllhóes para a estrela mais próKlma, 
o sistema triplo da Alfa do Centaura? 5ao respostas bem distantes do senso comum. 

(...) 

Jogar com a sutileza dos numeros e uma provocaęao que o astronomio norte-americano Carl Sagan — morto de 
cancer em dezembro de 1996 — faz em seu ultimo livro B/lhoes e bilhoes — Reflex0.es 5 obre a Wda e a morte na 
wirada do milenlo. A brincadeira e aualiar quanto tempo se let/a para contar, por exemp!o, de O a 1 milhao, a razao 
de um numero por segundo. A resposta: 12 dias ininterruptos, E para se chegar a 1 bilhao? 32 anos. E a 1 trilhao? 
32 mil anos. Quem quiser pode fazer calculos enuoluendo a populaęao brasilelra (160 milhóes no ano de 1998), a 
dk/ida externa braslleira (U5$ 150 bilhoes no ano de 1998) e os gastos mllitares fnternaclonals (U5$ 1 trilhao). 

U) 

Carl Sagan deixa inacabado o seu ultimo trabalbo, O Estado de 5. Paulo, 4 jul. 1998. 

Para ler o texto na Integra consulte o site Esfadao na escola (www.estadao*escola. com.br), 
clicando em "Pesquisa", "Temas transversais" e "Cultura" com as palavras-chaves "Sagan" e "bilhoes". 
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: EXERĆ\C\06 COMPLBMENTARES 


c.i 


(UFCE) Atualmente. 
as placas dos vefcu- 
los sao fonnadas por 
tres letras seguidas 
de quatro aigaris- 
mos. Considerando essas informaęoes, calcule o numero 
de placas distintas que podem ser fabricadas. iniciadas 
pelas letras BNP. nesta ordem. e cujo ultimo aigarismo 
seja fmpar. 



o 

o 


< 

=> 


C.2 (Vunesp) Os jornais noticiaram que, a partir de 1990, o 
código de placas dos automóveis particulares seria consti- 
tuido por tres letras seguidas de quatro algarismos, admi- 
tindo-se repetięóes. Usando-se 26 letras e dez algarismos. 
o maior numero possfvel de placas desse lipo era que figu- 
ram pelo menos unia letra R e pelo menos urna letra C e: 

a) 32 • 35 • 10 4 d) 325 * 24 * 23 * 10 4 

b) 3-2*26* 10 4 e) 41 ■ 6 • 10 4 

c) 3 • 26 • 10 4 


G.3 Quantos subconjuntos tem o conjunto.4 = { a , b. c, d, e)'l 

C.4 Quantos numeros naturais maiores do que 400 e de tres 
algarismos po dem ser fomiados com os algarismos 1.2, 
4, 5 e 6? 

C.5 Q uan cos numeros naturais maiores do que 400 e de tres 
algarismos distintos podein ser fomiados com os algaris¬ 
mos 1,2,4, 5 e 6? 


C.6 (UFRN) Quantos numeros de 7 dfgitos, maiores que 
6.000.000, podem ser fomiados com os algarismos 
0, 1, 3, 4, 6, 7 e 9, sem repeti-los? 

a) 1.800 c) 5.400 e) 2.160 

b) 720 d) 5.040 

C.7 (Fuvest-SP) Quantos sao os numeros ititeiros positivos 
de cineo algarismos que nao tem algarismos iguais em 
posiędes adjacentes? 

a) 5* b) 9 X 8 4 c)8X9 4 d) 8 5 e) 9 5 

C.8 Quatro linhas de onibus unem a cidade A a cidade B e 
tres linhas unem a cidade B a cidade C. Urn u su ario vai 
viajar de A para C passando por B e vai vollar para A, 
passando novamente por B. De quantos modos diferen- 
tes esse usuario podera escolher as linlias, se na volta ele 
nao puder usar a linlia que usou na ida? 


C.13 (FGV-SP) Urna pessoa vai retirar dinheiro nuni caixa 
eietronico de um banco mas, na hora de digitar a senha, 
esquece-se do numero. Ela lembra que o numero tem 5 
algarismos, comeęacom 6. nao tem algarismos repetidos 
e tem o aigarismo 7 em alguma posięao. O numero nia- 
ximo de tentativas para acertar a senha e: 

a) 1.680 c) 720 # 136 

b) 1.344 d) 224 

C.14 (UFCE) A quantidade de numeros inteiros compreendi- 
dos entre 30.000 e 65.000 que podemos fomiar utilizan- 
do somente os algarismos 2, 3,4, 6 e 7, de modo que nao 
figurem algarismos repetidos. e: 
a) 48 b) 66 c) 96 d) 120 

C.15 Escrevendo em ordem erescente todos os numeros nalu- 
rais, de cinco algarismos distintos, fomiados por 1. 2, 3, 4 
e 5, qual a ordem (numero da posięao) do mimero 32.415? 

C.16 (Enem) Imagine uma eleięao envolvendo 3 candidatos 
A. B, C e 33 eleitores (votantes). Cada eleitor vota fazen- 
do uma ordenaęao dos tres candidatos. Os resuliados sao 
os seguintes: 


Ordenaęao 

N fi de votantes 

. _s ! 

ABC 

10 

A CB 

04 

BA C 

02 

BCA 

07 

CAB 

03 

CBA 

07 

Total de yotantes 

33 


A primeira linha do quadro descreve que 10 eleitores es- 
coliieram A em l e lugar, B em 2~ lugar, C em 3° lugar e 
assim por diante. 

Considere o sistema de eleięao no qual cada crmdidato 
gailha 3 pontos quando e escolhido em 1° lugar. 2 pontos 
quando e escolhido em 2 B lugar e I ponto se e escolhido 
em 3 a lugar. O candidato que acumular mais pontos e 
eleito. Nesse caso: 

a) A e eleito com 66 pontos. 

b) A e eleito com 68 pontos. 

c) Be eleito com 68 pontos. 

d) B € eleito com 70 pontos, 

e) Ce eleito com 68 pontos. 


C.9 (UFPE) Unia prova de matematica e constituida de 
16 questoes do tipo niultipla escolha. tendo cada questao 
5 alternativas, das quais deve ser assinalada como res- 
posta apenas uma. Respondendo ao acaso todas as ques- 
toes. o numero de maneiras diferentes que se pode pre- 
encher o cartao de resposta e: 

a) 80 b) 16 5 c) 5 33 d) 16 10 e) 5 16 

C.10 (Fuvest-SP) Sendo A = (2, 3, 5, 6, 9,13} e 

B —{a b \ a 6 A, b (EAea^b}. O numero de eiementos 

de B que sao numeros pares e: 

a) 5 b) 8 c) 10 d) 12 e) 13 

C.ll Qual e o total de numeros pares ou multiplos de 5, com 
tres algarismos distintos, que podem ser fomiados com 
os algarismos 0, 1.2, 3, 4, 5, 6 e 7? 

C. 12 (UFB A) Para abrir um coffe eietronico deve-se digi tar uma 
sequ6ncia formada por quatro algarismos distintos, sendo 
que o primeiro e o triplo do segundo. Uma pessoa que des- 
conhece essa seqiiencia pretende abrir o cofre. O maior nu¬ 
mero possfveI de seqiiencias que eła deve digitar e: 
a) 170 b) 240 c) 180 d) 280 e) 168 


C.17 (Enem) Vinte anos depois da fomiatura, cinco colegas de 
turnia decidem organizm uma confraternizaęao. Para mar- 
car o dia e o locai da confraternizaęao, precisam eomu- 
nicar-se por telefone. Cada um conhece o telefone de al- 
guns colegas e desconhece o de outros. No quadro abaixo, 
o numero 1 indica que o coiega da linha correspondente 
conhece o telefone do coiega da coluna correspondente; 
o numero 0 indica que o coiega da linha nao conhece o te- 
Jefone do coiega da coluna. Exemplo: Beto sabe o telefone 
do Dino que nao conhece o telefone do Al do. 


| Aldo 

Beto 

Carlos 

Dino 

Enio 

Aldo 

1 

1 

0 

1 

0 

Belo 

0 

1 

0 

1 

0 

Carlos | 

1 

0 

1 

1 

0 

Dino | 

0 

0 

0 

1 

1 


1 

1 

1 

1 

1 


O numero niiniino de telefonemas que Aldo deve fazer 

para se comunicar com Carlos e: 

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 
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Copftuło 43 

CLASSIFICAęAO DOS AGRUPAMENTOS E 

METODOS DE CONTAGEM 


1. ARRANJO SIMPLES 

Com os elementos do conjunto I = {«, b, c, d}, formę- 


mos todas as 
distintos: 

seąiiencias 

possiveis 

de tres elementos 

(«, b, c ) 

{a, b, d) 

(a, c, d) 

(b , c, d) 

(a, c, b) 

{a, d, b) 

(a, d , c) 

(b, d , c) 

(b, a, c ) 

( b , a, d) 

(c, a , d) 

(c, b, d) 

(b, c, a) 

(b, d , a) 

(c, d, a) 

(c, d, b) 

(c, a , b) 

(d, a, b ) 

(d, a, c) 

(d, c, b) 

(c, b , a) 

0 d,b,a) 

(d, c, a) 

(d, b, c) 


Tais seąiiencias sao chamadas de “arranjos simples dos 
ąuatro elementos de / tomados tres a tres ,ł . Isto e, om ar- 
ranjo simples de tres elementos de 7e qualquer seąiiencia 
formada por tres elementos distintos de /. Observe que 
dois arranjos simples quaisquer se diferenciam ou pela 
ordem dos elementos ou pela natureza dos elementos 
que os compoem, Por exemplo: 

• (a, b, c ) .# (b, c, a) (diferem pela ordem dos elementos) 

• (fl, b. c) A (ć, b, d) (diferem pela natureza dos elementos) 

O numero de arranjos simples de ąuatro elementos 
distintos tomados tres a tres e indicado pelo sfmbolo A 4 3 
e pode ser calculado pelo principio fundamenta! de con- 
tagem. Devemos distribuir os ąuatro elementos do con¬ 
junto 1 em tres casas, sem repetięao: 


1 9 elemento 


2- elemento 


3 S elemento 


At, = 4-3*2 

• ■ Aj- 3 = 24 


Definięao 


Seja I = {a u a 2 , a 2 , a„} um conjunto formado 
por n elementos e seja p um numero natural nao-nulo 
tal que p =£ //, Chama-se arranjo simples de p ele¬ 
mentos de / toda seąiiencia formada por p elementos 
de I distintos. 


Exemplo 

Os arranjos simples dos elementos do conjunto 
/ = {5, 6, 7, 8} tomados dois a dois sao: 


(5.6) 

(5,8) 

(6, 8) 

(6. 5) 

(8,5) 

(8,6) 

(5, 7) 

(6, 7) 

(7. 8) 

(7, 5) 

(7, 6) 

(8. 7) 


O numero de arranjos simples de ąuatro elementos 
tomados dois a dois e indicado por A a 2 e pode ser calcu¬ 


lado pelo principio fund a men tal de contagem. Devemos 
distribuir os ąuatro elementos de I em duas casas, sem 
repetięao: 


l e elemento 

2- elemento 

"--' 

^ -- 


A.2 ^ 4-3 .\A 42 =12 

Cólculo do numero de arranjos 
simples de n elementos distintos 
tomados pap 

Seja / = (a„ a 2 , « 3 , a n } um conjunto formado por n 
elementos e sejap um numero natural nao-nulo, p ^ n. O 
numero de arranjos simples dos n elementos de / tomados 
pap, isto e, A„ p , pode ser calculado pelo principio 
fundamental de contagem: 


Os mim eros 
de 

pos^ibUidades 

Assim, temos que: 

A n . P = n(n ~ 1 )(n - 2)(« - 3) * ... * [/z - (p - 1)] ou 

A ,. P = «(« ^ 1)(« - 2 )(n - 3) • ... • (n - p + 1 ) 

Daqui por dianie, podemos utilizar essa fóimula para o 
calculo de A tup \ porem, se voce preferir aplicar o principio 
fundamental em vez da formula, achamos ate mellior. 


l fl 

2 e 

3 S 

4 9 


P° 

elemento 

elemento 

elemento 

elemento 

L J 


elemento 


n n — I n — 2 « ^ 3 /i — (p — 1) 

Jr 


EXERC!CIOS RESOLUDOS 

R-l Calcu lar A b 4 . 

Resoluędo 

A M = 6 ■ 5 • 4 • 3 = 360 

R.2 Para que valores naturais de n existe o numero A„ 3 ? 
Resoluędo 

O sfmbolo A„ , indica o numero de seąiiencias de tres 
elementos distintos escolhidos dentre n elementos. 
Logo, o me nor n natural possfvel e 3; se n fosse menor 
que 3, nao podenamos formar uma seąiiencia com tres 
elementos distintos. Logo, n e IN, n 2* 3. 
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JP EXERCICIOS BASICOS 

B.l Descreva todos os arranjos simples dos elementos do 
conjunto / = {a, b. c, d] tomados dois a dois. 

B.2 Apresente todos os arranjos simples dos elementos do 
conjunto I = [2, 4, 6, 8} tomados tres a tres. 

B.3 Dentre os agrupamentos seguintes, quais sao arranjos 
simples? 

a) Com os elementos do conjunto: 

/= 11,2, 3, 4, 5,6, 7,8}, 

formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa¬ 
nien to representa um subconjunto de I com tres ele¬ 
mentos, 

b) Com os elementos do conjunto: 

/= { 1,2, 3,4, 5, 6, 7,8}, 

formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento representa unia seqiiencia formada por tres 
elementos distintos de L 

c) Com os ponlos A, B, C, D e E da figura 



formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento determina um triangulo. 

d) Com as letras da palavra “cademo”, formam-se agru¬ 
pamentos de modo que cada agrupamento e um 
anagram a dessa palavra. 

Nota 

Chama-se anagrama de uma palavra a própria pala- 
vra ou qualquer outra que se obtem trocando-se a 
ordem de suas letras. Alguns anagramas da palavra 
CADERNO sao: CADERNO, DECARNO, NODE- 
CAR, etc. 

i i 

B.4 Calcule: 

a ) Ag 3 b) A 5 4 c) A s 6 

B.5 Determine o valor de: 

a) A 4 2 b)A 53 c) A 4 j 

B.6 Para que vaIores naturais de n eKiste^a expressao A n & ? 

B.7 Obtenha valores naturais de n de modo que exista a 



B.8 Sendo n um mimero natural e n 5* 4, calcule o valor da 

expressao E — — n z + 5n. 

A „,2 

B.9 Num teatro, urna fila possui exatamente vinte cadeiras 
numeradas. O nu mero de ntaneiras distintas de dez pes- 

P 

soas se sentarem nessa fila e: 

3 )^ 20.20 c) Ajg 10 e) A I0 1 

b)A !0 l0 d) A 1(ł jo 


B.10 Dez atletas participam de uma corrida de atletismo. 
Serao premiados apenas os tres primeiros colocados, nao 
podendo haver empate. O numero de maneiras de serem 
distribufdos os premios e: 
a ) ^ 10.3 c ) Aj 3 e) A 3 j 

^ 10.10 d) 10 

B.ll A quantidade de numeros namrais de cinco algarismos 
distintos formados pelos algarismos do conjunto 
/= {1,2,3,4, 5,6, 7, 8, 9} e: 

a ) 9 c) A 3< 3 e) A 9 § 

b) A s | d) A 9 j 

Exercf'cios eomplementares de C.1 a C.5 

Fatorial 

Certos calculos da analise combinatória sao tediosos e 
desanimadores, como, por exemplo: 

A i2_ 12 = 12 * 11 * 10 • 9 ■ 8 * 7 • 6 ■ 5 • 4 • 3 * 2 * 1 

Para facilitar as operaęoes com expressoes desse tipo, 
adotamos o sfnibolo n\ (le-se “fatorial de n”) para indicar 
o produto dos numeros naturais consecutivos ii, (n - 1), 
(n — 2),.... 1, com n & 2. Assim, temos: 

12! — 12 • 11 • 10 ■ 9 ■ 8 • 7 • 6 * 5 • 4 * 3 • 2 • 1 

Essa nova notaęao nos auxilia em problemas que 
envolvem calculos trabalhosos, permitindo-nos apre- 
sentar resoluęoes de maneira abreviada. 

Defmięao 

Seja n um numero natural, n ^ 2, Defme-se o 
fatorial de n, que indicamos por ni, como o produto 
dos numeros naturais consecutivos: 

n , (n — 1), (n — 2),1, isto 6: 

/t! m n(ii — l)(n — 2 ) • • 1 

Exemplos 

a) 2! = 2 * 1 — 2 c) 4! = 4 ■ 3 ■ 2 • 1 - 24 

b) 3! = 3 • 2 ■ 1 = 6 d) 5! = 5 • 4 • 3 • 2 • 1 = 120 

Propriedade fundamenłal dos fałoriais 

Observando a igualdade 7! = 7 , 6 , 5*4-3*2* 1, 
percebemos que 7! = 7 * 6!. 

Podemos generał izar esse resultado atraves da seguinte 
propriedade: 

n\ — n (n — 1)! para n E IN, n ^ 3 

Essa propriedade e conhecida como propriedade funda¬ 
menta) dos fatoriais. 

Exemplos 

a) 9! - 9 * 8! c) 10! = 10 • 9 ■ 8! 

b) 10! = 10 * 9! d) 10! = 10 ■ 9 • 8 * 7! 
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Extensao da definięao de fałorial 

Para que nao tenhamos exceędes nas aplicaęoes de fór- 
mulas que vamos estudar mais adiante, e conveniente de- 
fininrios 1! e 0!. 

Vimos que a propriedade: 

n\ = n(n — 1)! 

e valida para todo n, n £ IN e n > 3. E se fizermos n = 2? 
Vejamos o que acontece: 

2 ! = 2(2 - 1 )! :. 2 \ = 2 - 1 ! 

/. 2 ■ 1 = 2 ■ 1! J =: 1! 

Assim sendo, para que a propriedade fundamental valha 
tambem para n = 2, definimos: 

1 ! = 1 

Vamos ousar urn po u co mais e atribuir o valor 1 para 
a variavel n na igualdade n\ = n{n - 1)!: 

1! = 1(1 - 1)! 1! = 1 * 0! 1! =0! 

Assim sendo, para estendermos a propriedade fundamen- 
tal para n — 1, definimos: 

0! = 1 

Gom essas duas novas definięoes, 1! = 1 e 0! = 1, 
temos que: 

n\ — n(n — 1)! V/?, n £ IN* 




m 

R.3 


EXERCICIOS RES0LVIP06 


, 4! 

c) 0T 


Calcnlar: 

a) 6! b) 3! + 2! 

Resoluęao 

a) 6! = 6 ■ 5 * 4 ■ 3 • 2 * 1 = 720 

b) 3! + 21 = 3 ■ 2 • 1 + 2 • i - 6 + 2 = 8 


d) 1! + 0! 


4! 


4 ■ 3 ■ 2 ■ 1 


C) 0! 1 
d) 1! + 0! = 1 + 1. = 2 

R,4 Simplificar as fraęoes: 


- 24 


a) 


8 ! 


b) 


8 ! 

6 ! 


7! 

Resoluęao 


_8!_ _ 8 V 7! _ 

a) 7T 


c) 


3! 

5! 


d) 


7! * 9! 
8! • 5! 


IV 8! 

b)_ óT 


8*7- M 
6! 

3! 3! 

' 5! 5-4 • 3f 


- 56 


1 


d) 


7! • 9! 
8! • 5! 


20 

7 • 6 • 51- 9 • 8! 
W 1 5! 


= 378 


R.5 


ResoWer a equaęao 


(n + 1)1 


= 20 . 


Resoltięao 


(» + 1)! _ (» 4: 1 )n(n - 1)! _ 

(a — 1)! “ —b)f 

fi 1 + n — 20 = 0 n — 4 on n — —5 


Venficaędo 

Lembramos que só se define fatorial para numero natu- 
ral. Assim sendo. devemos verificar se, para esses vaio- 
res de n. existem os fatoriais apresentados na equaęao. 

Para« = 4, temos j = 20 => -jj- “ 20; logo, 
(4 i i! 

4 e rai z da eąuaęąo. 

Para/i = —5, temos: 


(-5+1)1 
(-5 - 1)1 


= 20 


(-4)! 

(- 6)1 


= 20 (Absurdo!) 


Como nao existem os fatoriais (—4)! e (—6)1. temos que 
—5 nao e raiz da equaęao. 

Logo. 5= (4). 


Calculo do numero de arranjos simples 
atraves de fatoriais 

Vimos que o numero de arranjos simples de n elemen- 
tos tomados p a p e dado por: 


4,1, P “ n(n - 1)(« - 2) • ... * (n - p + 1) 


Com o aimlio dos fatoriais podemos apresentar essa 
formula de urna maneira mais simples. Para entender a 
transformaęao que sera feita. vejamos antes um caso par- 
ticular: 

Na igualdade A 7t3 = 7-6*5, multiplicando e ao mes- 
mo tempo dividindo o segundo membro por 4!, teremos 


A 7i3 =7-6*5- 


4! 

4! 


7 • 6 • 5 * 4! 
4! 


7! 

4! 


Assim sendo, o numero A i: , pode ser expresso atraves de 


fatoriais por -rj-. 

4! 


Generalizaęao 

Consideremos a igualdade: 

K P = ~ 1 )(« * t) 


(« - P + 1) 


Multiplicando e ao mesmo tempo dividindo o segundo 
membro dessa igualdade por (n — p)l, temos; 


K P = n(n - 


A n. p = 


l)(n - 2) - ... * (n - p + 1) - —- 

(« “ P)i 


n(n — 1 )(» — 2) • ... • (n — p + 1 )(rz — />)! 

(n - /?)! 


ni 


~(n — p)\ 


Essa e a formula que calcula A n p atraves de fatoriais. 


w 
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'' EXERCIC10 RESOLWDO 


R.6 Calcular, usando a formula A n 


»! 


a) ^6.4 
Resoluęao 

a)A 6 4 M 

= 360 

k) ^7.3 = 
c)^;.5 = 


- p (n - p)\ 
b) A? 3 c) Aj 5 


6 ! 


6 * 5 • 4 ■ 3 • 2! 


(6-4)! 2! ,2f 

7! 7! 7*6*5 * 41 


(7 - 3)! 4! 

5! _ 5! 

(5 - 5)! “ "ÓT 


,4! 

5 • 4 * 3 * 2 * 1 
1 


210 


- 120 

Nota 

Estende-se a formula A 
P = 0- 

Esemplos 

a) A 4 0 = 


h! 


n. p 


(« - pV 


para n — 0 ou 


4! 


4! 


b)A 0 , u = 


(4-0)! 

0! 

( 0 - 0 )! 


4! 

0! 

0 ! 


- 1 


1 


= T =i 



EXERCfclOS BASIC05 


B.12 Calcule: 

a) 7! 

b) 3! ■ 2! 


c) 4! - 2 

j\ 0! 

d) lT 


B.13 Assinale V ou F: 

a) 3! + 2! = 5! 

b) 3! ■ 2! = 6 ! 

c) 4! + 4! = 2 • 4! 

d) n! = n(n — l)(« — 2)!, para todo n £ IN e n 

e) n! = n{n — l)(n “2)!. para todo n E IN*. 

f) nl + n\ = (2«)!, para todo u E IN. 

g) nl + nl — 2 • fd, para todo n E IN. 

h) a! — /i! — 0!, para todo n E IN. 


B.14 Simplifique as fraęoes: 
a) 


c) 

d) 

e) 


6! 

3! 

f) 

(77 + 4)! 
(77 + 2)! 

4! 

g) 

(77+2)! 
(77 + 3)! 

6! 

5!8! 

b) 

(77 - 5)! 

4! 7! 

(77 - 7)! 

nl 


(77 - 5)! 

(77 - 1)! 

U 

(77 - 3)! 


(w ~ 3)! 

n! 


B.15 Resolva a equaęao ——-— = 12. 

[n + i)! 


B.16 (U. Católica de Salvador-BA) A fraęao — + *!' — n - - e 


igual a: 

a) u 

b) n + 1 


c) n + 2 
77+1 


e) 


711 

n + 2 
n 


d) 


77 


Sugestao. Escreva o numerador sob a forma 
(n + 1 ) • n! + 7 i! e fatore-o. 

B.17 Determine o conjunto dos valores de n, tais que 
tj! + (tj + 1)! 


( 77 - 1 )! 


- 15. 


B.18 (FEI-SP) Se (n + 4)! + (» + 3)! = 150? + 2)!, entao: 

a) n = 4 c) n = 2 e) 77 = 0 

b) 71 = 3 d) 72 = 1 

B.I9 (UFPE) A expressao A 5i2 + A 3 _ 3 + A 9( , e igual a: 

a) 27 e) 12 ’ e) 29 

b) 26 d) 11 

B.20 Resolva a equaęao A„ 2 _ 20 . 


B.21 Obtenha o conjunto solucao da equaęao 


n t 3 


fi, 4 


Exercfcios complementares de C.6 a C.12 

2. PERMUTACAO SIMPLES 

Consideremos o conjunto I = {a, b, c}. Os arranjos 
simples dos tres elementos de I tomados tres a tres sao: 

(a, b , c) 

{a, c, b) 

(b, a, c ) 

§>>c, a) 

(c, o, b) 

(c, b, a) 

Cada urn desses arranjos e chamado de permutaęao 
simples dos elementos de /. Isto e, uma permutaęao sim¬ 
ples dos elementos de J e qualquer sequencia de elemen¬ 
tos distintos formada por todos os elementos de /. Obser- 
ve que duas dessas permutaęoes se diferenciam apenas 
pela ordem dos elementos. 

Exemplo 

(fl, b> c) # (i?, Cl, c) (dilerem pela ordem dos elementos) 

Definięao 

Seja I — {(?!, a 2 , a 3 ,...» a n } um conjunto com n ele¬ 
mentos. Chama-se permutaęao simples dos n ele¬ 
mentos de / todo arranjo simples desses n elemen¬ 
tos tomados 7? a n. 
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Exemplos 

a) As permutaęoes simples dos tres elementos do 
conjunto / = {1, 2, 3} sao: 

(1,2,3) (2,1,3) (3,1,2) 

(1,3.2) (2,3,1) (3,2,1) 

[sto e, sao todos os arranjos simples dos tres elementos 
de I tomados tres a tres. 

b) Quantas permutaęoes simples podemos form ar córa 
os elementos do conjunto I = {a, b, c, d}3 

O nu mero de permutaęoes simples de ąuatro elementos 
distintos, que indicamos por P 4 , e igual ao numero de 
arranjos simples desses ąuatro elementos tomados 
ąuatro a ąuatro. Isto e: 


P 4 ~ A 4 4 ‘ 


4! 


4! 


(4 - 4)! 0! 

4 ■ 3 ■ 2 ■ 1 


I 


= 24 


Algumas dessas permutaęoes sao: 


(a, b, c, d) 
(a, b,d,ć) 


(r/, c,b,d) 


Calculo do numero de permutaęoes 
simples de n elementos distintos 

Seja / = {a,. a 2 , a 3 ,.... aj um conjunto com n elemen¬ 
tos. O numero de permutaęoes simples dos n elementos 
de /, que indicamos por P n , e igual ao numero de arranjos 
simples desses n elementos tomados n a n. Isto e: 

p — ą _ _ n! _ n\ _ . 

" n ' fl (n-n)! 0! “ 1 “ n ' 

Assim, teinos que: 

P. = n\ 



EXERCfclOS RESOLVIDOS 



R.7 De ąuantas maneiras diferentes cinco pessoas podem 
formar unia fila indiana? 

Resoluęao 

O numero de maneiras e igual ao numero de permuta¬ 
ęoes simples desses cinco elementos, isto €\ 

P 5 = 5 ! = 5 • 4 • 3 • 2 * 1 = 12Q 


Logo, a fila pode ser formada de 120 maneiras diferentes. 


R.8 De ąuantas maneiras diferentes podemos dispor, auma 
mesma prateleira de urna estante, ąuatro livros de mate¬ 
matica e tr6s livros de fisica, de modo que livros de mes¬ 
ma materia permaneęam juntos? 


Resoluęao 

Podemos dispor os Iivros de matematica antes dos de fi¬ 
sica ou os de fisica antes dos de matematica. Isto e: 


Matematica Fisica 



4-3 - 2 • 1*3-2 -1 = P 4 * P, = 413! 

ou 


Fisica Matematica 



3 * 2*1 - 4 - 3*2 *1 =P 3 ■ P Ą = 3 ! 4 ! 

Temos. entao, como resposta 4!3! + 3!4! = 288. 

i 

ou 

Assim, os livros podem ser dispostos na prateleira de 

288 modos diferentes. 

R.9 Com a palavra MARTELO: 

a) ąuantos anagramas podemos formar? 

b) ąuantos anagramas comeęam por M? 

c) ąuantos anagramas comeęam por M e terminam 
por O? 

d) ąuantos anagramas comeęam por vogal? 

e) ąuantos anagramas terminam por consoante? 

f) ąuantos anagramas comeęam por vogaI e terminam 
por consoante? 

g) ąuantos anagramas comeęam por vogal ou terminam 
por consoante? 

h) ąuantos anagramas apresentam as letras M, A e R 
juntas e nessa ordem? 

i) ąuantos anagramas apresentam as letras M, AeR 
juntas? 

Resoluęao 

a) Um anagrama da palavra MARTELO e a própria 
palavra ou ąualąuer outra que se obtem trocando a 
ordem de suas letras. Assim. o numero de anagramas 
da palavra MARTELO e igual ao numero de permu- 
taędes simples de sete letras distintas, isto e: 

P 7 = 7! = 5.040 

b) Fix.ando-se a letra M na primeira posięao. sobram seis 
letras para serem dis tri brudas nas seis posięoes 
posteriores: 


M 








'-Y --—- 


P t , = 6! = 720 

Logo, ha 720 anagramas que comeęam por M. 

c) Fixando-se as letras M e O na primeira e na setima 
posięao, respectivamente, sobram cinco letras para 
serem distribuidas nas cinco posięoes inłermediarias: 


M 






O 



t 

y 

P s = 5! = 120 


Portanto, ha 120 anagramas que comeęam por M e 
terminam por O. 
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d) Ha ues possibilidades para o preenchimento da 
primeira posięao: A, E ou O. Para cada vogal fixada 
aa primeira posięao. sobram seis letras para serem 
distribufdas nas posięoes posteriores: 


A, E ou O 

/ 



Assim, ba 2.160 anagramas que comeęam por vogaJ. 

e) Ha cfuatro possibilidades para o preenchimento da ul- 
Łima (setima) posięao: M. R, T ou L. Para cada conso- 
ante fixada na setima posięao, sobram seis letras para 
serem distribufdas nas seis posięoes anleriores: 

M, R, T ou L 


\ 



P 6 * 4 = 6! • 4 = 2.880 

Assim, h5 2.880 anagramas que terminam por con- 
soante. 

f) Ha tres possibilidades para o preenchimento da 
primeira posięao e ąuatro possibilidades para o preen¬ 
chimento da ultima (setima). Fixadas urna vogal e 
uma consoante na primeira e na setima posięao. 
respectivamente, sobram cinco letras para serem 
distribufdas nas posięoes intennediarias: 

A, E ou O M, R, T ou L 





3 • P 5 4= 3-5!-4 = L440 

Ha, portanto, 1.440 anagramas que comeęam por 
vogal e terminam por consoante. 

g) Sejam A e B conjuntos de anagramas da palavra 
MARTELO, tais que: 

A — {Anagramas que comeęam por vogal): 

B - { Anagramas que terminam por consoante); 

A fi B = {Anagramas que comeęam por vogal e 
terminam por consoante}; 

AU B ~ {Anagramas que comeęam por vogal ou 
terminam por consoante}. 

Lembremos que n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A O B). 
Nos itens (d), (e) e (f) ja calculamos «(A), n(B) t 
n(A H B) e obtivemos: 

n(A) = 2.160; n(B) = 2.880; n(A H B) = 1.440 

Logo, n(A U B) — 2.160 + 2.880 - 1.440 - 3.600. 
Temos entao que 3.600 anagramas comeęam por vo- 
gal ou terminam por consoante. 

h) Vamos resolver este item de dois modos diferentes. 

Pńmeiro modo 

As letras M, A e R podem oeupar, respectivamente, as 
seguintes posięoes: primeira, segunda e terceira; 


segunda, terceira e quarta; terceira. quarta e quinta; 
qnarta, quintae sexta; quinta, sexta e setima. Analise- 
mos cada caso: 


B.22 


B.23 


B.24 


M 


A 






Assim, temos; 

Pi + P 4 + P 4 + P 4 + Pi = 5Ą = 5 * 4! = 5! = 120 
Ou seja, 120 anagramas apresentam as letras M, A e 
R juntas e nessa ordem. 

Segundo modo 

Observando o primeiro modo, percebemos que o bloco 
MAR atuou como um unico elemento nas permuta- 
ęoes. Assim sendo, podemos resolver esse problema 
calculando o niimero de permutaęoes dos cinco ele- 
mentos, MAR, T. E, L e O, isto e, considerando o bloco 
MAR como um ńnico elemento. 

Temos assim P 5 - 5! = 120. 
i) Nesse caso, um bloco composto pelas letras M, A e R 
pode ter P y — 3! =6 formas diferentes: MAR, MRA, 
ARM, AMR, RAM e RMA. 

Para cada um desses seis blocos podemos formar 
P 5 = 5! — 120 anagramas, conforme vimos no item 
(h). Logo, com os seis blocos podemos formar 
6 * 120 = 720 anagramas. Ou seja, o numero de 
anagramas que apresentam as letras M, A e R juntas 
ć P, • P 5 = 6 ■ 120 = 720. 


EXERC\C\06 BASICOS 

(Cesgranrio) Um fiscal do Ministerio do Trabalho faz 
unia visita mensal a cada uma das cinco empresas de 
constnięao civil existentes do municfpio. Para evitar que 
os donos dessas empresas saibam quando o fiscal as ins- 
pecionara, ele varia a ordem de suas visistas. De quantas 
formas diferentes esse fiscal pode estabelecer a ordem de 
visita mensal a essas empresas? 

a) 180 c) 100 e) 24 

b) 120 d) 48 

De ąuantos modos podemos dispor cinco meninas e qua- 
tro meninos ern fila indiana de modo que crianęas de 
mesnio sexo nao fiąuem juntas? 

Quantos niimeros podemos obterpermutando apenas os 
algarismos pares do numero 32.456 e mantendo os alga- 
rismos fmpares em suas respectivas posięoes? 
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B.25 Quantos numeros naturais de cinco algarismos distintos 

ii 

podemos formar com os algarismos L 2, 3, 4 e 5 de 
modo que os algarismos unpares permaneęam sempre 
juntos? 

B.26 Com a palavra EDITORA: 

a) quantos anagramas podemos formar? 

b) quantos anagramas comeęam pela letra T? 

c) quantos anagramas comeęam pela sflaba TO? 

d) quantos anagramas comeęam por vogal? 

e) quantos anagramas term i nam por consoante? 

f) quantos anagramas comeęam por vogai e terminam 
por consoante? 

g) quantos anagramas comeęam por vogal ou terminam 
por consoante? 

h) quantos anagramas apresentam as letras E, D e T 
juntas e nessa ordem? 

i) ąuantos anagramas apresentam as letras E, D e T 
juntas? 

j) quantos anagramas nao apresentam as letras E, D e T 
juntas? 

B.27 (PUC-SP) Urna palavra e formada por n letras distintas, 
sendo B lima delas, O numero de anagramas dessa pala- 
vra que nao comeęam por B e: 

a ) ti d) (n — 1)1 

b) (n + 1)! e) rt +■ 1 

c) n\ — (u — 1)! 

B.28 fUNEB) Num grupo de 5 pessoas, duas sao irmas. O nu- 
mero de maneiras distintas que elas podem ficar em fila, 
de maneira que as duas irmas fiquem sempre juntas, e 
igual a: 

a) 24 c) 120 e) 420 

b) 48 d) 240 


Em cada seqiiencia dos elementos O l5 S t , S 2 , 0 2 , S 3 , se 
permu tarmoś S 1? S 2 e S 3 , entre si, e O, e 0 2 , entre si, 
obteremos 3! X 2! seqiiencias diferentes. Por exemplo: 


S 



S 1 S 2 0 1 0 2 S 3 1 

SiSjOjOoSj 

s 2 s,o l o 2 s 3 

S2S30102S, 

S 3 S 1 0 1 0 2 S 2 

s^OAS, t 

8 , 8 , 0 , 0 , 83 r 

s,s,o,o,s, 

s 2 s 3 o 2 o,s, 

8 , 8 , 0 , 0,83 

s 3 s,0 2 0,s 2 

S.SoO.OjS, 


3! ■ 2! = 12 


Porem, se eliminarmos os mdices nessas 12 seqiien- 
cias, teremos o mesmo anagrama SSOOS. 

Analogamente, se eliminarmos os mdices nas 5! 
seqiiencias dos elementos 0 lt S b S 2 , O,, S 3 , obteremos 
grupos de 3! -2! anagramas iguais. O numero de grupos 
assim obtidos e exatamente o numero de anagramas 
distintos da palavra OSSOS. Esse numero e: 


5! 

3! ■ 2! 



ou seja, ha 20 anagramas distintos da palavra OSSOS. 

Podemos generałizar esse raciocmio, considerando os 
n elementos: 

it elementos 


tt, >.... ct ,, n 2 , A,,■**? rt £ , a 



1 1 , elementos n z elementos n t elementos 

iguais a iguais a a, iguais a a k 


Exerci'cios complementares deC.13 a C.18 

3. PERMUTAęAO COM ELEMENTOS 
REPETIDOS 

Vimos que o numero de pennutaęoes de n elementos 
distintos e dado por: 

P = n\ 

A fi rt * 

Neste item, vamos aprender a calcular o numero de 
pennutaęoes com elementos repetidos. Para entender 
esse calcuło, observe o problema a seguir. 

Qual e o numero de anagramas da palavra OSSOS? 

Se as 5 letras dessa palavra fossem distintas entre si, 
tenamos 5! anagramas. Porem, ao permutar letras iguais, 
a palavra nao se altera; por isso, concknmos que o numero 
de anagramas e menor que 5! 

Para calcular esse numero de anagramas, vamos colo- 
car mdices nas letras, considerando-as como elementos 
diferentes, isto e: 


tal que a h a 2 , a 3 , ..., a k sao distintos entre si. O numero de 
permutaęoes desses n elementos, que indlcaremos por 
p in v «v f g d ado |0r: 

« 2 , _ _n_J_ 

" «, 1 • n 2 l * n 3 ! * ... * rtt! 


Jp EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.10 Determinar o numero de anagramas da palavra G ARRAFA. 
Resoluęao 

A palavra apresenta um total de sete letras, com tres 
letras A, duas letras R, uma letra G e urna letra F. 

a ■ * „(3.2. i, n ?! 

Assim, temos P 7 = 3j? , i; -. 

Pai-a simplificai" a notaęao, indicamos esse numero 

71 

simplesmente por P 7 ’ " 1 — ' =420. 

Isto e, nao indicamos nos parenteses as letras que 
comparecem uma unica vez na palavra, 

Portanto, a palavra GARRAFA possui 420 anagramas. 
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R.11 Determinar o numero de anagramas da palavra 
GARRAFA que eomeęam peia letra A. 

Resoluędo 

Fixando uma letra A na primeira posięao, sobram as te- 
tras G, R. R. A, F e A. que devem ser distribufdas nas 
seis posięoes posteriores: 


(2.2.1 


6 ! 


2 ! 2 ! 


180 


Nota 

Uma dtivida muito conium e “devemos ou nao multipii- 
car o resultado 180 por 3?’'. pois ha tres letras A. A 
resposta e nao. Porque, se subslituirmos o A da primeira 
posięao por outro A da palavra. obteremos os mesmos 
anagramas. 


Logo, ha 180 anagramas que eomeęam por A. 


R.12 Na figura abaixo, ąuantos caminhos diferentes podem 
ser percorridos do ponto A ao ponto B, deslocando-se 
uma unidade de cada vez para cirna ou para a direita? 



Resoluędo 

Para nos deslocamios de A para B, nas condięoes do pro- 
blema. devemos pereorrer 3 unidades para cima e 4 uni- 
dades para a direita. 

Indiquemos por d cada unidade para a direita e por c 
cada unidade para cima. 

O numero possń/el de caminhos e igual ao numero de 
seqii6ricias que podem ser formadas com as sete letras: 

iiita* n'-" = ^ =35. 



f EXERCICIOS BASICOS 

B.29 Detemiine o numero de anagramas da palavra V!OLINO. 
B.30 Qual e o numero de anagramas da palavra BANANA? 


B.31 As embalagens dos produtos vendi- 
dos por uma empresa apresentam 
uma seqiiencia formada por barras 
verticais: quatio de largura 1,5 mm; 
tres de largura 0,5 mm: e duas de 
largura 0.25 mm. como no exertiplo 
ao lado. 

Cada sequencia indica o preęo de 

um produto. Quantos preęos diferentes podem ser indi 

cados por essas nove barras? 


B.32 Obtenha o numero de anagramas da palavra TAMPA. 

B.33 Quantos anagramas da palavra BARRAR eomeęam 
por R? 

B.34 Hneontre o numero de anagramas da palavra DEZENA 
que eomeęam por vogal. 

B.35 Ache o Lotal de anagramas da palavra PAPAGAIO que 
terminam por vogai. 

B.36 Quantos anagramas da palavra RETRATAR eomeęam e 
terminam por vogal? 

Exerc(cios complementares de C.19 a C.24 

4. COMBINAęAO SIMPLES 

Dado o conjunto I = {a, b,c,d}, formemos todos os 
subconjuntos de / com tr6s elementos; 

(a, b, c } 

{a,b,d} 

[a,c,d } 

{b,c, d) 

Tais subconjuntos sao chamados de combinaęóes 
sini pies dos ąuatro elementos de 1 tomados tres a tres. 

Ou seja, uma combinaęao simples de tres elementos de / 
e qualquer subeonjunto de I formado por tres elementos. 

Observe que duas combinaęóes simples quaisquer se 
diferenciam apenas pela natureza dos elementos e nao 
pela ordem de apresentaęao desses elementos. 

£xemplos 

a) {a, b,c] d 1 {a, b, d} (diferem pela natureza dos elementos) 

b) { b, C, d } = {c\ b, d] (a ordem dos elementos nao altera 

o conjunto) 

Definięao 

Seja / = {a,, a 2 , .... a n } um conjunto formado 

por n elementos e seja p. p £ IN e p n. Chama-se 
combinaęao simples de p elementos de / todo sub- 
conjnnto de / formado por p elementos. 

Cólculo do numero de combinaęoes 
simples de n elementos disłintos 
tomados pap 

Para efetuar esse calculo, vamos relacionar o numero 
de combinaęoes simples com o numero de arranjos sim¬ 
ples de ti elementos tomados p a p. 

Voltemos ao exemplo introdutório desse assunto. As 
combinaęoes simples dos elementos de / — {a, b, c, d) 
tomados tres a tres sao {a,b,c\\ { a , b, d }; {a,c,d}; {£>, 
c, d } .Iudicando por C 4 3 o numero de combinaęóes sim¬ 
ples de 4 elementos tomados tres a Ues, temos C. 3 = 4. 
Cada uma dessas combinaęoes gera 3! arranjos simples 
dos quatro elementos a, b, c, d tomados tres a tres, por 
exemplo. 

A 
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Observeos arranjos gerados pelacombinaęao {a, bu }: 



(a,b,c) 1 
(a, c, b) 
(b, a, c) 
(b, c, a) 
(c, a, b ) 
(c, b, a) 


3! arranjos 


Assim, multiplicando por 3! o nilmero C 4 3 , obtem-se 
o numero A 43 , isto e: 

c*4,3 X 3! — Aą 3 

General i zando esse raciocfnio para os numeros natu- 
rais n e p, com p, obtem-se a formula para o calculo 
de C„ p . Observe: 

C*, P X P ] - =K P 


' C = 

* * P 


n, p 


nl 


• C — 

* # w, p 


(n - p)\ 


C 

* t 


ni 


n. p 


~P)l 


Jł; 

j 



EXERCICIOS RESOLWDOS 


R.13 Calcular: 

a ) G 5 4 b) C 7 3 

Resoluęao 

Aplicando a formula C„ 
6! 


c ) Q,s 

n\ 


d)C, 


a ) G 6( 4 “ 


8 PKh-P)! 

6! 6-5 v4T 


4!(6 — 4)! 


4! 2! AT- 2 • 1 


, temos: 

- 15 


h v r _ 7! _ 7! „ 7 5 ->T _ 

} 7 ‘ 3 3! (7 - 3)! 3! 4! ^2^ 1 ->! ~ 


= 1 

= 1 


c ) ^-5.5 — 

5! 

5! 

J*" 

51(5 - 5)! 

5!0! 

jst- 1 

d) Gs i0 — 

5! 

5! 

J8( 

,■— 

O 

1 

w 

O 

015! 

1 * .5! 

R.14 Para que valores de n existe 0 numero C, i 3 ? 


Resoluęao 

Existe tal numero para qualquer n, ri E IN e n s* 3. 

R.15 Resolver a eąuaęao C n 2 — 10. 

Resoluęao 

Condięao de existencia n E IN e n ^ 2. 


«! 


C„ 2 “ 10 => — _.. 

"• 2 2 !( n - 2 )! 

, n(n - l)Ca-^r 


= 10 


10 


2 • 1 

w 2 — n = 20 n 2 — n. — 20 = 0 

ResoWendo essa eąuaęao do 2- grau. temos n = 5 ou 
n — —4. (nao convem) 

Logo, 5 = {5}. 


Criterio para diferenciar arranjo de 
combinaęao 

Quando lentamos resolver urn problema de anślise 
combinatória, deparamos com ą seguinte ąuestao: os 
agrupamentos mencionados no problema sao arranjos ou 
combinaęóes? Para eliminar essa duvida, vamos agir da 
seguinte maneira: construimos urn dos agrupamentos 
sugeridos pelo problema e, a seguir, mudamos a ordem 
de apresentaęao dos elementos desse agrupamento: 

I. Se com essa mudanęa na ordem dos elementos obti- 
vermos urn agrupamento diferente do original, 
entao esse agrupamento e um arranjo. 

U. Se com essa mudanęa na ordem dos elementos obti- 
vermos um agrupamento igual ao original, entao 
esse agrupamento e uma combinaęao. 


I - ^ 

W EXERCICIOS RESOLYIDOS 


R.16 Quantos triangulos ficam determinados pelos pontos dis- 
tintos A, B, C D, E da circunferencia abaixo? 



Um triangulo fica determinado por tres pontos (vertices 
do tri5ngulo) nao-colineares (nao-pertencentes a uma 
mesma reta). Como nao existem tres pontos colineares 
dentre os pontos A , B, C, D, E. qualquer agrupamento de 
trSs pontos distintos determina um triangulo. 

Agora, a duvida: um agrupamento de tres pontos para de- 
temiinar um triangulo e um arranjo ou uma combinaęao? 
Vamos aplicar o criterio diferenciador entre arranjo e 
combinaęao. 

Forraemos um agrupamento de tres pontos distintos e, a 
seguir, mudemos a ordem de apresentaęao de seus 
elementos: 

Triangulo ABC = Triangulo BAC 

Como a mudanęa na ordem das letras nao altera o trian¬ 
gulo. temos que esses agrupamentos sao combinaęoes. 
Logo, o numero de triangulos e dado por C 5 isto e: 



5! 

3!(5 - 3)! 


5! 

3!2! 


2 


5 - 4 • 3! 
3! • 2 • 1 


= 10 


R.17 Uma comissao de tres membros deve ser escolhida 
dentre sete pessoas. De ąuantos modos difęrentes se 
pode escolher a comissao, sabendo que as pessoas que 
fonnarem a comissao terao funcóes identicas? 
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Resoluędo 

Como a ordem dos elementos eomponentes nao altera a 
comissao, temos que urna comissao e »ma combi naęao. 
Logo, o numero de comissoes e: 

7! 7! 7 -X,- 5 -M 

” 31(7-3)! 3!4! X*X 1 ‘ M 


R,I8 Uma comissao de quatro homens e tres mulheres deve 
ser escolhida dentre seis homens e cinco mulheres. De 
quantos modos diferentes pode-se escolher a comissao, 
sabendo-se que os membros dessa comissao terao 
funęoes identicas? 

Resoluędo 

Devemos escolher quairo homens dentre seis e tres 
mulheres dentre cinco. Pelo principio fundamenta! de 
contagem, isso pode ser feito de C 64 • C 5 3 modos dife¬ 
rentes, isto e; 



6! 

4!(6 - 4)! 


5! 

3!(5 - 3)! 


6 ! 5 ! 

4!2! * 3!2! 


3 . 

6 ■ 5 * .41 

4! • 2- 1 


,2 

5 • 4..v3t 
3! -2-1 


- 150 


R.19 Quantos triangulos ficam determinados por nove pontos 
distintos, sendo que cinco deles pertencem a uma reta r e os 
outros quatro pertencem a uma reta i 1 (s # /■) paralela a r? 

Resoluędo 

A B C D E 

-•-•-•-•-«- 

r 


F G H I 

Um triangulo fica determinado por tres pontos nao-coli- 
ueares. Assim sendo, algumas combinaęoes de tres dentre 
os nove pontos determinant triangulos e outras nao. Por 
exemplo, acombinaęaoASFdetermina um triangulo, en- 
quanto a combi naęao ABC nao determina um triangulo. 
Podemds resoWer esse problema de dois modos diferentes. 

Primeiro modo 

Vamos calcular todas as combinaęoes dos nove pontos 
tres a des, subtraindo desse resultado o total de combi- 
naęoes que nao determinant triangulos. Isto e: 

- C ?I 3 - C 4 3 = 84 - 10 - 4 = 70 

7 \ 

Pontos Pontos 

da reta r da reta s 

Logo, ficam determinados 70 triangulos. 

Segundo modo 

Um triangulo fica determinado se escolhermos dois pon¬ 
tos numa reta e um ponto na outra, isto e: 

• 2 pontos em r e 1 ponto em s ^ C 5 2 * C 4 , = 10 ■ 4 = 40 
ou (+) 

• 1 ponto em r e 2 pontos em s => C 5> , * C 4 2 ~ 5 * 6 = 30 

Logo, o numero de triangulos e 40 + 30 = 70. 


A analise combi natória e o futebol 

ha confecęao da tabela de um campeonato de 
futebol tambem e necessaria a ma temat! ca. Imagine 
que a CBF organize a primelra fasę do Campeonato 
Brasilelro com 24 timesseparados em guatro grupos 
de seis, de modo que cada tlme jogue uma unica vez 
contra cada um dos demais de seu grupo. Atraues da 
anaiise combinatória conc)ui-5e que o numero de 
jogos a serem realizados em cada grupo e Q s = 15, 
e, portanto, o numero dejogos da primelra fasę do 
campeonato sera 4x15 = 60. De modo analogo, 
caicula-se o numero de Jogos das pronimas fases. 



J 


' EXERCICI05 BASICOS 

B.37 Determine: 

Q, 5 b) 4 c) C fi , u d) C 9i | 

B.38 Calcule o valor da expressao 4C 6 2 4 ri, 3 • 37V 
B.39 Resolva a equaęao C„ 2 = 15. 

B.40 ResoIva a equaęao 3 = 3Ą T 3 . 

B.41 Considere nove diferentes pontos de uma circunferenda 
(conforme a figura). 

4 



D 


a) Quantas retas ficam determinadas por esses nove 
pontos? 

b) Quantos triangulos ficam determinados por esses 
nove pontos? 
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B.42 (UFMG) Formam-se comissoes de tres professores esco- 
lhidos entre os sete de lima escoia. O numero de comis- 
soes distintas que podem, assim, ser formadas e: 

a) 35 c) 210 e) 7! 

b) 45 d) 7 3 

B.43 (UFBA) Dispondo-se de abacaxi, acerola, goiaba, laran- 
ja, maęa, mamao e melao, calcu le de ąuantos sabores 
diferentes pode-se preparar um suco, usando-se tres ffu- 
tas distiiitas. 



EXERCICI05 COMPLEMENTARES 


C.l 


O auditório de um teatro e composto por n cadeiras. De 
ąuantas maneiras diferentes as tr£s primeiras pessoas 
que chegarem para assistir a um espetacuio nesse teatro 
podem escolher seus lugares? 
a) n c) n{n 4- l) e)A 3 , 3 


b) 


3 n 

n + 1 



B.44 (Fuvest-SP) Numa primeira fasę de um campeonato de 
xadrez, cada jogador joga Lima vez contra todos os 
demais. Nessa fasę foram realizados 78 jogos. Quanios 
eram os jogadores? 

a) 10 b) 11 c) 12 d) L3 e) 14 
Sugestao. Indlque por n o numero de jogadores. 



B.45 (Faap-SP) O setor de emergSncia de uma unidade do 
Unicor tem tres medicos e oito enfermeiros. A direęao 
do Unicor devera fomiar equipes de plantao constituidas 
de um medic-o e tres enfermeiros. O numero de eąuipes 
diferentes possivel e: 

a) 168 c) 56 e) 336 

b) 3 d) 24 

B.46 (Fatec-SP) Denlre seis senadores e cinco deputados sera 
escolhida uma eomissao de tres senadores e dois depu- 
tados. De quantas maneiras diferentes essa eomissao 
pode ser formada? 

a) 200 c) 80 e) 40 

b) 100 d) 50 

B.47 (U. Católica de Salvador-BA) Dentre as disciplinas A, B. 
C, D, E e F um estudante universitario precisa selecionar 
quatro para cursar no próximo semestre letivo. Sabendo 
que nessa seleęao deve constar, necessaiiamente, a 
disciplina E, o numero que indica o total de maneiras 
diferentes que o estudante pode escolher as ąuatro disci¬ 
plinas e: 

a) 6 b) 10 c) 15 d) 20 e) 24 

B.48 Calcule o numero de diagonais do octógono convexo. 

Exercicios complementares de C.25 a C.33 


C.2 O total de numeros nalurais de quatro ałgarismos distin- 
tos formados pelos ałgarismos do conjunto I = {0, 1,2, 
3,4. 5} pode ser expresso por: 

3-) ^ 6,4 c) 4 Aj j e) Ag _3 — Aft 2 

b) A 5t 3 + A 5 .4 d) Aft' 3 

C.3 Classifique como V ou F cada uma das afirmaęoes: 

a) 6A 3>3 — Ag 4 

b) Existe A„ 4 para todo n,«€ IN 

... , A 

c) Existe se, e somente se. n (E IN e n Sa 5 

d) i * t * A 4 i = A 6 3 

e) Se dois arranjos simples sao formados pelos mesmos 
elementos, entao esses arranjos sao iguais. 

f) Dois arranjos simples formados pelos mesmos ele- 
mentos sao iguais se, e somente se, a ordem desses 
elementos nos dois arranjos for a mesma. 

g) Se existir um elemento num arranjo que nao pertenęa 
a um outro arranjo. entao esses arranjos podem ser 
iguais. 

C.4 (PUC-SP) Sendo n um numero nalural e n > 3, a razao 
e igual a: 

A b — 1,2 

a) 2 c) 1 e) n + 1 

b) 2n d) n 

C.5 (UFCE) Sendo uma płaca de automóvei fonnada por 
duas letras seguidas de ąuatro ałgarismos, ąuantas placas 
podem ser formadas por duas letras distintas seguidas de 
ąuatro ałgarismos distintos? (Considere 26 letras e os dez 

ałgarismos do nosso sistema de numeraęao.) 

3) '4.26, 2 4* A I 0 4 d) 6 A 35 ] 

b.) A 2 ft_ j ‘ A jo 4 e) 2A 26 t * 4A 10 j 

C ) ^36. 6 

C.6 Determiue n de modo que: 

1+2 + 3 + 4 + ... + n _ 1 

(u + 1)! 240 

Sugestao. 1 + 2 + 3 + 4 + ... + n e a soma dos n pri- 
meiros termos de uma P.A. 


C.7 


C8 


(U. Taubate-SP) 0{s) valor(es) de n tal que 
(n + i)! — n! 


(«“ D! 


= 7 nś (sao): 


a) 7 c) 0 e 10 e) 0 e 2 

b) 0 e 7 d) I 

(UFPA) O produto dos 30 primeiros numeros pares po- 
sitivos e igual a: 

a) 60! c) 2 • (60!) z e) 2 30 • 30! 

b) 30! d) 2 2 * 60! 

Sugestao. Os numeros 2,4,6, 8 etc. podem serrepresen- 
tados por 2 X 1,2x2, 2X3, 2x4 etc. 
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C.9 (UFPE) Qual o maior inLeiro n para que 20! seja divisivel 
por 3"? 

a) 2 c) 8 e) 20 

b) 7 d) 9 

Sugestao. Decompondo em fatores primos cada numero 
do desenvolvimento 20 * 19 • 18 ' 17 ■ ... * 1, verifique 
ąuantas vezes aparece o fator primo 3. 


C.10 Determine n de modo que 


«. p 


1 


-h 2, p + 2 


12 ' 


C.ll (UFMG) Duas das cinąiienta cadeiras de urna sala serao 
ocupadaspor dois alunos. O numero de maneiras distintas 
posstveis que esses alunos terao para escolher duas das 
cinqiienta cadeiras, para ocupa-Ias, e: 


a) A 


50.2 


b) A 


C ) *^2, 2 
^ 50.2 


e) 


50,50 


50.50 


d) 


G.12 (UFSC) Em um bingo, ąuatro pedras sao retiradas suces- 
sivamente e sem reposięao de uma urna contendo exata- 
mente 90 pedras, numeradas de 1 a 90. O numero de 
seąiiencias distintas posst'veis para essas quatro pedras, 
tal que a segunda pedra tenha numero 40, e: 

89! 


^ 89.89 
b) ^89. 4 


C ) ^89.3 

89! 


e). 


3! 


d) 


4! 


C.13 Qual e o numero de anagramas da palavra VOLUME 
que apresentam a letra V anles da letra L? 

Sugestao. Para cada anagrama que possui o V antes 
do L, podemos permutar apenas essas duas letras entre 
si, obtendo um anagrama que possui o L antes do V. Por 
exemplo, permutando apenas as letras V e L do ana¬ 
grama VOMULE. obtemos o anagrama LOVUME. 

C.14 (Fatec-SP) Seis pessoas, entre elas Joao e Pedro, vao ao 
cinema. Existem seis lugares vagos, alinh ados e conse- 
cutivos. O numero de maneiras distintas como as seis 
pessoas podem sen tar-se sera que Joao e Pedro fiquem 
juntos e: 

a) 720 c) 480 e) 120 

b) 600 d) 240 

C.15 (U. Taubate-SP) Numa estante existem tres livros de 
historia, tres de matematica e um de geografia. Se se 
deseja sempre um livro de historia em cada extremidade, 
entao o numero de maneiras de se arrumar esses sete 
livros e: 

a) 720 c) 81 e) n.d.a 

b) 36 d) 126 

C.16 (Fuvest-SP) O numero de anagramas da palavra 
FUVEST que comeęam e terminam por vogal e: 

a) 24 c) 96 e) 144 

b) 48 d) 120 


C.17 (FEI-SP) Obtenha o numero de anagramas da palavra 
REPUBLICA nos quais as vogais se mantem nas respec- 
tivas posięóes. 

C.18 (Fuvest-SP) Com as 6 letras da palavra FUVEST podem 
ser formadas 6! — 720 “palavras” (anagiamas) de 6 
letras distintas cada uma. Se essas “palavras" Forem 
colocadas em ordem alfabetica, como num dicionario, a 
250 a “palavra’' comeęa com: 

a) EV c) FV e) SF 

b) FU d) SE 

C.19 (UFSC) Um experimento consiste em lanęar uma moeda 
6 vezes. Considera-se comoresultado desse experimento 
a seąiiencia das faces obtidas no l e , 2~, 3 e , 4 2 , 5 a e 6 S 
lanęamento, respectivamente. Por exemplo, indicando 
por c a face "cara" e por k a face "coroa”, um resultado 
possi'vel desse experimento e a seqii§ncia (c, c, k. c , k , c). 
O numero de resultados possfveis desse experimento 
apresentando quatro caras e duas coroas e: 
a) 30 b) 24 c) 20 d) 18 e) 15 

C.20 (UFCE) O mapa de uma cidade e formado poi - seis 
bain'os distintos. Deseja-se pintar esse mapa com as co- 
res vermelho, azul e verde, do seguinte modo: um bairro 
deve ser vermełho. dois bairros azuis e os demais verdes. 
De quantas maneiras distintas isso pode ser feito? 

C.21 Considerando duas vezes o siinbolo “+” e seis vezes o 
sunbolo “| M , e possivel formar varias seąiiencias: unia 
delas 6 \ \ + j | + |. Calcule o numero de seąiiencias que 
podem ser formadas. 


C.22 Uma soluęao da eąuaęaoj: + y + s = 6ćo terno orde- 
nado (4, 0, 2), pois 4 + 0 + 2 = 6. Quantos ternos 
ordenados, formados apenas por mimeros naturais, sao 
soluęoes dessa eąuaęao? 

Sugestao. Representando as seis unidades por | j | | | J, 
cada seąiiencia formada por ] | ] 11 ] + + pode ser asso- 
ciada a uma unica soluęao dessa eąuaęao e vice-versa. 
Observe: a seąiiencia | | + 11 + 1 pode ser associada a 
soluęao (3. 2, 1); | | | | + + | | pode ser associada k 
soluęao (4, 0, 2) etc. 

C.23 A figura mostra um mapa de uma cena regiao: 


• B 




A 



I 

I 


Uma pessoa deseja deslocar-se de A para B andando 
sempre para o norte ou para o leste. Quantos caminhos 
diferentes podem ser feitos? 
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C.24 (UFMG) Obsej*ve a figura. 



Considere os caininhos ligando A a C. passando por B, 
traęados a partir de A , deslocando-se sempre, ou I uni- 
dade para a direita, na horizontal, ou 1 unidade para 
cima, na vertical, Determine o numero total de caminhos 
distintos obtidos dessa fo rmą . 

C.25 Considere cinco difereutes pontos de urna circunferencia 
(eon formę a figura). Quantos poKgonos convexos ficam 
determinados por esses cinco pontos: 


A 



C.26 (UFMG) Numa Caraara de Vereadores, trabalham 6 vere- 
adores do partido A, 5 vereadores do partido Be 4 verea- 
dores do partido C. O numero de comissoes de 7 vereado- 
res que podem ser formadas, devendo cada comissao ser 
constituida de 3 vereadores do partido A, 2 vereadores do 
paitido B e 2 vereadores do partido C, e igual a: 

a) 7 c) 152 e) 28.800 

b) 36 d) 1.200 

C.27 (Mackenzie-SP) lim juiz dispoe de 10 pessoas, das quais 
somente 4 sao advogados, para formar urn unico jud com 
7 jurados. O numero de fortnas de compor o juri, com 
pelo menos 1 advogado. 6: 

a) 160 c) 128 e) 120 

b) 140 d) 108 

C.28 As retas r e s da figura abaixo sao paralelas. Quantos 
triangulos ficam determinados pelos nove pontos .4, B, C. 
D,E t F. G.He ll 



C.29 (UFSE) Considere todos os produtos de tres fatores 
distintos que podem ser obtidos com os elementos do 
conjunto A = {1,2,3,5,7 } 11}. Quantos deles sao pares? 

a) 10 c) 20 e) 60 

b) 18 d) 36 

* 

C.30 ( UFRS) Em uma classe de dozę alunos, um grupo de cin¬ 
co sera selecionado para uma viagem. De quantas 
maneiras distintas esse grupo podera ser fonnado, saben- 
do que. entre os dozę alunos. dois sao irmaos e só poderao 
viajar se estiverem juntos? 

a) 30.240 c) 462 e) 372 

b) 594 d) 408 

C.31 (U. F. Santa Maria-RS) O vaior de m que satisfaz a igual- 
dade A (IJf u, 2 C m un _ 2 ) ć. 

a) 2 c) 6 e) 4 

b) 5 d)3 

C.32 Seis retas paralelas distintas de um piano se interceptam 
com outras cinco retas paralelas distintas desse piano 
(conforme figura). Calcule o numero de paralelogramos 
cujos lados estao contidos nessa rede. 



Sugestao. Um paralelogramo fica determinado porqual- 
quer escolha de duas dentre essas cinco retas paralelas e 
duas dentre as outras seis retas paralelas. 

C.33 (UFPI) A figura apresenta um retangulo dividido em qua- 
dradinhos de lado 1 cm. 

JL 

1 cm 


O numero de maneiras distintas de colorir seis desses 
quadradinhos, sen do exatamente dois em cada coluna e 
um em cada linba, e: 

a) 15 c) 60 e) 120 

b) 30 d) 90 


G H 1 
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Ccipftulo 44 

BINÓMIO DE NEWTON 


1. NUMERO BINOMIAL 

Como vimos anteriormente, o numero de combinaęoes 
de n elementos tomados p a p e indicado pelo sfmbolo 
Ć„ p . A partir de agora, indicaiemos esse numero tambem 


pelo sfmbolo 


/ > 

n 

P ) 


. Essa nova notaęao pode tambem ser 


lida como “numero binomial de numerador n e denonii 
nador p” ou, simplesmente, “numero binomial n sobre p" 
Assim sendo, temos: 


Consideremos a potgncia (x + a) 5 . Para deseń volve-la, 
devemos efetuar as seguintes multiplicaęoes: 

(x + ff)(x + a)(x + a)(x + a)(x + a) 

Aplicando a propriedade distdbutiva, vamos muldplicar, 
de todas as maneiras po$$tveis, cinco fatores (a ou a), 
escolhendo cada um deles em urn dos fatores (x + a) dessa 
expressao. Uma das possibilidades e: 


x i a 1 


(x + c?)(x + n)(x 4- n)(x 4- «)(x 4- a) 


n 

P J 


n ! 


C ”' p p\(n~p)\ 


para {u,/?} C N ,p^n 


Atraves dessa possibilidade obtemos o termo x 3 a 2 . 
Porem, existem outras possibilidades que resultam no ter¬ 
mo x 2 ar. Por exemplo: 


Exemplos 


xW 


a) 






3 J 


b) 


c) 


' 4 ' 


\ 

0 

V0y 


5! 

5! 

5 •4>ąr 

3!(5-3)! 

3!2! 

2 * 1 

4! 

4t 

= 1 

01(4 — 0)! 

014! 

0! 

0! 

- 1 

O 

t 

O 

* 

O 

0!0! 


10 


2. TEOREMA DE NEWTON PARA 
O DESEŃVOLVIMENTO DA 
POTENC1A (x + a) n 

Para resolver certos problemas de matematica, necessi- 
tamos de potencias do tipo (x + a) n , em que x e a sao nu- 
meros quaisquer e n E IN. Algumas dessas potencias sao: 

(x + df = 1 (a 4- a) 2 — x 2 + 2xa 4 a 2 

(a 4- a)' = x 4- a (x 4- a) 3 = a 3 + 3a 2 a 4- 3 xa 2 + cP 

Notę que, quanto maior for o expoente, mais trabalhosos 
serao os calculos. No entanto, usando os conceitos que 
aprendemos com a analise combi natória, podemos dedu- 
zrr uma expressao, relativamente simples, para desen- 
volver essas potencias. 


(a + ct)(a 4- a) (a 4- n)(x 4- a)(x 4- a) 


Quantos termos iguais a x 2 a 2 serao obtidos depois de efe- 
tuadas todas as multiplicaęoes possiveis? 

Para responder a essa pergunta, recorreremos a analise 
combinatória. Devemos calcular o numero de modos 
diferentes de escolher: a em tres dos cinco fatores (a + a); 
e a nos outros dois. Notę que, escolhido a em tres fatores, 
a escolha de a fica automaticamente determinada nos 
fatores restantes. Assim, basta calcularmos o numero de 
maneiras diferentes de escolher a em tres dos cinco fato¬ 
res. Esse numero eC 5J . Portanto, o termo xV aparecera 
Cj 3 vezes depois de efetuadas todas as multiplicaęoes. 
Raciocinando de maneira analoga, temos que: 

• o lenno x 5 aparecera C 5 5 vezes; 

• o termo x A a aparecera C 54 vezes; 

• o tenno x 1 a i aparecera C 5 2 vezes; 

• o termo aa 4 aparecera C 5t: vezes; 

• o termo a 5 aparecera C 5 „^ezes. 

Assim, podemos escrever: 

(a 4- a) 5 ~ C 5 5 x 5 + C 5 4 x Ą a + C 5 pc 3 a 2 4- Z 4- 
+ C S pC 2 a 2 + Cg ]A<7 4 + C 5 0 ci 5 

ou seja: 

(a 4- a) 5 — a 5 4- 5x A a 4- 10x 3 a 2 + 10x 2 a 3 4- 5xa Ą 4- a 5 


? 
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Generalizaęao 

O matematico, fisico e astrónomo ingles sir Isaac 
Newton demonslrou que: 


/ ^ _ ( n } o n , (n A i n - 1 fn \ 2 „ - 2 , 

(A + a) - I 0 Ja a + Uifl +I 2 J xa 4 


+ ... + ... + 


n\ n o 

x a 

fij 


em que x e a sao numeros quaisquer e n E IN. 

Nota 

Como (x 4 ą) n — (a 4 a)”, o teorema de Newton pode 
ser apresentado sob a seguinte forma: 


(a 4 a)" - 4 (fy 

+...+r»y-v 


1 „ t , [ n i 11-2 2 , 
9 Ja a 4 


+... + ruV 


Isto e, segundo expoenies decrescentes de a, 



Isaac Newton (1642-1727), ffsico, astrónomo e matematico ingles. 
Criador do calculo diferencial e integral. 


K,2 Desenvolver a potóncia (2x 4 y 3 ) 5 . 
Resoluęao 

( 2 x 4 y *) 5 = 4 


Q)(2x)W 4 + 

+ Q(2a) 2 (> 3 )3 4 Q(2a) 3 (j 3 ) 2 4 

+ Q(2a) s (j 3 )° 


4 


Calculando os coeficientes binomiais, temos: 

(2x 4 v 3 ) 5 = y 15 4 5 ■ 2xy ] - 4 10* 4x 2 y 9 4 
4 10 • 8 x*y 6 4 5 * 16*V 4 32x 3 

Portanto, conclolmos que: 

(2a 4 ff = > 15 4 10at 12 4 40xN 9 4 80x> 6 4 
+ SOa 4 )’ 3 4 32x 5 

R.3 Desenvolver a potencia (x — 2 a) 4 . 

Resoluęao 

Para desenvolver essa potencia, vamos considera-Ia sob 
a seguinte forma [x 4 (—2a)] 4 . 

Assim, temos que: 

[a 4 ( — 2a)] 4 — — 2a) 4 4 

łmjfHfll 1 4 ff\x 2 (~2a) 2 4 


Logo: 


(a — 2 a) 4 ~ I6u 4 — 4x - 8a 3 4 
4 6x 2 * 4 a 2 — 4x 3 * 2 a 4 x 4 


Portanto (x - 2 a) 4 - I6a 4 — $7x0 4 24xxr - 8 a 3 o 4 a 4 . 
R,4 Resolver o seguinte sistema, onde xey sao numeros reais: 
2 a 4 y — — 3 

** + + + §)<¥ + ( 4 )*/ + t = -1 

Resoluęao 

A segunda equaęao desse sistema pode ser escrita sob a 
forma (a 4 y) 5 = — 1. 

Logo, temos: 


2a 4 >■ — — 3 
(a 4 j) 5 - -1 


2 a 4 v — — 3 
. x±y = -1 


A = — 2 

Fazendo a = —2 na equaęao a 4 y = — 1, temos: 

-2 +y = -1 y = 1 
Logo, at — —2 e y = 1, 

R.5 Calcular o valor da expressao: 


f EXERCICIOS RESOLWDOS 



\ 

. -I! TS, t , A ■ jf 1 x .A 

E ■ ar + 1 

) 2 ‘ • 34 + (2 

J2 2 * 3 3 4 




Resoluęao 

Peio teorema de Newton, temos que: 

(X + af = + QW 

Calculando os coeficientes binomiais, conclufmos: 
(a 4 a) 4 = « 4 4 4.ra- 4 6 x 2 a 1 4 4x 3 « 4 a 4 


4 


^)l 3 • 3 2 4 ^jz 4 • 3 1 4 Qz s * 3° 


Resoluęao 

Compaiando essa expressao com o desenvolvimento do 
binomio de Newton: 

(a 4 n)" = ^a 0 ^ 4 ^A 1 Cf' , “ 1 4 ^a 2 fl" _2 4 


A"fl n 


4 ... 4 

\nj 

temos que £=(2 4 3) 5 = 5 5 = 3.125 


A 
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U,6 Calcu!ar o valor da expressao: 
E = 


4- 


f ^ 

f , > 

f \ 

4 

3° + 

4 

V + 

4 

l °v 


, 1 Jt 


l 2 J 


3- + 


' 4 ' 
l 3 


3 J 4 ‘ 


, A 
4 

v4; 


3 4 


Resoluędo 

Multiplicando cada parcela por l fl ~ p , em que n e o nume- 
rador e /; e o denominador do respectivo coeficiente 
binomial, temos que: 


E = [J)3 f >* l 4 ^^ 1 * l ł + (^|3 2 - l 2 




+ r 3 4 • i° 
4 


Comparando essa expressao com o deseńvolvimento do 
binómio de Newton: 

(ję 4- a) n — " 4 4- 

+ QjrV" 2 4 ... 4 

temos que E — (3 4- 1 ) 4 = 4 4 = 256. 

Somatório 


D u ran te o estudo das progres sdes, vimos que o simbolo 
X (letra grega denominada “sigma”) e utilizado nas cien- 
cias exatas para indicar um somatório. 


Exemplo 


^6’' 


A expressao X 

p = P ) 


2 p deve ser lida “somatório de 


6 1 

2 p com p variando no conjunto dos numeros natu- 

P J 

rais de 0 a 3”. 

Atribuindo a p os valores 0, 1, 2 e 3, temos que: 

3 

X w 2 p = w 2° 4- ” 2 1 + u 2 2 4- 


f \ 

( . \ 

(■ \ 


( ,\ 

6 

2 p = 

6 

2° 4- 

6 

2 1 4* 

6 

°l P J 


l o J 


s U 


l 2 J 


+ 


:2 3 = 1 • 1 4- 6 ■ 2 4- 15 ■ 4 + 20 • 8 - 233 





EXERCICIO RESOLY1DO 




50 


R.7 Provarque X ^^j2” - 3 50 . 

Resoluędo 


y (50 p _ ^50) „„ , f50 


2 

r ~aVP) 

4 I X }2 2 4 


oj 2 °+ 7 2,+ 


(a y + - + ( 


50' 

50 


250 


Multiplicando cada parcela dessa soma por 1" p , em 
que n e o numerador e p e o denominador do respectivo 
coeficiente binomial, temos que: 


50 


so 


Ł Hz' = Z f 50 y 

p = Q \.pJ p =--o\ P J 


1 50 - p - 


P 

5 0 0 X° • I 50 4 f 50 l2 J * l 49 4 


4- ( 5 °X 2 ■ l 48 + ... + ]2 5t) ■ 1° 


:} 


Comparando essa ultima expressao com o desenvolvi 
mento do binómio de Newton: 

(.v 4- a) n — 1 + 


)x 2 d”- i + ... 

+ M. 

i 

w 


■n „a 


50 


percebemos que X P^'|2 / ’ = (2 4 l) 50 = 3 30 . 
/, - o \ P ) 



EXERCICIOS $A5\C0S 


B.l Dois numeros binominais que tern o mesmo numerador 
e cuja soma dos denominadores e igual ao numerador 
conium sao chamados de numeros binomiais comple- 


mentares. Por exemplo, os binomiais 
sao complementares. 


( 'N 

1 

f \ 

6 1 


6 


e 


V 4 J 


,2, 


a) Calcule o valor de 


b) Calcule o valor de 


7 

v 4 / 


n 
P J 


e o de seu complementar. 


e o de seu complementar. 


Que relaęao existe entre os valores encontrados? 

B.2 Apliąue o teorema de Newton para deseń volver as 
potencias: 

a) (x + ci) b) (2x 4- 3) 3 c) (2x 4- y 2 ) 4 

B.3 Desenvolva as potencias: 

a) (r ~ a) 5 b) (2 — jc 2 ) 4 c) (2.v 4 — 3_y) 3 

B.4 (UFPR) Determine os numeros reais x e y tais que: 


x — y = 

( „ \ 


x 5 + 


1 


x*v 4 


(s) 

u. 


jpy 3 4 


f 5 l 

^ 3 j 


x 7 y 3 4 


V 4 2 


xy* + v s - 243 


B.5 Determine os numeros reais x e y de modo que: 
3x + y = 10 


- (ty + (t)^ 2 ^ 2 - (ty + ^ =16 
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B.6 Caleute o valor da expressao: 


E = ffb 0 • 3 4 + H2 1 • 3 3 + 


© 2! ' 32 + ( 


f|2 3 ■ 3' + ff)l* • 3” 


Sugestao. Compare essa expressao com o desenvolvi 
mento do binómio de Newton: 

(x 4- a)" — + 

+ ftW- 2 +...+Qi*a" 


B.7 Qual e o valor da expressao: 


E ~ (^2° + f^2> + I"12 2 + 


+ 


© 

© 2! + (*> j + (s> J? 


Sugestao. Multipliąue cada parcela por 1" p , em que n 
6 o numerador e p e o denominador do respectivo 
coef i ciente binomial. 


B.B Efetue: 


E = „ 2 5 - . 2 4 


0 


GM:) 


I2 2 1- 


+ 


o - ® 


2 ° 


no 


B.9 Se S 


= 2 r»y. 

p - ó \ P ) 


a) 5 = 2 40 

b) S - 9 J0 


entao: 

c) S - 2 23 

d) S m 2O 20 


e) S = 20! 


Sugestao. Mulliplique cada parcela j2^ por l 20 “ p 

Como l 30 p = 1, V p. tais operaęoes nao alterarao a ex 
pressao S. 


2(1 


B.10 Aexpressao X ( e igual a: 


a) 6 2(1 

b) 6 Z0 - 7 


c) 6 20 - 101 

d) 5 20 


e) 5 20 - 21 


Exercfcios complementares de C.l a C.7 

3. TERMO GERAL DO BINÓMIO 
DE NEWTON 


Vimos que: 


,»= Zf» 


(x + a) n = zL, [" \ x P a n p , isto e: 
p = ci \P, 


(x + a) n - 


qJx°< 3" + jx'a" 1 


+ 


n 1 . . I n 


+ [ ^Jx~a" 2 + ... + ^ \x p p K p + ... + 


^jxV 


Observe que todas as parcelas do desenvolvimento sao da 


forma 


o 


x p a” ~ p com (n, p) C IN e p *£ n. Por isso 


chamamos de termo geral do binómio de Newton a 

expressao: 


7i~ 


a 


x p a n 


- p 


Nota 


Como (x + n)" « (a + x) n , temos que o termo geral 
do binómio de Newton pode ser escrito tambem sob a 
seguinte forma: 


= &r- v 



R.8 


EXERC!CIOS RE50LVID0S 

Determinar o coeficiente do termoerar 12 no desenvoIvi- 
mento de (x 3 + 2) 6 . 

Resoluędo 

O termo geral do desenvolvimenlo do binómio e: 


t = jjj(x 3 )* * 2 6 -p 


r - © 


= ° W 3 * ■ 2 6 - f 


Queremos o coeficiente de x 12 . Entao devemos encontrar 
o valor de p para que o expoente de x seja 12, isto e: 

3 p = 12 p — 4 

Fazendo p — 4 no termo geral. temos que: 


.- 3-4 


2 6 


- 4 


Ó! 


=> T = * 2 2 em que 

6! 6*5 -A\ 


4! (6 — 4)! 


4! • 2! 


M ■ 2 • I 


= 15 


R.9 


Logo, T = 15x 12 • 4 => T = 60x 12 . 

Assim. o coeficiente de x 12 e 60. 

Nota 

Escrevemos o termo geral T — • 2 t ~ p 

segundo expoentes crescentes de x: poderiamos ter for- 
mado o termo geral segundo expoentes decrescentes de 

x , isto e, T - ^ j 2 p ( x 3 ) ^ 6 - p , e obtido o mesmo resul- 

tado; faęa voce mesmo os calculos. 

Determinar o coeficiente do termo emx iy no desenvolvi- 
mento de (x 3 — 2x 2 ) 8 . 

Resołuęao 

Para montarmos o termo geral, devemos consideraro bi- 
nómio sob a forma [x 3 + (-2x 2 )]*. Assim. temos como 
termo geral: 


T = ^(-2x 2 Hx 3 ) 8 -^ 
T = —2) p x 2p x 
T = ^ j( — 2)Ax 24 ^ p 


24 - i p 
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Queremos o coeficiente dej: 19 , entao devemos enconlrar 
o valor de p para que o expoente de x seja 19, isto e, 
24 - p = 19 =» p = 5. 

Fazemos p = 5 no termo geral: 

T - Qj( -2) 5 a 24 ' 5 T = (T](-2)V 9 


em que 


8 ! 


5 ) 5! (8-5)! 


8 ! 


5! 3! 


8-7-6 \5! 
5! • 3 • 2 ■ 1 


= 56 e (-2) 5 = -32 


Logo, T — 56(—32)x 19 - -1.792x 19 . 

Assim, o coeficiente de x 19 e —1.792, 

R.10 Determinar o termo independeiite de x no desenvolvi- 

mento de! x 4 + * 


(«*j 


Resoluęao 

Para facilitar os calculos, convem considerarmos o binó- 
mio sob a forma (x 4 + x~ 3 ) 7 . 

Seu termo geral e: 


r M T = 

r - 0 


-4p 


V 2S 1 p 


Queremos o termo independente de x, isto e, o 
coeficiente de x°. Assim sendo, para obter o valor de p 
de modo que o termo T nao dependa de x, basta igualar- 
mos a zero o expoente de x, isto 6: 

28-7p = 0=>/? = 4 
Fazendo p= 4 no termo geral, temos que: 


-0 


r - 


^28-7-4 ’ J = [ ' \jQ 


7! 


Ą) 4! (7 — 4)! 
7! 7 • 6 • 5 • 4! 


- 35 


4!31 4! -3-2*1 

Portanto. o termo independente de a* e 35. 

R.11 Desenvolvendo a potencia (2x + 1)'°, seguiido expoentes 
crescentes de x, determinar o ąuarto termo. 

Resoluęao 

Lembremos que o termo geral pode ser apresentado sob 
duas formas: 

segundo expoentes crescentes de x, 

T = f 10 V2x)P • I 10 ”'’ 
ou segundo expoentes decrescentes de x 
T = f * 1' 

Nesse caso, o problema exige a primeira forma, isto e: 
T - p°J(2x)P ■ l 10 -> T - ^^2^- 1 iu -p 


Queremos o quaito termo do deseńvolvimento. Para 
obter o valor de p, basta observarmos que p = 0 corres- 
ponde ao primeiro termo; p = l corresponde ao segundo 
termo; p — 2 corresponde ao terceiro termo; p — 3 cor¬ 
responde ao ąuarto termo. 

Portanto, fazendo p — 3 no termo geral: 


H?) 


2*x*-V°- 3 :.t 


- (?>- 


em que 


c?) ■» 


10! 


10 ! 


3!7! 
120 e 2 3 = 8 



B.13 


! (10 — 3)! 

10 ■ 9 • 8 v7f 
3 * 2 • l v7-T 

Logo, T = 120 • 8x 3 = 960x 3 . 
Assim. o ąuarto termo e 960x 3 


EXERCICIOS BA6IC0S 

Qual e o coeficiente de a 10 no desenvolvimento de 
(x 2 + l) 6 ? 

Qual e o coeficiente de ,v 4 no desenvolvimento de 
\x + ) S ? Sugestao. Escreva a expressao sob a forma 

(a + A^ 1 ) 3 . 

(UECE) O coeficiente de X 2 no desenvolvimento de 

(1/7 +2) 8 e: 

a) 112 c) 168 

b) 140 d) 224 

f T J 

Sugestao. Escreva a expressao sob a forma x + 2 J . 


B.14 (U. E. Londrina-PR) Se um dos termos do desenvolvi- 
mento do binómio (a + a) 5 , com a E IR, e 80x 2 , entao o 
valor de a e: 

a) 6 b) 5 c) 4 d) 3 e) 2 

B.15 (U. Taubate-SP) O termo independente de a 110 deseń- 
volvimento de |x + j 6: 

a) 10 c) 40 e) 20 

b) 30 d) 16 

B.16 Encontre o termo que nao depende de a no desenvolvi- 

/ _ 2 Y° 

mento de I yx — — I . 

Sugestao. Escreva a expressao sob a forma 

[x‘ 4 ( -2r ’)1“ 

B.17 Escrevendo o desenvolvimento do binómio (a 2 — 2) 8 se¬ 
gundo expoentes crescentes de a, determine o sexto termo. 

B.18 (Mackenzie-SP) No desenvolvimento de (J2 + a ) 6 
segundo expoentes crescentes de a, o termo central e: 

a) 10x 2 c) 40 J2 x? e) 20 a 3 

b) 40x 3 d) 12x 3 

Exerc{cios complementares de C.8 a C.13 
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Dois numeros binomiais de mesmo numerador sao 
iguais se, e somente se. tem o mesmo denominador ou 
sao complementares, isio e: 


<=> p = n ou p + k = n 


De aeordo com essa propriedade, determine a* em cada 
uma das equaęóes: 


f *\ 


f \ 

n 

—■ 

n 

< P J 




a) 




( \ 

9 

-— 

9 

< x J 




b > C S, U -3) Cg. u - [ t 


C.2 Obtenha a soma dos coeficientes do desenvolvimento de 
(3.v - y) 10 , Sugestao. Basta fazer a- - y = 1. (Pense o 
porque.) 

C.3 Calcule a soma dos coeficiemes do desenvolvimento de 

(a 4- y) s . 

C.4 (U. E. Londrina-PR) Se a soma dos coeficientes do 

deseńvoIvimen to do binómio (2a + y)" e igual a 243, 
en tao o numero n e: 

a) 12 b) 10 c) 8 d) 5 e) 3 

C.5 (Unifor-CE) A soma de numeros binomiais 


100 

o 


e igual a 

a) 2 LI 

b) 2 m 


\ 

100 
1 


+ 


100 


+ ... 4- 


100 

99 


x / \ 

100 


+ 


v 


c) 100 (1 

d) 100- 


e) 100 I(M 


„ i 

i 00 


por 


Sugestao. Multipliąue cada parcela 

P .) 

|/». ] iuci - /*. com 0 a expressao nao se altera. 

C.6 Calcule, em funęao de n, o valor do somatório 

tl 

Z 


f \ 
Tl 


Tl ^ />, 


P J 


, em que n e p sao numeros naturais com 


Sugestao. Desenvolva o somatório, obtendo: 


f > 


( 1 


f } 


( \ 

n 

1 4- 

n 

3- 

n 

+... + 

n 

UJ 


V I > 


tij 


n j 


e raciocine como no exeracio anterior. 
C.7 (UFPR) O valor dc n de modo que: 


( 1 


r \ 

( ' 


r \ 

n 

-i- 

n 

+ » 

-|- -J- 

■ * * * i 

Tl 

, oJ 


K 1 J 

U; 


v n ) 


aj 5 


b) 8 


c) 10 


d) 11 


- 1.024 e: 
e) 12 


C.8 Determine o coeficiente do termo em a 4 no desenvolvi 
mento de (a 4 2) 7 (a — 2) 7 . 

Sugestao. (a + 2) 7 (a — 2) 7 » [(a + 2)(a - 2)] 7 . 

C.9 Determine o termo independente de x no desenvolvi- 


mento de 


16, 


X +- 

a ; 


J_¥ 

x J 


C.10 M ostre que o desenvolvimento de J.r 
possui o termo independente de x. 


iii 


nao 


i .ii 


Sugestao. Escreva o binómio na forma |x + 2a 2 ] 

C-ll (U. F. Santa Maria-RS) O valor de K, K ^ 0, para que o 
coeficiente do termo .a 2 , no desenvo!vi mento de 

( \s 

seja igual a 80, e: 


+ ~K 


a) T 

b) l 


c) -i 

d) 2 


V 5 

e) — 


C. 12 (Unirio) No deseńvolvimento de (x + y)", segundo expo~ 
entes crescentes de a, a diferenęaenlre os coeficientes do 
3 S e do 2- termo, nessa ordem, e igual a 54. Podemos 
afirmar que o termo medio e o: 
a)3 e b) 4- c)5°~ d) 6 9 e) 7 Q 

C.I3 Deseuvolvendo a potencia (a 3 + 2) 6 segundo expoentes 
decrescentes de a, determine o quarto termo, 
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Copftulo 45 

PROBABIUDADE 


1. CONCEITUAęAO 

Um automóvel sera sorteado dentre os clientes de urn 
shopping center, Paulo depositou 50 cupons em uma das 
umas espalhadas pelo shopping, e Janete depositou 20 cu¬ 
pons. Hoje. dia do sorteio, os conteiidos de todas as umas 
foram juntados, fomiando uma pilha de 10.000 cupons. 
Um representante do shopping vai sortear um cupom. 

E possivel medir a possibilidade de cada um ganhar o 
automóvel. Como Paulo tern 50 cupons dentre os 10.000 

50 


que participam do sorteio, indicamos por —j 


.000 


medida da possibilidade de Paulo ganhar; analogamente. 

20 


a medida da possibilidade de Janete ganhar e 


10.000 


As fraęoes 


50 


20 


sao chamadas de proba- 


10.000 10.000 
bilidades de Paulo e Janete ganharem, respectivamente. 

Esse exemplo aj uda a entender que probabilidade e 
um numero que mede a possibilidade de ocorrer, ou nao. 
um resultado. 

Experimento aleatório 

Todo experimento cujo resultado depende exclusiva- 
mente do acaso e chamado de experimento aleatório. 

Exemplos 

a) O lanca me n to de uma moeda em que se considera 
como resultado a face voltada para cima e um experi- 
mento aleatório. 

b) O lanęamento de um dado em que se considera como 
resultado o numero de pontos da face voltada para 
cima e um experimento aleatório. 

Espaęo amostral de um experimento 
aleatório 

O conjunto de todos os 
resultados possiveis de urn 
experimento aleatório e 
chamado de espaęo amos- 
tral desse experimento. 



Exemplos 

a) No lanęamento de uma moeda o espaęo amostral e o 
conjunto E = {cara, coroa}. 

b) No lanęamento de um dado. o espaęo amostral e o 
conjunto E = {1, 2, 3, 4,5, 6}. 

Evento de um espaęo amostral 

Qualquer subconjunto de um espaęo amostral e cha¬ 
mado de eyento desse espaęo. 

Exemplos 

a) No lanęamento de uma moeda, em que o espaęo amos¬ 
tral e E = {cara, coroa}, o conjunto A = {cara} e um 
evento de E. 

b) No lanęamento de um dado, em que o espaęo amostral 
e E = (1, 2, 3,4, 5, 6}, o conjunto A ' {1, 2, 3. 4} e 

um evento de E. 

Espaęo amostral equiprovavel 

Um dado foi lanęado 1.000 vezes. O numero de vezes 
que ocorreu cada face e chamado de freqiiencia absoluta 
dessa face; e a razao da freąiiencia absoluta para o 
numero de vezes que foi realizado o experimento e 
chamada de freqiiencia relativa dessa face, A tabela a 
seguir descreve o que ocorreu nesses 1.000 lanęamentos. 


Face 


Freąuencia 

absoluta 


165 


encia 


relativa 


168 


165 


1.000 


0,165 


168 


1.000 


= 0,168 


165 


163 


169 


170 


Freąuencia 
total = 1.000 


165 


1.000 


= 0,165 


163 


1.000 


= 0,163 


169 


1.000 


= 0,169 


170 


1.000 


= 0,170 
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Observe que as freqiiencias relativas sao valores muito 
próximos um do outro. Se aumentassemos o numero de 
lanęamentos do dado para 2.000, 3.000, 10.000 etc., as 
frequencias relativas se aproximariam cada vez mais, 
tendendo a ficar iguais. Por isso, dizemos que o espaęo 
araostral em um lanęamento desse dado e equiprovavel. 

Um espaęo amostral e equiprovavel se as ffeąiien- 
cias reJativas de seus elementos tendem a um mesmo 
valor quando o numero de experimentos aumenta 
indefinidamente. 

2. DEFINięAO DE PROBABILIDADE 

Sejam E um espaęo amostral equiprovavel, finito e 
nao-vazio, e A um evento de E. A probabilidade de ocor- 
rer ałgum elemento de A e indicada por P{A) e 
definida por: 


P(A) = 


n(A) 

n(E) 


em que n(A) e n(E) indicam, respectivamente, o numero 
de elementos de A e de E. 


« / 

r EXERCICI05 RESOLYIDOS 


R.l No lanęamento de urna moeda. qual e a probabilidade de 
se obter cara na face voltada para cima? 

Resoluęao 

O espaęo amostral desse experimento e 
E = [ cara. coroa), e queremos que ocorra o elemento do 
f evento A — {cara). Como n(A) = 1 e n(E) = 2, temos, 
por definięao: 


P(A) = 


n(A) _ 1 
n(E) ~ ~2 


Podemos. tambem. dar a probabilidade sob forma de 
porcentagem, isto e, P(A) - 50%. 


R.2 No lanęamento de um dado, qnal e a probabilidade de se 
obter, na face voltada para cima, um numero de pontos 
menor que 5? 

Resoluęao 

O espaęo amostral desse experimento 6: 

E — [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } 


e ąueremos que ocorra algum elemento do evento 
B — { 1, 2, 3, 4}. Como n(B) = 4e n(E) = 6, temos, por 
definięao: 


P(B) = 

n{E) 


Ł 

6 


2 

3 


R.3 No lanęamento de dois dados, qual e a probabilidade de 
que a soma dos pontos das faces voltadas para cima seja 
igual a 5? 

Resoluęao 

O espaęo amostral desse experimento e o conjunto de 
todos os pares ordenados de numeros naturais (x, y) em 


que i ^ .v 6 e 1 ^ y 6.0 numero de elementos desse 
espaęo amostral pode ser calculado pelo princfpio funda- 
mental de contagem. Observe: 

(* , y) 

l i 

numeros de possibilidades —► 6 X 6 - 36 

A representaęao desse espaęo amostral e: 


E= J 


(1.1) (1,2) (1,3) 

(2.1) (2, 2) (2,3) 

(3.1) (3,2) (3.3) 


( 1 , 6 )' 
( 2 , 6 ) 
(3,6) > 


(6,1) (6, 2) (6, 3) .(6,6) 


Queremos qne ocorra algum elemento do evento: 

A — {(1,4), (2, 3), (3, 2), (4.1)} 

Como «(A) = 4e n(E) — 36, temos por definięao: 


P(A> = 


n(A) 

n(E) 


4 1 

m 9 


Nota 

Para entender que ha duas maneiras diferentes de se ob¬ 
ter uma face 2 e outra face 3. pinte um dado de vermelho 
e o outro de azul. O resultado “face 2 no dado vermelho 
e face 3 no azul” e diferente do resultado “face 2 no dado 
azul e face 3 no vemielho”, pois as faces voltadas para 
cima, no primeiro caso, nao sao as mesmas voltadas para 
cima no segundo. Por isso, consideramos os pares (2, 3) 
e (3, 2). 


Quem nao arrisca... 


Voce Ja deve ter se aventurado em um jogo de 
loteria. Continue acredltando em sua sorte, mas, 
conheęa antes suas chances de ficar rico. 

A quina e uma modalidade de jogo de apostas 
cujo resultado e formado por 5 dezenas, em qual- 
quer ordem, sorteadas dentre 80 dezenas. O apos- 
tador assinala um mTnimo de 5 e um maximo de 8 
dezenas, em um cartao com 80 dezenas. O numero 
de cartóes que podem ser formados com a aposta 
minima e C so 5 = 24.040.016. Logo, a probabilidade 
de serem sorteadas as dezenas de um cartao com a 


aposta minima e ^ * 0,000000041. 

Ma mega-sena o resultado e formado por 6 deze¬ 
nas sorteadas dentre 60 dezenas. O apostador assi¬ 
nala um mTnimo de 6 e um maximo de 15 dezenas, 
em um cartao com 60 dezenas. O numero de 
cartóes que podem ser formados com a aposta 
minima e C ęo 6 = 50.063.860. Logo, a probabilidade 
de serem sorteadas as dezenas de um cartao com a 


aposta minima e 


1 

50.063.860 


- 0,000000019. 


Tendo como referenda esses dois exemplos, 
calcule voce mesmo a probabilidade de ganhar em 
cada uma das outras loterlas oflcials. 
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Propriedades 

Sendo E um espaęo amostral equiprovavel, finito e 
naovazio, e A um evento de E, tem-se que: 

I) P(0 ) = 0 

0 


. ~ n(0) 

pois P 0 = 


n(E) n(M) 


= 0 


Nota 


O evento 0 e chamado de evento impossfyel. 
II) P(E) = 1 


• n/r^ «(£') i 

p01S P(E) = — rr~ — I 


n(E) 


Nota 


O evento £, que coincide com o próprio espaęo amos- 
tral, e chamado de evento certo. 

III) 0 ^ P(A) m 1 

pois 0CAC£=> «(0) ^ n(A) *£ /?(£) 

. »(0) ^ w(A) ^ n(E ) 

‘' «(£) " «(£) " rt(£) 

0 ^ P(A) 1 

IV) Sendo A o conjunto dos elementos de E que nao 
pertencem a A, tem-se que: 

P(A) + P(A) = 1 



pois, como AUA — ifeAnA — 0, tem-se que: 

«(A) 4* n(A) = n(E) 

. n(A) + n(A) _ n(E) 


n(E) ji{E) 
P(A) + P(A) = 1 


n(E) 


Nota 



O evento A e chamado de complementar de A. 


EXERCICiOS KEeOlYWOe 


R.4 Uma urna contem bolas colońdas. Retirando-se u ma 
bola dessa uma, a probabilidade de se obter uma bola 
vermelha e 0,64. Qual e a probabilidade de se obter uma 
bola que nao seja vermelha? 

Resoluę&ó 

Lndicando por A o evento fonnado pelas bolas verme- 
lhas. o complementar de A e o evento A fonnado pelas 
bolas nao vermelhas. Sabemos que: 


Logo: 


P(A) + P(A) = 1 

P(A) = 1 - P(A) 

:. P(A) - 1 - 0,64 = 0,36 


Temos, portanto, que a probabilidade de se obter uma 
bola que nao seja vennelha e 0,36. 


R.5 


Uma urna contem apenas bolas brancas e bolas azuis. 
Retirando-se, ao acaso, uma bola da urna, a probabi¬ 
lidade de se obter uma bola azul e o quadruplo da proba¬ 
bilidade de se obter uma bola branca. Qual e a probabi¬ 
lidade de se obter uma bola branca? 

Resoluęao 

Sendo os eventos A = {jr [ jc ć bola azul da uma] e 
B = {y ] v e bola branca da urna), temos que 
P(A) = 4P(B). Como a uma contem apenas bolas brancas 
e bolas azuis, temos que A e B sao eventos complemen- 
tares, portanto P(A) -1- P{B) = !. Assim, resolvendo o 
sistema: 

P(A) = 4 P(B) 

P{A) + P(B) - 1 

obtemos P(B) — ouseja, a probabilidade de se obter 

uma bola branca e Ą-. 

5 


EXERCIC10S BASICOS 


B.l (UNOPAR) A probabilidade de voce garthar uma bici- 
cleta numa rifa de 100 numeros da qual voce comprou 
quatro numeros e: 

1 v 1 



B.4 


B.5 


, 2 
3) 5 


b) 


1 


10 


c) 


d) 


25 

1 

30 


e) 


50 


B.2 Uma uma contem exatamenie cem etiquetas numeradas 
de 1 a 100. Retirando uma etiqueta dessa uma. qual e a 
probabilidade de obtermos um utimero menor do que 41 ? 

B.3 (U. E. Londrina-PR) No lanęamento de duas moedas, a 

probabilidade de se obter pelo menos uma cara e: 

a) 50% c) 25% e) 33% 

b) 100% d) 75% 


No lanęamento de dois dados. calcule a probabilidade de 
se obter nas laces voltadas para cima: 

a) soma dos pontos igual a 7, 

b) soma dos pontos igual a 6. 

c) soma dos pontos igual a 13. 

d) soma dos pontos menor que 5. 

e) soma dos pontos menor que 13. 

(Osec-SP) Lanęando-se dois dados, a probabilidade de 
ocorrer a face com 5 pontos em pelo menos um dos 
dados e: 

n_ . 5 ... i 

36 


a) 


c) 


b) T 


d) 


18 

X 

6 


e) 


36 


B.6 (Cesgranrio) Sorteando-se um numero inteiro n, 

1 ^ fi ^ 999, a probabilidade de se obter um multiplo 
de 9 e: 


a) 


b) 


1 


999 

1 


10 




•>T 


B.7 No lanęamento de trSs dados, qual ć a probabilidade de 
obtermos numeros iguais de pontos nos tres dados? 
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B.8 Uma moeda e lanęada tres vezes. Qual a probabilidade 
de obtermos cara nos dois primeiros lanęamentos e coroa 
no terceiro? 

B.9 Lanęando-se tres vezes uma moeda. qual e a probabi¬ 
lidade de se obter cara nos dois primeiros lanęamentos? 

B.10 No lanęamento de tres moedas, qual e a probabilidade de 
se obter duas caras e uma coroa? 

B.ll Uma comissao de tres pessoas sera escolhida dentre 
cinco pessoas, sendo apenas uma de nome Paulo. Qual e 
a probabilidade de Paulo participar da comissao? 

B.12 Se mim grupo de quinze homens e cinco mulheres sorte- 
armos tres pessoas. qual e a probabilidade de serem 
sorteados dois homens e uma mulher? Sugestio. Cada 
elemento do espaęo amostral E e um conjunto de tres 
pessoas escolhidas dentre as pessoas do grupo. Cada 
elemento do evento A que se deseja e um conjunto de tres 
pessoas, sendo dois homens e uma mulher, escolhidos 
dentre as pessoas do grupo. 

B,13 Ao atirar num alvo, a probabilidade de unia pessoa acer- 
3 

ta-lo e —. Qual e a probabilidade de ela errar? 

B.I4 Uma caixa contern lampadas perfeitas e lampadas defei- 
luosas. Escolhendo ao acaso tres lampadas dessa eaixa. 
a probabilidade de obtermos pelo menos uma lampada 
17 

defeituosa e yy. Qual e a probabilidade de retirarmos 
tres lampadas perfeitas da caixa? 

B.15 (PUC-SP) No lanęamento de tres dados, a probabilidade 
de nao se obter nas tres faces voltadas para cima o 
mesmo numero de pontos e: 


a) 

b) 


36 

3 


c) 

d) 


7 


36 

11 

36 


4 


35 

36 


B.16 A probabilidade de um cavalo vencer uma corrida e o 
triplo da probabilidade de perder. Qual e a probabilidade 
de que esse animal venęa a corrida? 

£xerclcios complementares de C.1 a C.7 

3. ADięAO DE PROBABILIDADES 

Teorema 

Seja E um espaęo amostral equiprovavel finito e 
nao-vazio. Para quaisquer eventos A e B de £, tem- 
se quę: 

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A O B) 

Demonstracao 

Pelo principio aditivo de contagem, temos que: 

n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A O B) 

Lwidindo por /?(£) ambos os membros dessa igualdade, 
obtemos: 


n(A U B) _ n{A) , n{B) 


n(A n B) 


n(E) n(E ) n(E ) n(E) 

P{A U 3) = P(A) + P{B) - P(A n B) 


(c.q.d.) 


Eventos mutuamente exclu$ivo$ 

Os eventos A e B sao chamados de mutuamente 
exdusivos se, e somente se, A n B = 0. 



Nesse caso, temos que: 

P(A U B) = P(A) + P(B) 


Nota 

O teorema da adięao de probabilidades e aplicado 
na resoluęao de problemas que pedem a probabilidade de 
ocorrer um evento A ou um evento B , pois o conectivo ou 
indica a uniao dos eventos. 





EXERCICI05 RE50LVID0S 


R.6 Sejam A e B dois eventos de um espaęo amostral E. 
Deferniinar P(A), sabendo que: 


P(B) = y, P(A U fi) = iy eP(A n 5) = y 

Resoluęao 

Pelo teorema da adięao de probabilidades, temos que: 


P(A U fi) = P(A ) + P(B) - P(A D fi) 


. 11 
' 30 


= P(A) + y 


]_ 

6 


■ ii 

” 30 




Logo, P(A) = j. 


R.7 Sejam A e fi dois eventos mutuamente exclusivos de um 
espaęo amostral E. Determinar P(A U fi), sabendo que 

P(A)= y e P{B) — y. 

Resoluęao 

Como A e fi sao mutuamente exclustvos. isto e, 

A Ci fi = 0, temos que: 

P{A U fi) = P{A) + P(B) 

1 2 17 

.•.P(AUi ) =y + y = — 

R.8 Uma uma contem exatamente vinte bolas. numeradas de 
1 a 20. Retira-se, ao acaso. unia bola da uma. Qual e a 
probabilidade de se obter uma bola cont um numero 
muitiplo de 2 ou de 3? 

Resoluęao 

O espaęo amostral do experimento e: 

E = {1,2, 3, 4, ...,20} .*.«(£) = 20 
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R.9 


Consideremos dois eventos: um deles, caracteńzado 
peia propriedade anterior ao conectivo ou, e o outro. 
caracterizado pela propriedade posterior ao eonectivo ou 
do enunciado. Isto i: 

A = {jcG E j x e multiplo de 2} = {2, 4, 6,20} 
n(A) = 10 

B — {v G E | y e multiplo de 3} = {3,6,9..... 18} 
n(B) = 6 

Queremos a probabilidade de ocorrer algom elemento de 
A ou B , ou seja. P(A U fi). Paraisso,precisamos de/l C\ B: 

A fi B = {6, 12, 18} n(A (1S) = 3 
Logo, temos: 

P(A U fi) - P(A) + P(B) ~ P(A flS)^ 

m - 10 6 3 _ 13 

( J 20 + 20 20 20 

Nota 

Sempre que a pergunta do problemu for da forma “Qual 
e a probabilidade de ocorrer A ou fi?”, a resoluęao pode 
ser feila atraves do teorema: 

P(A U fi) = P(A) + P(B) - P(A n fi) 

U ma urna contem cinco bolas vermelhas, tres bolas 
azu is e quatro bolas brancas. Retira-se, ao acaso. u ma 
bola da urna. Qual e a probabilidade de sair uma bola 
vermelha ou uma bola azul? 

Resoluęao 
O espaęo amostral e; 

E = {x I x e boia da uma} n(E) — 12 


Consideremos dois eventos: 


A = {v G E | v e bola vermelha} n(A) - 5; 

B ~ {c G E | z e bola azul} .\ n(fi) = 3 

Observe que A e fi sao mutuamente exclusivos, isto e, 
A fi fi = 0. 

Logo. temos: 

P(A U fi) = P(A) + P(B) => P(A U fi) = 

8 _ 2 
12 3 


-Ł + _Ł 

12 12 



EXERCICIOS 3ASIC0S 


B.17 Uma urna contem exatamente trinta etiquetas uumeradas 
de I a 30. Retirando-se, ao acaso, uma etiqueta da uma. 
qual e a probabilidade de obtermos um mimero menor do 
que 20 ou um mimero fmpar? 

B.18 (Vunesp) Lanęando-se simultaneamente dois dados uao 
viciados, a probabilidade de que sua faces superiores 
exibam soma igual a 7 ou 9 e: 


a) T b> T c) 


II 


d) 


18 


x 3 

e) T 


B.19 (Cesgranrio) Lanęando-se simultaneamente um dado e 
uma moeda, qual e a probabilidade de se obter a face 
cara na moeda ou a face 6 no dado? 

7 


a) 


J2 


i 

b) ~ 


,4 .,5 , l 

c> T J, 17 c) 7 


B.20 Uma caixa contem exatameme 1.000 bolas numeradas 
de ! a 1.000. Qual e a probabilidade de se tirar, ao acaso, 
uma bola eontendo um numero par ou um niimero de 
dois algarismos? 

a) 45% b) 59% c) 50% d) 19% e) 54,5% 


B.21 Num grupo de sessenta pessoas, dez sao torcedoras do 
Sao Paulo, cinco sao torcedoras do Palmeiras e as outras 
sao torcedores do Corinthians. Suponha que cada pessoa 
toręa para um unico clube. Escolhido ao acaso um 
elemento do grupo, a probabilidade de ele ser torcedor 
do Sao Paulo ou do Palmeiras e: 
a) 0,40 b) 0,25 c) 0,50 d) 0,30 e) n.d.a. 

B.22 Dentre os automóveis estocados no patio de uma monta- 
dora escolhe-se um, ao acaso. A probabilidade de que o 

automóvel escolhido tenha freió ABS e a probabi- 

O 

2 

lidade de que ele tenha direęao hidraulica e ~ ea pro- 

babilidade de que ele tenha freio ABS e direęao hidrau- 
11 

lica e A probabilidade de que esse automóvel 

tenha freio ABS ou direęao hidraulica e: 


a) 


24 


b) 


1 


12 


C) ł 


d) 


1 


, 5 

e) lT 


Exercicios compiementares de C.8 a C.13 

4. PROBABILIDADE CONDICIONAL 

Uma urna contem exalamente vinte etiquetas nume¬ 
radas de I a 20. Retira-se uma etiqueta da urna. Sabendo- 
se que o numero da etiqueta e par, qual e a probabilidade 
de que esse numero seja 2? 

Como sabemos que o numero da etiqueta retirada e 
par, temos como espaęo amostral o seguinte conjunto: 

A = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} n(A) = 10 
O evento que queremos e B = {2} n(B) = 1. 

Logo, P(B) = j|§| =-L. 

/i(A) 10 

Notę que o fato de sabermos que ocon‘eu o evento 
“numero par” faz com que o espaęo amostral fique redu- 
zido a esse evento. 

Defmięao 

Chama-se probabilidade condicional de um 
evento B a probabilidade de esse evento ocorrer 
eonsidferando-se que ja ocorreu um evento A. 

Indicamos essa probabilidade por P(BiA) (le-se ‘'probabi¬ 
lidade de B, dado A !f ). 

Analisemos o seguinte problema generico: o espaęo 
amostral E de um experimento aleatório e equiprovavel, 
finito e nao-vazio. A e B sao eventos de E, com A # 0. 
Ao realizar-se o experimento, ocorre o evento A. Qual e 
a probabilidade de ter ocorrido tambem o evento BI 



279 


ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE 













UNIDADE 8 


Devemos calcular P(B!A). Como sabemos que ocorreu 
o evento A, o espaęo amostral fica reduzido a esse evento. 
O evento B , por sua vez, só podera ocorrer na intersecęao 
de A e B. Assim, temos que: 


P(B/A) = 0 B ^ 


n{A) 


Notę que, se A e B forem mutuamente exclusivos, entao 
P(B/A) = 0. 



EXERCICI05 RESOLYIDOS 


R.10 No lanęamento de ura dado, considerar os seguintes 
eventos A — { 1 , 2, 3,4}; B = {3, 4, 5, 6J . 

Qual e a probabilidade de ocorrer o evento B, sabendo-se 
que ocorreu o evento A ? 



Resoluęao 

Sabemos que ocorreu o evento A; logo. o espaęo amos- 
tral fica reduzido a esse evento. O evento B só podera 
ocorrer na intersecęao de A e B. Assim. temos: 


P(B/A) = 


n(A OB) 2 


n(A) 


R.11 No lanęamento de dois dados, sabe-se que se obteve nas 
faces voltadas para cima a soma dos pontos igual a 6. 
Qual e a probabilidade de que essas faces apresentem o 
mesmo numero de pontos? 

Resoluęao 

Temos dois eventos a considerar: 

A — {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5.1)} 

B={(U (2,2), m 3), (4.4), (5, 5), (6.6)} 

Como sabemos que ocorreu o evento A. o evento B só 
podera ocorrer na intersecęao de A e B. isto e, o par 

(3. 3). Assim, temos P(B/A) = n '^ ^ . 

n(A) 5 


EXERCICIOS 3ASIC0S 


B.23 Urna urna contem exatamente vinte bolas, numeradas de 
1 a 20. Retirando-se ao acaso urna bola dessa unia, 
observa-se que o numero e menor do que 8. Qual e a 
probabilidade de que esse numero seja par? 

B.24 (U. F. S. Carlos-SP) Dois dados usuais e nao-viciados 
sao lanęados. Sabe-se que os numeros observados sao 
impares. Entao, a probabilidade de que a soma deles seja 



8 e: 
a) - 


36 


b) T 


, 2 
C) T 


“>T 


e) 


B.25 (Osec-SP) O numero da chapa de um carro e par. A 
probabilidade de o algarismo das unidades ser zero e: 


a) 


1 


10 


b ^T 


V 4 

C) T 


d) 


e) 


1 


B.26 (UFBA) Todos os 40 alunos de uma classe ja leram pelo 
menos um dos romances Memórias Póstumas de Bras 
Cubas ou Dom Casmurro , de Machado de Assis. Vinte e 
oito alunos ja leram Memórias Póstumas de Bras Cubas 
e 31 alunos ja leram Dom Casmurro. Escotheu-se um 
desses.alunos. ao acaso, constatando-se que ele ja havia 
lido Dom Casmurro. 




A probabilidade de que o aluno escolhido tenha Lido Me- 
mórias Póstumas de Bras Cubas 6: 


a) 


31 


b) 


17 

20 


c) 


17 

27 


d) 


ii 

31 


e) 


1 


31 


18 


Exerci'cios complementares C.14 e C.15 

Evento$ independentes 

Definięao 

Seja um espaęo amostral E, frnito e nao-vazio. 
Sejam A e B eventos de E. Dizemos que A e B sao 
eventos independentes se, e somente se: 

P(BIA) = P(B) ou P{A!B) = P(A) 

Exemplo 

Uma moeda e lanęada duas vezes. Vamos calcular a 
probabilidade de: 

a) obtermos cara no segundo lanęamento; 

b) obtermos cara no segundo lanęamento, sabendo que 
obti vemos cara no primeiro lanęamento. 

Vejamos: 

a) O espaęo amostral e: 

Cara Coroa 

\ / 

E = {(e, c), (c, k) t (k, k), (k, c)} 
n(E) — 4 

O evento que queremos e A — {(c, c% (k> e)} 
n(A) — 2. 

Logo , P(A) = igl =|=f 
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b) Temos dois eventos a considerar: 

cara no primeiro lanęamento (5) => B — 
cara no segundo lanęamento (A) => A — 


{(c, c\ (, c,k )} 
{(c, c), (k, c)j 


Como sabemos qne ocorreu o evento B, temos que o 
evento A só pode ter ocorrido na intersecęao de A e B: 


P(A/B) 


n(A n B) _ 1 
2 


n(B) 


Observando as respostas dos itens (a) e (b), temos que 


P(A/B) = P(A) = 


2 * 


Por isso, dizemos que A e B sao eventos independentes, 

m 

1 

EXERCICIO RESOLVIPO 

R.12 De uma urna com 5 bolas de cores diferentes, azul, 
yermelha, verde, marrom e pręta, foram sorteadas suces- 
sivamente duas bolas. Sabendo que na primeira retirada 
sorteou-se uma bola yermelha e que esta fol reposta na 
urna, qual e a probabilidade de que, na segunda retirada, 
tambem tenha safdo a bola yermelha? 

Resoluęao 

Para a segunda retirada a urna continuava com 5 bolas, 
pois a primeira bola foi reposta. Logo, a probabilidade de 

ter safdo bola vermelha na segunda retirada e -y. 

Notę que os eventos “resultado na primeira retirada” e 
“resultado na segunda retirada” sao independentes 
quando ha reposięao da primeira bola, pois a probabili¬ 
dade de ocorrer urn certo resultado no segundo experi- 
mento independe do resultado do primeiro. Porem, se 
nao tivesse sido reposta a primeira bola, os eventos seri- 
am dependentes. pois a probabilidade de sair bola ver- 
melha na seguuda retirada seria 0 (zero), se ja tivesse sa¬ 
fdo bola yermelha na primeira retirada, ou seria -y em 

caso contrario. Ou seja, a probabilidade do segundo ex- 
perimento dependeria do que ocorreu no primeiro. 


5. MULTIPLICAęAO DE 
PROBABILIDADES 

Seja E um espaęo amostral equiprovavel, finito e nao- 
vazio. Sejam A e B eventos de E. 


B 



Vimosque P{B/A) = B) 


Dividindo o numerador e o denominador dessa fracao 
por «(£), temos que: 

n(A H B) 


P(B/A) 


n(E) 


n(E) 


P{BIA) = - P(AnS) 


P(A) 

P(A n B) = P(A) ■ P(B/A) 


Nota 


Se A e B forem eventos independentes, entao: 
P(A fi B ) = P(A) ■ P(B) 



EXERCICIOS RE50LV1P0S 


R.13 Uma uma coutem precisamente sete bolas: quatro azuis 
e tres vermelhas. Retira-se, ao acaso, uma bola da uma, 
registra-se sua cor e repoe-se a bola na urna. A seguir, 
retira-se novamente uma bola da urna e registra-se sua 
cor. Calcular a probabilidade de: 

a) sair uma bola azul e depois uma yermelha; 

b) safrem duas bolas de cores diferentes. 

Resoluęao 

A A A A 
V V V 


Convenęao. A e V representam bola azul e bola verme- 
Iha, respectivamente. 

a) Queremos que a primeira bola retirada seja azul e a 
segunda seja vermelha. A probabilidade de a primeira 
4 

bola sair azul e — e a probabilidade de a segunda 

3 

bola sair yermelha e ~. Assim, a probabilidade de 


obtermos a seqiiencia: 


12 


AeVĆP = ± : ±= 49 


j 


Pelo teorema 
da multiplicaęao 
de probabilidades 

b) Temos duas seqtiencias possfveis, com as respectivas 
probabilidades: 


A e V, P, - — * — == 


12 

49 


ou 


*1 

© 


3 


V e- A, P,= ~ • -A- 


12 

49 


/?(A) 


Assim, a probabilidade total e: 

12 12 
t — Pi + P 2 — T Ąy 


24 

49 
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R.14 Uma urna contem exataniente sete bo]as: quatro azuis e 
tres verme1has. Retira-se. ao acaso, uma bola da uma, 
registra-se sua cor e nao se repoe a bola na uma. A 
seguir, retira-se oulra bola da uma, registrando-se sua 
cor. Calcular a probabilidade de: 

a) sair uma bola azul e depois uma vermelha; 

b) safrem duas bolas de cores dilerentes. 

Resoluęao 

A A A A 

v v v 


a) A probabilidade de a primeira bola retirada ser azul e 
4 

-y e a probabilidade de a segunda bola retirada ser 

vermelha, sabendo-se que a primeira bola fol azul, e 
3 

y (di min u unos uma unidade no denominador, pois 

nao houve reposięao da primeira bola). 

Assim, a probabilidade de a seąiiencia: 

430 
A e V ocorrer e P — — * — = — 

7.6 7 


I 


Pelo teorema 
da multiplicaęao 
de probabilidades 

b) Tenios duas sequencias possi'veis, com as respectivas 
probabilidades: 


4 3 9 

AeV, p. = .1. . ± = j=. 


Oli 

. D 3 4 2 

V e A, P 2 = T • T = ~ 

Logo, a probabilidade tolal e: 

2 9 

p = p, + p 2 = 4- + 4 - = 


R.15 Uma urna contem exatamente nove bolas: cinco azuis e 

quatro vemielhas. 

a) Retirando simultaneamente tres bolas da uma, qual a 
probabilidade de obtermos duas bolas azuis e uma 
vermelha? 

b) Retirando sucessiyamente, sem reposięao, tres bolas 
da urna, qual a probabilidade de obtermos duas bolas 
azuis e uma vermelha? 

Resoluęao 

a) O espaęo amostral Eó formado por todos os conjuntos 
possfyeis de tres bolas da urna. Assim, temos que: 


n(E) = C 9 * - 


9! 


9! 


3 ! 6 ! 


= 84 


3!(9 - 3)1 

O evento A que nos interessa e formado por todos os 
conjuntos possiveis de tres bolas da uma, sendo duas 
azuis e uma vermelha. Assim, temos que: 

n(A) = C 5i2 * C 4 . f = 10*4 = 40 


Logo, P(A) - 


fi(A) _ -40 _ 10 


n(E) 


M 


21 ’ 


b) Temos tres seqtiencias possfveis, com as respectivas 
probabilidades: 


AAV,P, = A ■ 
AVA, P 2 = i- - 
VAA, P s = i- 


4 4 
8 ’ 7 

4 4 

8 ’ 7 

5 4 
8 ’ 7 


10 

63 

10 

63 

10 

63 


ou 


Gil 


Logo, a probabilidade total e: 

P = P t + P 2 + P 3 = 

_ 10 10 10 .,30 10 

63 63 63 63 21 


Comparando os itens (a) e (b) do exercfcio R.15, 
percebemos que a probabilidade de retirarmos simulta¬ 
neamente as bolas da uma e igual a probabilidade de 
retira-las sucessiyamente e sem reposięao. Esse resul- 
tado pode ser generalizado da seguinte maneira: 

Propriedade 


Sejam a u a 2i a 3 , ..., a k elementos de urn conjunto 
A com n elementos. A probabilidade de se retirar 
simultaneamente esses k elementos do conjunto A e 
igual a probabilidade de se retira-los sucessiyamente 
e sem reposięao. 

Sugerimos que todo prób lenia onde for pedida a pro¬ 
babilidade de retiradas simultaneas seja transformado 
em retiradas sucessivas e sem reposięao. Cuidado! Nas 
retiradas sucessivas a ordem dos elementos retirados 
deve ser levada em consideraęao. 



EXERCICIO KBS01V\D0 





R.16 Uma uma contem exatamente onze bolas: seis azuis e 
cinco vermelhas. Retirando-se simultaneamente quatro 
bolas, qual e a probabilidade de sanem tres bolas azuis e 
unia vermelha? 

Resoluęao 

Em vez de retirarmos as bolas simultaneamente, resoi- 
veremos Lim problema equivalente, retirando as bolas 
suces.sbamente e sem reposięao. 

Assim. as seqiiencias que nos interessam, com suas 
respectivas probabilidades, sao: 


AAAV t P, = 
AAVA, P 2 - 
AVAA, P 3 = 
VAAA, P 4 = 


6 _ 5 4 5 _ 5 

11 10 * 9 ’ 8 " 66 

6 5 5 4 _ 5 

11 10 ‘ 9 * 8 “ 66 

6 .5 5 . 4 5 

II * 10 * 9 * 8 66 

_ 5 _ _ _ 6 _ . _ 5 _ . 4 _ 5 

U 10 ’ 9 " 8 66 


Assim, a probabilidade total e: 

P = P,+P 2 + P 3 + P 4 = 

Nota 


10 

33 


Poderiamos ter caleulado apenas P, e multiplica-lo por 
4, pois todas as seqiiencias terao a mesma probabilidade. 


r 
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W EXERCICIOS BASICOS 


B.27 Urna urna contem precisąmente nove boJas: tres brancas, 
duas pretas e quatro azuis. Retirando-se tres bolas da 
uma, uma de cada vez e com reposięao, calcule a proba- 
bilidade de sairem: 

a) a primeira bola branca. a segimda bola pręta e a terceira 
bola azul; 

b) trśs bolas de cores diferenles; 

c) tres bolas azuis. 

B.28 Uma uma contem exatamente sete bolas: tres brancas e 
quatro pretas. Retirando-se sucessivamente e sem repo¬ 
sięao tres bolas, qual a probabilidade de: 

a) sairem as duas primeiras bolas pretas e a terceira 
branca? 

b) sairem duas bolas pretas e uma branca? 

c) sair pelo menos uma bola branca? 

B.29 Unia uma contem exatamente nove bolas: cinco brancas 
e cjuatro pretas. Retirando-se simullaneamente tres 
bolas, qual e a probabilidade de: 

a) sairem duas bolas brancas e uma pręta? 

b) sairem tres bolas pretas? 

c) sair pelo menos unia bola branca? 

d) sairem no maximo duas bolas brancas? 

B.30 No lanęainento de um dado e uma moeda, qual e a proba- 
biiidade de se obter cara na moeda e a face 5 no dado? 

B.31 Uma moeda e lanęada cinco vezes. Qual e a probabili¬ 
dade de se obter: 

a) cinco caras? b) tres caras e duas coroas? 

B,32 (Vunesp) Num grupo de 100 pessoas da zona rural. 25 
estao afetadas por uma parasitose intestinal A e 11 por 
uma parasitose intestinal B. nao se verificando nenhum 
caso de incidenciaconjunta de/4 e B. Duas pessoas desse 
grupo sao escolliidas, aleatoriamente, uma após a outra. 
Detemiine a probabilidade de que, dessa dupla, a primeira 
pessoa esteja afetada por A e a segunda, por B. 

B.33 (U. E. Londrina-PR) Num baralho comum, de 52 cartas, 
existem quatro cartas “oito”. Retirando-se duas cartas 
desse baralho, sucessivamente e sem reposięao, qual a 
probabilidade de se obter um par de '‘oitos”? 

1 ,1 ,1 


a) 

b) 


2.704 

1 

2.652 


c) 

d) 


1.352 

1 


e) 


442 


221 


B.34 (FGV-SP) Numa sala existem seis casais; entre estas 12 
pessoas, duas sao selecionadas ao acaso. 

a) Qual a probabilidade de selecionarmos um homem e 
sua esposa? 

b) Qual a probabilidade de selecionarmos dois liomens? 

B.35 (UNAERP) Em um campeonato de tiro ao alvo. dois 
finalistas atiram num alvo com probabilidade de 60% e 
70%, respectivamente, de aceriar. Nessas condięoes, a 
probabilidade de ambos errarem o alvo 6: 
a) 30% b) 42% c) 50% d) 12% e) 25% 

Exerci'cios comptementares de C.16 a C.21 


Jr EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l (Fuvest-SP) Uma urna contem 9 bolas, numeradas de 
1 a 9, Sorteiam-se, com reposięao, duas bolas. A proba¬ 
bilidade de que o numero da segunda bola seja estrita- 
mente maior que o da primeira e: 

72 ,. I . 36 „ 30 * 45 

- ») T 


C.4 


C.5 


C.ć 


a) 


81 


c) 


81 


d) 


81 


e) 


81 


C.2 (Vunesp) O resultado de uma pesquisa realizada pelo 
Ipesp sobre o perfil dos fumantes e publicada pela revista 
Veja de 3/6/98 mostra que, num grupo de 1.000 pessoas, 
17% fumam e, denlre os fumantes, 44%' sao mulheres. 
Se, nesse grupo de 1.000 pessoas, uma e escolhida ao 
acaso, a probabilidade de e!a ser fumante e niulher e, 
aproximadamente: 

a) 0,044 b) 0,075 c) 0.44 d) 0,0075 e) 0,0044 

C.3 (Fuvest-SP) Escolhem-se ao acaso dois numeros natu- 
rais distintos de 1 a 20. Qual e a probabilidade de que o 
produto dos numeros escolhidos seja fmpar? 

9 ... 1 .9 


a) 


38 




c) 


20 


,, 1 , 8 

d) T e) 


25 
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A Supersena e uma modali- 
dade de jogo em que o 
apostador assinala um mf- 
nimo de 6 e um maximo de 
15 dezenas em um cartao 
com 48 dezenas. Dentre es- 
sas quarenta e oito dezenas 
sao sorteadas seis. 

a) Calcule o numero de 
cartoes diferentes que 
podem ser fomiados 
com a aposta minima. 

b) Qual e a probabilidade 
de serem sorteadas as 
dezenas de um cartao 
com a aposta minima? 

Marcia precisa telefonar para sua prima Priscilla, mas se 
esqueceu do numero do telefone. Lembra-se apenas de 
que o numero e formado por sete algarismos e que os tres 
primeiros sao 8, 6 e 9. nessa ordem. Qual e a probabi¬ 
lidade de. em apenas uma tentativa, Marcia discar o 
numero correto? 

(Enem) Em um concurso de televisao. apresentam-se ao 
participante 3 fichas volladas para baixo, estando repre- 
sentadas, em cada uma delas. uma das letras T, V ou E. 
As Fichas encontram-se aiinhadas em uma ordem qual- 
quer. O participante deve ordenar as fichas ao seu gosto, 
mantendo as letras voltadas para baixo, tentando obter a 
sigla TVE. Ao desvira-las, para cada letra que esteja na 
posięao correta ganhara um premio de R$ 200,00. 

1) A probabilidade de o participante nao ganhar qual- 
quer premio 6 igual a: 

1 


a) 0 


b) T 


c) T 


d) 


e) i 


II) A probabilidade de o concorrente ganhar exatamente 
o valor de R$ 400,00 e igual a: 

1 I 2 

j <i)f 


a) 0 


b) 


*1 
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C.7 (UFBA) No lanęamento de tres dados. qual e a probabi- 
lidade de que o produto dos tres numeros (de pontos) ob- 
tidos seja par? Sugestio. Calcule, inieialmente, a próba- 
bilidade do evento complementar. 

C.8 Urn baralho e composto de 52 cartas distribuidas em 
quatro naipes: ouros (♦). copas (**), espadas (4) e 
paus «*). Para cada naipe existem treze cartas: A (as), 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J (valete), Q (dama) e K (rei). 
Sorieando-se, ao acaso, urna carta desse baralho, qual e 
a probabilidade de se obter um rei ou unia carta de paus? 



C.9 Em urna conferencia es tao reunidos: cinco mulheres e 
sete homens, matemśticos; qual.ro mulheres e oito 
homens, tisicos; seis mulheres e quatro homens, quf- 
micos. Uma pessoa e escolhida, ao acaso, para presidir a 
conferencia. Qual a probabilidade de que essa pessoa 
seja mulher ou matematico(a)? 

C.10 (FGV-SP) Roberto J., administrador recem-formado, 
envia um currieulo para duas empresas A e B, a procura 
de emprego. A probabilidade de seraceito pela empresa 
A e de 25%, a probabilidade de ser aeeito pela empresa 
B e 20% e a probabilidade de ser aeeito por ambas e 8%. 

a) Qual e a probabilidade de ser aeeito por ao menos 
uma empresa? 

b) Qual e a probabilidade de ser aeeito por exatamente 
uma empresa? 


C.l 1 Nuni colegio, a probabilidade de um aluno, escolhido ao 
acaso, ter 18 anos ou mais e 38% e a probabilidade de ter 
18 anos ou menos e 79%. Qual a probabilidade de esse 
aluno ter exatamente 18 anos? 


C.12 (Fuvest-SP) A probabilidade de que a popuiaęao atual de 
um pais seja de 110 milhoes ou mais e 95%. A probabi¬ 
lidade de ela ser de 110 milhoes ou menos e 8%. Calcule 
a probabilidade de essa popuiaęao ser de 110 milhoes. 

C.13 Na gondola de um supermercado ha somente sabonetes 
azuis ou da marca Lux. num total de 140 unidades: 80 
azuis e 100 da marca Lux. Retirando-se, ao acaso, um 
sabonete dessa gondola, qual e a probabilidade de se 
obter um sabonete azul da marca Lux? 


C.14 Uma pesquisa feita entre setenta pessoas revelou que, 35 
ja consumiram o produto A; cinqiienta ja consumiram o 
produto B: e cinco ainda nao consumiram nem A nem B. 
Escolheu-se uma dessas setenta pessoas ao acaso, e ela ja 
havia consumido o produto A. Qual e a probabilidade de 
que essa pessoa tambem lenha consumido o produto BI 


C.15 Um baralho de 52 cartas e 
constitufdo por quatro nai¬ 
pes — ouros, paus, espa¬ 
das e copas —, sendo treze 
cartas de cada naipe: A, 2, 
3,4,5,6, 7, 8, 9,10, J,Qe 
K. Escolhida uma carta 
desse baralho e sabendo 
que essa carta e um as (A), 
qual e a probabilidade de 
que esse as seja de copas? 



C.16 (Fuvest) 

a) Construa o espaęo amostral formado pelas oito possi- 
bilidades de dislribuięao de sexo (M ou F) dos trSs 
filhos de um casal. Determine nesse espaęo os sub- 
conjuntos cori'espondentes aos eventos. 

A — Exislem crianęas de sexos diferentes. 

B — Existem pelo menos duas meninas. 

b) Supondo que as oito possibilidades sao igualmente pro- 
vaveis, mostre que A e B sao evento$ independentes. 
Sugestio. Voce deve provar que P{A/B) = P(A) ou 
que P(BIA) = P(B). 


C.17 Num teste de sete questoes do tipo “classificar a sentenęa 
como verdadeira ou falsa”, a probabilidade de um candi- 
daio, que responde a todas ao acaso, acertar pelo menos 
seis ąuestóes e: 


a) 

b) 


l 

256 

1 

128 


c) ir 


d) 


i 


32 


e) 


16 


C.18 Unia prova e composta de cinqiienta testes de multipla 
escolha, cada um com cinco altemativas, sendo apenas 
uma correta. Qual e a probabilidade de que um aluno, 
apenas “chutando”, acerte todas as ąuestóes? 

C.19 Uma moeda e lanęada 5 vezes. Calcule a probabilidade 
de se obter a face “cara” voltada para eima em pelo me¬ 
nos um lanęamento. Sugestio. Calcule inieialmente a 
probabilidade do evento coinplementar, isto e, de nao se 
obter nenhuma “cara”. 


C.20 (SUPRA) Tem-se dois dados, sendo um perfeito e o ou- 
tro com todas as faces marcadas com 6 pontos. Um deles 
e escolhido ao acaso e lanęado. A probabilidade de se 
obter 6 e: 



c) 


d) 


12 

6 

12 



Sugestao. Voce deve calcular a probabilidade: “escolher 
dado A e obter 6 ou escolher dado B e obter 6”. 


C.21 (Vunesp) Um piloto de fórmula i estima que suas chan- 
ces de subir ao pódio numa dada prova sao de 60% se 
chover no dia da prova e de 20%, se nao chover. O ser- 
vięo de meteorologia preve que a probabilidade de cho- 
ver durante a prova e de 75%. Nessas condięoes, calcule 
a probabilidade de que o piloto venlia a subir ao pódio. 
Sugestao. Voce deve calcular a probabilidade: “chover 
e ele subir ao pódio ou nao chover e ele subir ao pódio”. 


A 
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Capftulo 46 

RET AS E PLANOS 


1. INTRODUCAO 

A geometria de posięao estuda as figuras geometricas 
ąuanto a sua fonna e posięao. Faremos apenas um resu¬ 
me dessa parte da geometria, pois o nosso objetivo maior 
e estudar a geometria metrica. isto e, estudar as figuras 
geometricas em relaęao as suas medidas. 

2. POSięÓES RELATIVAS ENTRE DUAS 
RETAS 

Ja vimos que duas retas coplanares podem ter duas 
posięoes relativas possfveis: paralel as (distintas ou coin- 
cidentes) ou concorrentes. Recordando: 

Retas paraletas 

Duas retas coplanares sao paralelas se, e soniente 
se. nao tem ponto em comum, ou tSm todos os seus 
pontos em comum. 


res sao retas paralelas r e s sao retas paralelas 

distintas (/• / se r ^ s) coincidentes (r — s) 


Em outras palavras, duas retas sao reversas se. e 
somente se, nao existe um piano que contenha as duas 
simultaneamente, Para visualizar duas retas reversas, 
observe a caixa de sapatos abaixo: as retas AB e CD sao 
reversas, pois nao existe um piano que contenha ambas 
ao mesmo tempo. 



3. POSięÓES RELATIVAS ENTRE RETA E 
PLANO 

Reta paralela a piano 

Unia reta r e um piano a sao paralełos se, e 
somente se, nao tern nenhum ponto em comum. 


r 

a 

rfl a 




Retas concorrentes 

Duas retas sao concorrentes se, e somente se, tem 
um unico ponto em comum. 


r es sao retas concorrentes 

No espaęo, duas retas podem ter uma outra posięao 
relativa possfvel: eias podem ser reversas. 

Retas reversas 

p 

Duas retas sao reversas se, e somente se, nao sao 
coplanares. 



Nota 

Dizemos que um segmento de reta AB e paralelo a um 
piano a se, e somente se, a reta AB 6 paralela a a. 

Reta secante (ou concorrente) 
a piano 

Uma reta /* e um piano a sao secantes (ou concor¬ 
rentes) se, e somente se. tem um unico ponto em 
comum. 


u. 



^5 
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Reta contida em piano 


Reta perpendicular a piano 


Urna reta resta contida num piano a se, e somente 
se, todos os pontos da reta pertencem ao piano. 


a 


r Ca 


4. POSięÓES RELATIVA$ ENTRE 
DOIS PLANOS 

Planos paraleios 

Dois planos sao paraleios se, e somente se, nao 
tern ponto em comum, ou t6m todos os sens pontos 
em comum. 


Uma reta r secante a um piano ot e perpendicular 
a a se, e somente se, todas as retas do piano a que 
concorrem com r sao perpendiculares a 



a 


Indicamos que- r 6 perpendicular a a por rlaou por 
a _Lr. 

Teorema 


mm 


a 


P 


cc = |3 


a e p sao planos 
paraleios distintos 
(a // (3 e ot & (3) 

Planos secantes 


a e p sao planos 
paraleios coincidentes 

(« = p) 


Dois planos a e p sao secantes se, e somente se, 
tern uma unica reta em comum. 



a e (3 sao 
planos secantes 


Se uma reta r e perpendicular a duas retas 
concorrentes de um piano a , entao r e perpendi¬ 
cular a a. 



a 


Para visualizar concretamente uma reta perpendicular 
a um piano, imagine um lustre preso por um fio ao teto de 
uma sala. O fio do lustre representa uma reta perpendi¬ 
cular ao piano do teto. 

Planos perpendiculares 

Definięao 


5. PERPENDICULARIDADE 
Retas perpendiculares 


Duas retas r e s 
sao perpendicula- 
res se, e somente 
se, sao concorren- 
tes e formam angu- 
los “retos” entre si. 


a 


Indicamos que rei sao perpendiculares por: 

r 1 $ ou s _L r. 


Dois planos sao perpendiculares se, e somente se, 
existe uma reta contida em um deles e perpendicular 
ao outro. 

Indicamos que um piano cx e perpendicular a um piano 
P pelo simbolo ot _L p ou P _L a. 


P 


a 
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Para visualiz.ar concretamente dois planos perpendicu- 
lares, observe o piano do piso e o piano de uma das pare- 
des de uma sala de aula: 



Esses planos sao perpendiculares. 

6. ANGULOS NO ESPAęO 
Angulos entre duas retas reversas 

Sejam r e s duas retas reversas: 



Consideremos uma reta r' paralela a r e concorrente 
com s. 



A reta r' forma com a reta i os angulos x e y. Definem- 
se como angulos formados pelas retas reversas r e s os 

A. A 

próprios angulos x e y. 

Quando duas retas sao reversas e formam angulos 
retos entre si, elas sao chamadas de retas ortogonais. 

Exemplo 

Na caixa de sapatos abaixo, as retas AB e CD sao 
reversas e formam angulos retos entre si, por isso, sao 
chamadas de retas ortogonais. 



Angulos entre reta e piano 

Consideremos uma reta r secante a um piano a em urn 
ponto A\ e um ponto B dessa reta, B ^ A. Sendo BC a reta 
perpendicular a a em C, os angulos formados por r e AC 
sao os angulos formados por r e a. 



a 


Nota 

Se a reta e paralela ao piano ou esta contida nele, entao 
o angulo formado por ambos e o angulo nulo. 

Angulos entre dois planos 

Consideremos dois planos secantes a e {3. cuja reta 
comum e t. Sendo r e s retas contidas em aep. respecti- 
vamente, tal que r _L t e s J_ t, os angulos entre r e s sao 
os angulos entre cx e fł. 


a 


P 



Notas 

1. As retas r e s nao precisam ser, necessariamente. 
concorrentes: podem ser reversas. 

2. O angulo formado entre dois planos paralelos e o 
angulo nulo. 


si, 

1 EXERCICIOS BASICOS 


B.l Tomando como modelo a caixa cle sapatos abaixo 

A B 


H 

^ * 


classifiąue cada uma das afirmaęoes seguintes como V 
ou F: _ 

a ) AB //DC . 

b) DC / HG. 

c) EF / FG. 

d) CB e HE sao reversas. 

e) CF e HE sao reversas. 

f) As retas DB e AĆ sao concorrentes. 
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g) As retas AB e EF sao coplanares. 

h) As retas DB e HF sao coplanares. 

i) AB // pI(F, G. H). 

Nota 

O sfmboJo p!(F, G, H) indica o piano que passa pelos 
pontos F.GtH. 

})AC//p)(B , C, G). 

k) AB C pl (H, G, B). 

l) EF C pl(F, G. F). 

m) AD e secante ao piano pl(//, G, F). 

n) EB e secante ao piano pl{F, G. F). 

o) O piano pl(A, F, C) e secante ao piano p](H. G, B). 

p) pl(A, B, Q i pl(//, E, F). 

q) pl (A. F, C) // pl(A, D, C). 

r) Areta comum aos planos pI(F, G, F) e pUA. F. C) e 

CF. . 

s) BĆ e perpendicular a BG. 

t) FC forma angulo reto com FG. 

u) EC e perpendicular a CF. 

v) BC e perpendicular a CF. 

w ) DĆ £ perpendicular ao piano plfF. C, F). 

x) DF e perpendicular ao piano pl(F, F. G). 

y) pi(C, B, G) 1 pl(A. F, C). 

z) pl(A. C F) A pI(F. H. F). 

B.2 (PUC-SP) Qual das afirmaęoes seguinles e verdadeira? 

a) Se duas retas distintas nao sao parałelas, entao ełas 
sao concorrentes. 

b) Duas retas nao-coplanares sao reversas. 

c) Se a intersecęao de duas retas 6 o conjunto vazio. 
entao elas sao parałelas. 

d.) Se tres retas sao parałelas, entao existe um piano que 
as contem. 

e) Se tres retas distintas sao concorrentes, duas a duas, 
entao existe um piano que contem as tres simulta- 
neamente. 

B.3 (Mackenzie-SP) Se a reta r £ paralela ao piano a, entao: 

a) todas as retas de a sao parałelas a r. 

b) a reta r nao e coplanar com nenhuma reta de a. 

c) exisłem em ot retas parałelas a re tambem existem em 
a retas reversas a r. 

d) existem em a retas parałelas a re retas concorrentes 
com r. 

e) a reta r pode estar contida em a. 

B,4 Observe a caixa de sapatos do exerefcio B. 1. 

a) De exemplo de um par de arestas ortogonais nessa fi¬ 
gura. 

b) Quantos pares de arestas ortogonais existem nessa fi¬ 
gura? 

B.5 Uma reta r 6 perpendicular a um piano tr, e urna reta s 
concorre com r em um ponto A, A <£. ot, e forma com r 
um angulo de 50°. Qual e a medida de um angulo agudo 
que .t forma com a? 



X 

B.6 Definięao 1. A distancia entre dois pontos A e F e a 

medida do segmento AB. 


Definięao 2. A distancia entre duas figura* e - medida 
do rnenor segmento que liga ■,ima figura a 
outra. 



A medida de a 
distancia entre o ponto 
P e a reta r. 



A medida de a 
distancia entre as retas 
parałelas rei. 


P 


d 



A medida de. a 
distancia entre o ponto 
Fe o piano a. 



A medida d £ a 
distancia entre os 
planos paralelos a e (3. 


De acordo com essas definięoes, resolva o problema a 
seguir. 

Dados um piano a e os pontos MeP, com M €E ot e 
P ^ ot, tem-sequeadistSnciaentrePeae 15crneadis¬ 
tancia entre PeMe 30 cm. Calcule a medida de um an¬ 
gulo agudo que a reta PM forma com o piano ct. 



15 cm 


ot 


B.7 Definięao I . Chama-se projeęao ortogonal de um pon¬ 
to P sobre um piano a a intersecęao do 
piano a com a reta r que passa por Pee 
perpendicular a a. 

Definięao 2. Chama-se projeęao ortogonal de uma 
figura sobre um piano a o conjunto de 
todas as projeęoes ortogonais dos pontos da 
figura sobre esse piano. 



O ponto P' £ a projeęao 
ortogonal do ponto P 
sobre o piano ct. 


B 


ct 



O segmento A'B' e 
projeęao ortogonal do 
segmento AB sobre o 
piano a. 


O segmento AB' £ 
projeęao ortogonal do 
segmento AB sobre o 
piano a. 
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De acordo com essas definięoes, resolva o problema a 
seguir. 

Um ponto A. pertencente a um piano a, e um ponto B, 
B £ a, sao tais que AB mede 6 cni e a reta AB forma 
com a um angulo de 30°. 

B 



Calcule: 

a) a medida da projeęao ortogonal de AB sobre ot; 

b) a distancia do ponto B ao piano a. 


B.8 Dois planos ot e 3 sao secantes. As projeęoes ortogonais 
de um ponto A, A a e A 3’ sobre a e 3 sao, respec- 
tiyamente. A' e A". Sabendo que o angulo A'AA” mede 
80°, determine a medida de um angulo agudo fomiado 
por a e p. 




EXERC(CI0S COMPLEMENTARES 


C.l (Faap-SP) O galpao da figura a seguir esta no prumo e a 
cumeeira esta “bem no meio” da parede. Das retas assi- 
naladas podemos afirmar que: 

a) t e u sao reversas. 

b) sen sao reversas. 

c) t e u sao concorrentes. 

d) s e r sao concorrentes. 

e) t e u sao perpendiculares. 



C.2 (Fuvest-SP) Sao dados cinco pontos nao-coplanares A, 
B, C, D e E. Sabe-se que ABCD 6 um retangulo, AE J_AB 
e AE _L AD. Pode-se concluir que sao perpendiculares 
as retas: 

a) EA e EB c) EA e AC e) AC e BE 

b) EB e BA d) EC e CA 


C.3 


C.4 


(U. E. Londrina-PR) Na figura abaixo, tem-se o ponto P 
que dista 12 cm do piano a. Traęa-se por P a reta r, 
perpendicular a a e que o intercepta em A. Os pontos B 
e C, de a, sao tais que BP — 13 cm, CP — 15 cm e 
AB LAC. 



Nessas condięoes. a medida de BC, em cenlimetros, e 
igual a: 

a) 375 c) J1 06 e) 12 

b) 793 d) 11 

(U. E. Londrina-PR) A reta r e a intersecęao dos planos 
perpendiculares a e 3 . Os pontos A e B sao tais que 
p,B£|5.B^a.As retas AB e r. 

a) sao reversas. 

b) sao coincidentes. 

c) podem ser concorrentes. 

d) podem ser paralelas. 

e) podem ser perpendiculares. 



C.5 (Cesgranrio) A e nm ponto nao-peitencente a um piano 
a. O numero de retas que passam por A e fazem um an¬ 
gulo de 45° com a e igual a: 

a) 0 c) 2 e) infinito 

b) i d)4 


C.6 Dois planos secantes et e 3 formam entre si um angulo 
de 30° e tent em comum a reta r. Os pontos A e B sao tais 
que AGci,Bcr,ASlre AB mede 8 m. Calcule a 
medida da projeęao ortogonal de AB sobre 3- 
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Ccipftulo 47 

POUEDROS 


1. REGIAO POLIGONAL CONVEXA 

Toda regiao piana cujo contomo e um polfgono convexo 
e chamada de regiao poligonal convexa. 

Exemplo 

A regiao S da figura abaixo euma regiao poligonal 
convexa. 


a 



2. POLIEDRO CONVEXO 


Consideremos um conjunto G obtido pela reuniao de 
n ^ 4, regioes poligonais convexas tais que: 

I. nao ha duas dessas regioes contidas em um mesmo 
piano; 

II. cada lado de qualquer urna dessas regioes e lado de 
duas e somente duas delas; 

IH. o piano que contem qualquer u ma dessas regioes deka 
as demais em um mesmo semi-espaęo. 

A poręao finita do espaęo cuja superficie e o conjunto 

G e chamada de poliedro convexo. 


ExempIos 



b) 


G 


d) 


As regioes poligonais de G sao cha mada s de faces do 
poliedro convexo. 

Cada lado de urna face qualquer e chamada de aresta 
do poliedro convexo. 

Cada vertice de uma face qualquer e chamado de 
vertice do poliedro convexo. 



* Diagonal de uma face e qualquer diagonal do polfgono 
dessa face. 

* Diagonal do poliedro e qualquer segmento de reta 
cujos extremos sao dois vertices que nao pertencem a 
uma mesma face. 

• O conjunto G e chamado de superficie do poliedro 
convexo. 

• A poręao do espaęo cuja superficie e a reuniao dos an- 
gulos das faces que tern um mesmo vertice e chamada 

de angulo połiedrico. 

Exemplo 



A regiao poligonal HUK e uma das seis faces do 
poliedro. 

O segmento JM e uma das dozę arestas do poliedro. 

O ponto J e um dos oito vćrtices do poliedro. 

O segmento IM e diagonal da face INMJ, 

O segmento HM € diagonal do poliedro. 

A reuniao das seis faces e a superficie do poliedro. 

A poręao do espaęo limitada pelos angulos de faces 
IJM, KJI e KJM 6 um angulo połiedrico. 

Notas 

1. Existem poliedros nao-convexos, como, por exem- 
plo. o poliedro da figura a seguir. Isso porque o piano que 
contem a face ABCD nao deka as demais faces num mes¬ 
mo semi-espaęo. ou pompie a face ADHGFE nao e uma 
regiao poligonal convexa. 



A 
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A 

2. Angulos poliedricos com 3, 4, 5, ... arestas sao 
chainados de angulos triedricos, tetraedricos, pentae- 
dricos, ..., respectivamente. 



Nomenclatura 

Os poliedros, convexos ou nao, recebem nomes de 
acordo eom o numero de faces que possuem: 


Numero de faces 

*' — — - - - b 

Nome 

4 

Tetraedro 

5 

Pentaedro 

6 

Hexaedro 

7 

Heptaedro 

8 

Octaedro 

9 

Eneaedro 

10 

Decaedro 

n 

Undecaedro 

12 

Dodecaedro 

13 

Tridecaedro 

• 

■ 

P 

« 

20 

Icosaedro 


ExempIos 



Hexaedro 





EXERC!CIOS RES0LV1P0S 


R.l 


Um octaedro convexo possui todas as faces triangulares. 
Quanlas arestas possui esse poiiedro? 

Resoluęao 

O poiiedro possui oito faces e cada face possui tres ares¬ 
tas. Multiplicando o numero de faces pelo numero de 
arestas de cada urna, 8-3, obtemos o dobro do numero 
de arestas do poiiedro. Tsso porque cada aresta e lado de 
duas. e somente duas, faces; portanto no calculo 8 * 3 
cada aresta e contada duas vezes. Assim, o numero A de 


arestas desse poiiedro e A 


8 • 3 
2 


= 12 . 



R.2 


Um poiiedro e constitmdo por vinte angulos triedricos. 
Quantas arestas possui o poiiedro? 

Resoluęao 

O poiiedro possui vinte vertices. De cada veriice partem 
tres arestas. Multiplicando o numero de vertices pelo 
numero de arestas que partem de cada vertice. 20 - 3, 
obtemos o dobro do numero de arestas do poiiedro. Isso 
porque cada aresta une dois, e apenas dois, vertices do 
poiiedro; portanto no calculo 20 - 3 cada aresta 6 contada 
duas vezes. Assim, o numero A de arestas do poiiedro e 


A - 


20 • 3 
2 


= 30. 



3. RELAęAO DE EULER 

“Parece que meu lapis 
me supera em inteligencia.” 
Essa ffase teiia sido dita 
pelo suięo Leonhard Euler 
sobre su a capacidade de 
produzir e criar em matema- 
tica. Nenhum outro mate- 
matico produziu tanio qu an¬ 
to Euler, que publicou mais 
de 500 livros e artigos du- 
rante toda a sua vida. 



Leonhard Euler (1707-1783). 


r 
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Em seus estudos sobre superffcies, Euler demomtrou o 
teorema: 

Em todo poliedro convexo cujo numero de ver- 
tiees 6 V, o numero de arestas ćAeo numero defaces 
e F, vale a relaęao: 

V — A + F = 2 


Exemplo 

No poliedro convexo abaixo temos V = 8, A = 12 e 
F = 6. Observe que: 

V-AFF= 8 — 12 + 6 = 2 



R.3 Um poliedro convexo e conslituido por dozę arestas e 
oito vertices. Quantas faces possui esse poliedro? 

Resoluęao 

Pela relaęao de Euler, temos que V — A + F — 2, para 
qualquer poliedro convexo. 

Como V — 8 e A — 12, obtemos: 

8 - 12 + F = 2=>F = 6 
Logo, o poliedro possui seis faces. 

R.4 Um dodecaedro convexo possui todas as faces pentago- 
nais. Quantos vertices possui esse poliedro? 

Resoluęao 

O poliedro possui dozę faces e cada face possui cinco 
arestas. O produto do numero de faces pelo numero de 
arestas de cada face, 12 • 5, e o dobro do numero de ares- 
tas do poliedro. Isso porque cada aresta e lado de duas e 
apenas duas faces; portanto no c&lculo 12*5 cada aresta 
€ contada duas vezes. Assim, o numero A de arestas do 

poliedroeA = = 30. 

Temos entao que A ~ 30, F — 12 e o dodecaedro ś 
convexo. Como a relaęao de Euler nos garante que 
V ~ A + F — 2 para todo poliedro convexo, temos: 

V- 30+ 12 = 2=> V= 20 

Portanto, o dodecaedro possui vinte vertices. 


4. SOMA DOS ANGULOS DAS FACES DE 
UM POLIEDRO CONVEXO 


Assim, temos que: 

• a soma dos angulos de u ma face quadrangular e: 

| [ $ f = (4 - 2)180° = 360° 

• a soma dos angulos de urna face pentagonal e: 



Como o poliedro possui cinco faces quadrangulares e 
duas pentagonais, a soma S dos angulos das faces e: 

S = 360° ‘ 5 + 540° * 2 - 2.880° 

Efetuando os calcu los anteriores, genericamente, para 
um poliedro convexo cujo numero de vertices e V, chega- 
se ao resultado apresentado no teorema a seguir. 

Teorema 

A soma S dos angulos das faces de um poliedro 
convexo que possui V vertices 6\ 

S = (V - 2)360° 


jf EXERCICIO RESOLVIPO 

R.5 Qual e a soma dos angulos das faces do poliedro 
convexo abaixo? 



A soma dos angulos das faces de um poliedro convexo e 
dada por S — (V — 2)360°. Como o poliedro em questao 
e constitufdo por 7 vertices, temos S = (7 — 2)360°, ou 
seja, S = 1.800°. 


Consideremos um poliedro convexo com duas faces 
pentagonais e cinco faces quadrangulares. Para calcular a 
soma dos angulos de suas faces, basta lembrar que a soma 
Sj dos angulos intemos de um polfgono convexo de n 
łados e dada por; 

S f = {n~ 2)180° 



5. POLIEDROS REGULARES 

Definięao 

Um poliedro convexo e regular se, e somente se, 
forem obedecidas as seguintes condięoes: 

1. todas as suas faces sao regioes poligonais regu- 
lares e congruentes entre si; 

II. todos os sens Sngulos polićdricos sao congruen¬ 
tes entre si. 

Nota 

Dois angulos poliedricos sao congruentes ąuando as me- 
didas dos angulos de suas faces sao, respectivamente, iguais. 


w 
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Exemplos 

a) Um tetraedro regular possui: 

• em todas as suas faces regioes poligonais triangu- 
lares regulares (triangulos eąuilateros) congruentes 
entre si; 

* todos os angulos triedricos congruentes entre si. 



b) Um hexaedro regular, ou cubo, possui: 

• todas as faces ąuadradas e congruentes entre si; 

• todos os angulos triedricos trirretangulos. 



Existem exatamente cinco classes de poliedros 
regulares. 


As cinco figuras seguintes mostram um exemplo de 
cada classe de poliedros regulares; 



Tetraedro regular Octaedro regular 




Dodecaedro regular 


(cosaedro regular 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l Um icosaedro convexo possui todas as faces triangu- 
lares. Quantas arestas possui esse poliedro? 


B.2 Um poliedro convexo e constitufdo por tres faces trian- 
gulares, cinco quadrangulares e sete pentagonais. Quan- 
tas arestas possui esse poliedro? 

B.3 Sabendo que um poliedro convexo e constitufdo por 
dozę angulos triedricos (angulos de tr£s arestas), quantas 
arestas possui esse poliedro? 

B.4 Dado que um poliedro convexo e constitufdo por cinco 
angulos triedricos, cinco angulos tetraedricos (quatro 
arestas) e um angulo pentaedrieo (cinco arestas), quantas 
arestas possui esse poliedro? 

B.5 Qual e o numero de faces de um poliedro convexo cons¬ 
titufdo por dezesseis vertices e 24 arestas? 

B,6 O numero de faces de um poliedro convexo e iguai ao 
numero de vertices. Sabendo que esse poliedro e consti¬ 
tufdo por dez arestas, determine o seu numero de vertices. 


B.7 Calcule o numero de arestas de um poliedro convexo 
constitufdo por treze faces e 22 vertices. 

B.8 O numero de arestas de um octaedro convexo e o dobro do 
numero de yertaces. Quantas arestas possui esse poliedro? 

B.9 (UFPE) Um poliedro convexo possui dez faces com tres 
lados, dez faces com quatro Iados e urna face com dez 
lados. Determine o numero de vertices desse poliedro. 

B.10 (Cesgranrio) Um poliedro convexo tern catorze vertices. 
Em seis desses yertices concorrem qnatro arestas, em 
ąuatro desses yertices concorrem tres arestas e, nos 
demais yertices, concorrem cinco arestas. O numero de 
faces desse poliedro e igual a: 

a) 16 b) 18 c) 24 d) 30 e) 44 

B.ll Calcule a soma dos angulos das faces de um poliedro 
convexo constituido por seis yertices. 

B.12 Qual e a soma dos angulos das faces de um poliedro con- 
vexo constitufdo por onze faces e 27 arestas? 

B.l 3 (UFPE) Unindo-se o centro de cada face de um cubo, por 
segmentos de reta. aos centros das faces adjacentes, 
obtem-se as arestas de um poliedro regular. Quantas 
faces tern esse poliedro? 


B.14 



C.l 


C.2 


C.3 


C.4 


C.5 


C.6 


C.7 


(Faap-SP) Considere um tetraedro regular e um piano 
que o intercepta. A unica a!temativa correta e: 

a) A intersecęao pode ser um quadrilatero. 

b) A intersecęao e sempre um triangulo. 

c) A intersecęao e sempre um triangulo equitótero. 

d) A intersecęao nunca e um triangulo eąuilatero. 

e) A intersecęao nunca e um triangulo isósceles. 

EXERCICI05 COMPLEMENTARES 

Existe poliedro convexo que possua o numero de ver- 
tices igual ao numero de arestas ? Por que? 

Prove que, £t se um poliedro convexo possui o numero de 
vertices igual ao numero de faces, entao o numero de 
arestas e par”. 

Existe poliedro convexo constitufdo por V vertices, A 
arestas e F faces, de modo que V + A + F = 17? Por qu6? 

(Mackenzie-SP) Sabe-se que um poliedro convexo tem 
oito faces e que o numero de vertices e maior do que seis 
e menor do que catorze. Entao o numero A de arestas e 
tal que: 

a) 14 A 20 d) 13 ^ 19 

b) 14 < A < 20 e) 17 ^ A ^ 20 

c) 13 < A < 19 

(Fuvest-SP) Quantas faces tem um poliedro convexo 
com seis vertices e nove arestas? Desenhe um poliedro 
que satisfaęa essas condięoes. 

(UFRS) Um poliedro convexo de onze faces tem seis 
faces triangulares e cinco faces quadrangulares. Os 
numeros de arestas e de vertices do poliedro sao. respec- 
tivamente: 

a) 34 e 10 c)34e20 e)19el2 

b) 19 e10 d)12 e10 

(Cefet-RJ) Um poliedro convexo de dezessete arestas e 
dozę vertices tem somente faces quadrangulares e hepta- 
gonais. Os numeros de faces ąuadrangulares e heptago- 
nais sao, respectivamente, iguais a: 

a) 5 e 2 c) 3 e 4 e) 4 e 7 

b) 2 e 5 d) 4 e 3 
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C.8 Todas as faces de um poliedro convexo sao ąuadrangu- 
lares. Sabendo que a soma dos angulos dessas faces 6 
4.320°. determine o numero de arestas desse poliedro. 

C.9 Um poliedro convexo e constitufdo apenas por angulos 
iriedricos e angulos tetraedricos (quaU'o arestas). Saben¬ 
do que esse poliedro possui vinte arestas e que a soma 
dos angulos das faces e 3.600°, detemiine quantos angu¬ 
los triedricos e quantos tetraedricos possui o poliedro. 

C.10 Qual e o poliedro cujos vertices sao os centros das faces 
de um octaedro regidar? 

C.l 1 Desenhe em uma cartolina cada uma das figur as seguin- 
tes, com 5 cm de aresta. Recorte-as e construa cada um 
dos poliedros: 



Tetraedro regular 


b) 


Hexaedro regular 
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Copftulo 48 


PRISMAS 


1. CONCEITUAęAO 

Sejamae(Jdoisplanosparalelos distintos, umareta r 
secante a esses planos e uma regiao poligonal convexa 
AiA^A 3 „A„ contida era a, Consideremos todos os seg- 
mentos de reta, paralelos a r, de modo que cada urn deles 
tenha urn exlremo pertencente a regiao poligonal e o outro 
extremo pertencente a (3: 



A reuniao de todos esses segmentos de reta e um po- 
liedro ehamado de prisma Iimitado ou simplesmente de 

prisma. 


Elementos do prisma 

• As regioes poligonais 

A e /?j 

sao chamadas de bases do 
prisma. 

• Os poligonos A 1 Ą$A. 3 ,.A„ 
e B x B 2 B y ..B n que limitam 
as bases sao chamados de 

poligonos das bases do 
prisma. 

• As demais faces, exceto 
as bases, sao chamadas de 
faces laterais do prisma. 

Por exemplo, A l B ] B 2 A 2t A 2 B^B 3 A 3 , ... sao faces laterais. 

•Os vertice$ das faces sao chamados de vertices do pris¬ 
ma. Por exemplo, A,, A 2 , B u B 2 ,... sao vertices, 

• Os lados das bases sao chamados de arestas das bases 
do prisma. Por exemplo, A,A 2 , AA 3 ,B B 2 , B 2 B 3 , 
sao arestas das bases. 

• As demais arestas, exceto as das bases, sao chamadas 

de arestas laterais do prisma. Por exemplo, A AS 2 , 

A 3 /?, sao arestas laterais. 



• A distancia entre os planos das bases e cha mada de 
altura do prisma. 

• A soma das areas de todas as faces laterais e chamada 
de area lateral do prisma. 

• A soma da area lateral com as areas das duas bases e 
chamada de area total do prisma. 

• Todo segmento de reta cujos extremos sao vertices que 
nao pertencem a uma mesma face do prisma e ehamado 
de diagonal do prisma. Por exemplo, B x A a e uma dia- 

I 

gonal do prisma. 



Nomenclatura 

Um prisma e classificado de acordo com o nurnero de 
arestas de uma base. 

Exemplos 



Prisma triangular Prisma hexagona[ 


2. PRISMA RETO 


Um prisma e reto se, e somente se, suas arestas 
laterais sao perpendiculares aos planos das bases. 


Nota 

Se um prisma nao e reto. entao e ehamado de prisma 
obliquo. 

Exemplos 



Prisma pentagonal reto Prisma triangular obliguo 


Notę que em todo prisma reto a medida de uma aresta 
lateral e a própria altura do prisma. 
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3. PRISMA REGULAR 

Urn prisma e regular se, e somente se, e reto e 
seus polfgonos das bases sao regulares. 


Exemplo 



Polfgono regular 


Prisma hexagonal regular 


Notę que em todo prisma regular as faces laterais sao re 
tangulos congruentes entre si. 


EXERCICIO RE60LViD0 

Em urn prisma regular triangular. cada aresta lateral mede 
10 cm e cada aresta da base mede 6 cm. 

a) Calcular a drea de urna face lateral desse prisma. 

b) Calcular a area de uma base desse prisma. 

c) Carcular a area lateral desse prisma. 

d) Calcular a area total desse prisma. 




Resotucao 

a) Cada face lateral e um retangulo de base 6 cm e altura 
10 cm, logo, a area A } de cada face e: 

A f — (6 • 10) cm 2 — 60 cm 2 


10 cm 


b) Cada base e um triangulo eąuilatero de lado 6 cm. 
Lembrando que a altura h de um triangulo eąuilatero 


de lado a e dada por h — 
h — cm = 3 JJ cm. 


aj3 


, temos que 



Portanto. a area B de uma base e 


3V3 cm 


B 


= 6 ' cm 2 « 9^3 


cm 


c) A area lateral A f 6 a soma das areas das tres faces 
laterais, isto e: 

A f = 3 ■ A f — 3 ■ 60 cm 2 — 180 cm 2 

d) A area total A, e a soma da area lateral A f com duas 
vezes a area B de uma base, isto e: 

A, = A, + 28 = (180 + 18-/T) cm 2 

4. PARALELEPIPEDO RETO-RETANGULO 

Todo prisma reto cujos polfgonos das bases sao 
retangulos e chamado de paralelepipedo reto-re¬ 
tangulo. 


Exemplos 

3) Retangulo 



b) 


duadrado 




i 

d 



Paratelepipedo reto-retangulo 


Cubo 


Medida de uma diagonal de um 
paralelepipedo reto-retangulo 

Consideremos um paralelepipedo reto-retangulo cujas 
dimensoes, comprimento, largura e altura, sejam as me- 
didas a, b e c. Sejam d e D as medidas de uma diagonal 
da base e de uma diagonal do paralelepipedo, respecti- 
vamente: 


6 cm 
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Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retan- 
gulo A |A 8 A 6 , temos: 

a, 


D 2 = d 2 + c 2 (I) 



Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retan- 
gulo temos: 



d 2 = a 2 + b 2 (II) 


As 


Substituindo (II) em (I), obtemos: 

D 2 = a 2 + b 2 + ^ ^ f) = J a 2 + }j2 + c 2 


I 

' EXERCIC10 RE60LVIP0 

R.2 As dimensoes, comprimenlo, largura e altura, de um 
paralelepipedo reto-retSngulo sao 20 cm. 12 cm e 9 cm. 
Calcular a medida de uma diagonal desse paralelepipedo. 

Resoluęao 

A medida D de uma diagonal e igual a raiz quadrada da 
soma dos quadrados das dimeusoes a, b e c, ou seja: 


D - Ja 2 + b 1 + c 2 



Loso, temos: 


D ~ a/ 20 2 + 12 2 + 9 2 cm 
D — 25 cm 


D ~ a/ 625 cm 


Area łotal de um paralelepipedo reto- 
retangulo 

Consideremos um paralelepipedo reto-retangulo cujas 
dimensoes, comprimento, largura e altura, sejam as 
medidas a, b e c: 



A area total desse paralelepipedo e a soma das areas de 
suas seis faces. Temos, dentre essas faces, duas regioes 


retangulares de area ab , duas de area ac e duas de area bc. 
Logo, a area total A t desse paralelepipedo e: 


A, = 2 ab + 2ac + 2 be 


A, = 2 (ab + ac + bc) 


% 

;| 



EXERC1CI0 RESOLVIDO 


R.3 Calcular a area total de um paralelepipedo cujas dimen¬ 
soes, comprimento, largura e altura, sao 6 m. 5 m e 2 m. 

Resoluęao 



2 m 


A, = 2(6 • 2 4- 6 • 5 + 5 • 2) m 2 => A, = 104 m 2 

Volume de um paralelepipedo reto- 
retangulo 

Consideremos um cubo (hexaedro reguł ar) de aresta 
1 cm. A poręao do espaęo ocupada por esse cubo e uma 
unidade de volume definida como 1 cm 3 (le-se “um cen- 
timetro cubico”). 


i cm 


1 cm 


1 cm 


Analogamente definimos 1 dm 3 , 1 m 3 , 1 mm- 3 etc. 

Yejamos como medir o volume, em centfmetros cubi- 
cos, de um paralelepipedo reto-retangulo cujas dimen¬ 
soes sao 5 cm, 3 cm e 4 cm. 




4 cm 


3 cm 


5 cm 


Devemos comparar o volume desse paralelepipedo 
com o vo!ume de um cubo de aresta 1 cm, ou seja, deve- 
mos calcular a ąuantidade desses cubos necessaria para 
form ar um volume igual ao volume do paralelepipedo. 
Para isso. vamos formar, com cubos de 1 cm de aresta, 
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urn paralelepipedo com as dimensoes 5 cm, 3 cm e 4 cm, 
conforme figura abaixo. 



Pense nessa figura como sendo urn predio. No ultimo 
andar podemos contar quinze cubos e em cada urn dos 
outros andares ha tambem ąuinze cubos. Como temos 
ąuatro andares com quinze cubos em cada urn, o total de 
cubos e 15 ■ 4 = 60. Assim, o volume do paralelepipedo 
e 60 cm\ 

Notę, portanto, que o volume do paralelepipedo e cal- 
culado multiplicando-se suas dimensoes: 

V = 5 cm ■ 3 cm ■ 4 cm = 60 cm 3 


De modo geral, temos o seguinte: 


O volume V de um paralelepipedo reto-retangulo 
de dimensoes a, b ećeo produto das tres dimensoes: 



a 


ijS 

JP EXERC(CI0S RES0LVID0S 

R.4 Calcular o yolnme de um paralelepipedo reto-retangulo 
de dimensoes 6 m, 3 m e 2 m. 

Resoluęao 

O volume V de um paralelepipedo reto-retangulo e o 
produto de suas dimensoes, ou seja: 

V = 6 m • 3 m ■ 2 m V = 36 m 3 


Temos que: 


a 

1 




— k 


a - k 
b = 2k 
c N 31 


Temos ainda queA, = 2 {ab + ctc + be) e. A r = L98 cm 2 . 
Assim, podemos escrever: 


2(k ■ 2k + k * 3k + 7k • 3*) = 198 

2(2k 2 + 3 k 2 + 6k 2 ) = 198 22 k 2 - 198 

& = 9=>k = ±3 


O valor de k deve ser positivo, pois, caso eontrario, teria- 
mos as dimensoes do paralelepipedo representadas por 
mimeros negativos, o que e absurdo. Logo, k — 3. 
Portanto, as dimensoes do paralelepipedo sao 3 cm, 6 cm 
e 9 cm, com o que se conclui que seu volume V 6: 

V = 3 cm ■ 6 cm ■ 9 cm = 162 cm-’ 


Ca kulo da vazao de um rio 

Para o calcuJo da uazao de um rJo em um trecho 
de margens paralelas, calcula-se a uelocidade da 
correnteza e admite-se o trecho como um paraiele- 
pTpedo. Vamo5 supor que a velocidade da correnteza 
seja 5 m/5 e que o paralelepipedo ten ha dimensoes 
3 m por 40 m por 10 m, conforme a figura abaixo: 



3 m 


Imagine urna torneira "glgante", com a mesma 
t/azao do rio, despejando agua num paralelepipedo 
com essa5 dimensoes, ate entao uazio. O paralelepT- 
pedo ficarla completamente chelo de agua em 1 se- 
gundo. Como o uolume do paralelepipedo e 
1.200 m 3 e cada m 5 equivale a 1.000 €, tem-se que 
a uazao do rio e 1.200.000 f/5. 


R.5 Cale ule o vohime V de um paralelepipedo reto-retangulo 
de area total 198 cm 1 e dimensoes diretamente proporci- 
onais a 1,2 e 3. 

Resoluęao 

Sejam a. b e c as medidas, em centimeu-os, das dimensoes 
do paralelepipedo abaixo. 



5. CUBO 

O cu bo (hexaedro regular) e um paralelepipedo reto- 
retangulo cujas arestas tem todas a mesma medida a. As 
medidas de uma diagonal, da area total e do volume do 
cubo sao obtidas pelas fórmulas do paralelepipedo reto- 
retangulo de arestas a, b e c: 

r- 

\ 

M- 

\d 

V 

v 

- - T 

I 


3 




D = Ja 2 + b 2 -b e 2 , A t = 2 {ab + ac + bc), V — abc , 
fazendo a — b — c. 


; 
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Medida da diagonal de um cubo cuja 
aresta mede a 

D = D = aj3 


Area total do cubo cuja aresta mede a 

A, = 2(a • o + a * a + a * a) A r = 6a 2 

Nota 

A area lateral do cubo e A e = 4 a 2 


Volume do cubo cuja aresta mede a 

V = a - a * a => V = a 3 



EXERCIC!OS RESOLYIDOS 


R.6 A medida de unia aresta de um cubo e 4 cm. Determinar: 

a) a medida de uma diagonal desse cubo; 

b) a area total desse cubo; 

c) a area lateral desse cubo; 

d) o volume desse cubo. 



Resolucao 

a) D = aj3 => D = 4«f3 cm. 

b) A, - 6 a 2 => A t — 6 * 4 2 cm 2 = 96 cm 2 

c) A f = 4g 2 => A f = 4 ■ 4 2 cm 2 = 64 cm- 

d) V= a 3 =v> V = 4 3 cm 3 = 64 cm 3 

R.7 Uma diagonal de uma face de um cubo mede 5 J2 cm. 
Determinar a medida de uma diagonal desse cubo. 
Resoluęao 

Seja a a medida da aresta do cubo: 



Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC , 
temos: 



Como a deve ser posilivo, pois e medida de uma aresta. 
temos que a = 5. 

A medida D da diagonal do cubo e dada por D = a J3 . 
Logo. D — 5j3 cm. 


Por que um bebe sente mais frio que um 

adulto? 

O estudo de areas e uolumes nos ajuda a expiicar 
algumas situaęóes do dia-a-dia como, por exempio, 
por que um bebe sente mal5 frio que um adulto. Fara 
entender esse fato, pense em dois cubos de ferro 
maelęo, um de aresta 3 cm e o outro de aresta 6 cm, 
ambos a mesrna temperatura de 36 °C. 


0 

3 cm 6 cm 

Colocando -05 em um amblente de temperatura 
mals baixa, o cubo menor perdera calor mais rapida- 
mente que o maior. ha llnguagem do cotidiano dlze- 
mos que o menor 5e esfriara mais rapldamente que 
o maior. I 550 ocorre porque a razao da area total para 

6 ■ 3 Z 

o volume do cubo pegueno, -—^— = 2, e maior 

que a razao correspondente no cubo grandę, 
6 * 6 2 

^ = 1, ou seja, a superffde em contato com 

6 3 

o ambiente e re!ativamente maior no cubo pequeno. 
O mesmo acontece com um bebe e um adulto. A ra- 
zao da area para o uolume do corpo de um bebe e 
maior que a razao correspondente em um adulto, por 
I 550 a crianęa tem maior dfficuldade em manter o ca¬ 
lor de seu corpo e, portanto, sente mais frio. 



Si 

W EXERCICI05 BA5IC0S 


B.l Em um prisma regular triangular. cada aresta lateral 
mede 8 cm e cada aresta da base mede 4 cm. 



a) Calcule a area de uma face lateral desse prisma. 

b) Calcule a area de uma base desse prisma. 

c) Calcule a area lateral desse prisma. 

d) Calcule a area total desse prisma. 
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B.2 Em um prisma regular hexagonal, cada aresta lateral 
mede 4 dm e a area de uma base e 6,73 dra 2 . 



a) Calcule a medida de cada aresta da base desse prisma. 

b) Calcule a area lateral desse prisma. 

c) Calcule a area total desse prisma. 

B.3 As dimensoes, comprimento, largura e altura, de um pa¬ 
ralelepipedo reto-retangulo sao 4 cm, a/TT cm e 3 cm. 
Calcule a medida de uma diagonal desse paralelepipedo. 

B.4 As medidas, em metros, das dimensoes de um paralele¬ 
pipedo reto-retangulo estao em progressao aritmetica de 
razao igual a 1. Determine essas dimensoes, sabendo que 

uma diagonal desse paralelepipedo mede lj~5 m. 

B.5 Calcule a area total de um paralelepipedo reto-retangulo 
cujas dimensoes sao 5 m, 2 m e 1 m. 

B.6 As dimensoes de um paralelepipedo reto-retangulo sao 
diretamente proporcionais a 1, 2 e 4. Determine essas 
dimensoes sabendo que a area total desse paralelepipedo 
e 252 cm 2 . 

B.7 (PUC-MG) A soma das dimensoes de urn paralelepipedo 
retdngulo e igual a 16 cm. A area total mede 166 cm 2 . A 
medida, em cm, da diagonal do paralelepipedo e: 

a) 10 c) 3^10 e) 7 

b) 9 d)5V2 

B.8 Calcule o volume de um paralelepipedo reto-retangulo 
de dimensoes 5 cm, 4 cm e 2 cm. 

B.9 Definięao: ‘‘Um litro e igual a um decmietro cubico 
(1 litro = 1 dm 3 )". Calcule a capacidade, em lilros, de 
uma piscina cuja forma e de um paralelepipedo reto- 
retangulo de dimensoes 20 m, 10 m e 2 m. 

B.10 (UFMG) As dimensoes de uma caixa retangular sao 3 cm, 
20 mm e 0.07 m. O volume dessa caixa, em mililitros, e: 

a) 0,42 c) 42 e) 4.200 

b) 4,2 d) 420 

Lembrete. 1 f = I dm?. 

B.ll (UFSC) Um tanque, em forma de paralelepipedo, tem 
por base um retdngulo de lados 0,50 m e 1,20 m. Uma 
pedra. ao afiindar completamente no tanąue, faz o nfvel 
da agua subir 0,01 m. Calcule o volume da pedra, em 
decimetros cubicos. 

B.12 Uma aresta de um cubo mede 6 cm. Detemime, desse 
cubo: 

a) a medida de uma diagonal; 

b) a area total; 

c) a area lateral; 

d) o volume. 

> 


B.13 Calcule o vo!ume de um cubo cuja diagonal mede .J6 cm. 

B.14 Calcule a area total de um cubo cuja diagonal mede 
1 cm. 

B.15 Uma diagonal de uma face de um cubo mede J 2 m. 
Calcule a medida de uma diagonal desse cubo. 

B.16 (UFMG) O volume de uma caixa cubica e 216 litros. A 
medida de sua diagonal. em centfmetros, e: 

a) 0,8 ^3 c) 60 e) 900 VI 

b) 6 d) 60 

B.17 (Fuvest-SP) Dois blocos de aluminio, em forma de cubo, 
com arestas medindo 10 cm e 6 cm, sao levados juntos a 
fusao e em seguida o alununio Ifquido € moldado como 
um paralelepipedo reto de arestas 8 cm, 8 cm e.v cm. O 
valor de x e: 

a) 16 b) 17 c) 18 d) 19 e) 20 

:* '.3 jj V ,-,r **.*• <- r- ..* ,, 

Exercicios complementares de C.1 a C.9 

6. VOLUME DE UM PRISMA QUALQUER 

O Yolume V de um prisma qualquer e igual ao 
produto da area B de sua base pela sua altura H, 



R.8 O poligono de uma base de um prisma e um quadrado de 
lado 5 cm. Cada aresta lateral mede 6 cm e forma com os 
planos das bases angulos de 60°. Calcular o volume 
desse prisma. 



Resoluęao 

A irea B da base do prisma e a area de um ąuadrado de 
lado 5 cm. Logo, temos que: 

B = (5 cm) 2 => B - 25 cm 2 
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Para calcular a altura desse prisma, vamos Lraęar por um 
dos vertices a reta r perpendicular aos planos das bases. 



Temos que: 


sen 60° = 


H 


- • 

6 2 

H = 3 J3 cm 


6 


Assim, o volume V do prisma e dado por: 

V= 25 cm 2 • 373" cm V =1$M cm 3 

R.9 Umpdsrraa^ijJarlriangLiIartemaiesliBlateraisdeócmeaiestasda 
base de4 cm. Calcular o voiume desse prisma. 



6 cm 


Resolucao 

Todo prisma regular e reto. Logo. temos que a medida 
de lima aresta lateral e a própria medida H da altura do 
prisma. Assim, H — 6 cm. Ainda pelo fato de o prisma 
ser regular, temos que o triangulo da base e equilatero. 




4 cm 

A 

v 

4 cm 

h 

a _ A 

^_ n__ _^ 


4 cm 


Sendo h a altura do triangulo equi!atero. temos pelo teo- 
rema de Pitagoras que: 

h 2 + 2 1 = 4 2 => h 2 = 12 h = 2j3 cm 
Assim, a drea B desse triangulo e: 

B - —— tJI— cm 2 =$ B = 4J3 cm 2 

Finalmente, o volume V do prisma e: 

V ~ BH =# V = 4^3 cm 2 ■ 6 cm 
/. V= 24 cm J 


R.10 Um prisma regular hexagonal tem aresta da base com 
2 m e aresta lateral com 5 m. Calcular o voIume desse 
prisma. 



5 m 


Resoluęao 

Como todo prisma regular e reto, temos que a medida H 
de sua altura € a própria medida de uma aresta lateral. 


Logo, H = 5 m. 


Em todo prisma regular, os poligonos das bases sao regula- 
res. Logo, cada base desse prisma e um hexagono regular. 



A area desse hexagono e igual a seis vezes a area de um 
triangulo equilatero de lado 2 m. 



2 m 


Sendo h a altura desse triangulo equiIatero, temos pelo 
teorema de Pitagoras que: 


h 2 + V- = 2 2 =s* h = J3 


m 


A area A desse triangulo e: 

2V3 


A = 


nr 


A = 7 3 


m “ 


Logo, a area B da regiao hexagonal e: 

B — 6A=^ B - 6S ni 2 
Temos entao que o volume V' do prisma e: 

V - BH=> V = 673 m 2 ■ 5 m V = 3073 m 3 
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EXERCIC10S BASI COS 


B.18 Calcule o volume de um prisma de altura 5 cm cuja base 
e um losango com diagonais de 4 cni e 2 cm. 



5 cm 


Lembrete, A area do losango e igual ao semiproduto das 
diagonais. 


B.I9 O polfgono da base de um prisma e um retangulo de 
lados 6 cm e 4 cm. Cada aresta lateral mede 10 cm e for¬ 
ma com os planos das bases angulos de 45°. Calcule o 
Yolume desse prisma. 



B.20 Um prisma reto de aresta lateral 10 m tern como polfgono 
da base um triangulo retangulo de catetos 5 m e 12 m. 
Calcule o voluuie desse prisma. 

B.21 (Fuvest-SP) Na figura: 



a) AB CD e EFGH sao trapezios de lados 2, 8. 5 e 5; 

b) os trapezios estao em planos paralelos cuja distancia 
e 3; 

ej as retas AE, BF , DE e CG sao paralelas. 

Calcule o volume do sólido. 

Sugestao. Imagine a face AB CD apoiada sobre o tampo 
de uma mesa. 

B.22 Urn prisma regular triangular tern arestas laterais de 9 cm 
e arestas da base de 5 cm. Calcule o voiume desse prisma. 


B.23 (Fatec-SP) Temos na figura a planiftcaęao de um sólido 
cujo volume e: 

a) 6 TT c) 24 e) 72 

b) 1273 d) 18^3 



B.24 Um prisma regular triangular tern todas as nove arestas 
congruentes entre si. Calcule a area to tal desse prisma, 

sabendo que seu volume e 16 TT dm 3 . 

B.25 Um prisma regular hexagonal tem arestas laterais de 
5 cm e arestas da base de 2 cm. Calcule, o volume desse 
prisma. 

B.26 (ITA-SP) Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se 
que sua altura mede 3 cm e que sua area lateral e o dobro 
da area de uma base. O volume deste prisma. em cm 3 , e: 

a) 27 TT c) 12 e ) 17 TT 

b) 1372 d) 547T 

B.27 (U. F. Santa Maria-RS) Deseja-se construir um aąuario de 
vidro na fonu a de um prisma regular, de base hexagonal 
com 20 cm de aresta. Sabendo que 1.000 cm 3 equivalem a 
1 litro. a altura do aąuario, em cm, para que o mesmo. to- 
talmente cheio, contenha 3,6 litros de agua, deve ser: 

a) TT c) 3 TT e) 5 TT 

bp 27T d) 4TT 

Exerclcios compiementares de C.10 a C.14 


jP EXERCfciOS COMPLEMENTARES 

C.l (UNrR) Para construir um prisma regular hexagonai de 
altura 5 cm e aresta da base 4 cm, um menino pretende 
recortar as faces laterais e as bases em uma folha retan- 
gular de cartolina com 30 cm de comprimento por 20 cm 

de largura. Considerando a aproximaęao TT — 1,7, o 

percentual da folha usado nessa construęao sera de: 

a) 28,6% c) 29,4% e) 33,6% 

b) 29,81% d) 30% 
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C.2 (UFPB) A altura de um prisma regular triangular mede 
4 cm e o apótema de uma de suas bases mede 2 73 cm. 
A area lateral desse prisma e: 

a) 48 cm 2 d) 96 cm 2 

b) 144 cm 2 e) 126 cm 2 

c) lOScm 2 

Lembrete. O apótema de um polfgono regular e o raio 
de sua circunferencia inscrita. 


C.3 Uma folha retangular de cartolina tern comprimeato 
20 cm e largura 10 cm. Recortam-se dessa folha ąuatro 
cjuadrados congruentes de modo que cada um deles 
tenha um dos vertices em um vertice da lolha. A seguir. 
dobra-se essa folha. formando-se uma superffcie aberta 
de um paralelepfpedo reto-retangulo: 


20 cm 


f '- 

! i 
i 



Qual ć a medida do lado de cada ąuadrado retirado. 
sabendo que a medida de uma diagonal da caixa cons- 

trufdamede 6^/TT cm? 

C.4 No exercfcio anterior, qual deve ser a medida do lado de 
cada quadrado retirado para que a area lateral seja igual 
a area do fundo da caixa? 

C.5 (Cefei-RJ) Uma piscina com formato de paralelepfpedo 
retangulo com 5 m de largura. 10 m de comprimento e 
1,60 m de profundidade devera ser azulejada. Sabendo 
que o m 2 do azulejo custa R$ 20,00 e que deverao ser 
comprados 10% a mais para as quebras, entao o gasto 
total em reais sera de: 

a) 1.760,00 * d) 2.960,00 

b) 1.960,00 e) 3.256,00 

c) 2.156,00 


C.6 (Vunesp) A area da superffcie da Terra e estimada em 
510.000.000 km 2 . Por outro lado, estima-se que. se todo 
vapor de agua da atmosfera ten - estre fosse condensado, 
o volume de lfquido resultanle seria de 13.000 km 5 . Ima- 
ginando que toda essa agua fosse colocada no interior de 
lim paralelepfpedo retangulo, cuja area da base fosse a 
mesma da superffcie da Terra, a medida que mais se 
aproxima da altura que o nfvel da agua alcanęaria e: 

a) 2,54 mm. c) 25,4 cm. e) 0,254 km. 

b) 2,54 cm. d) 2,54 m. 



C.7 (Fuvest-SP) O volume de um paralelepfpedo reto-retan- 
gulo e de 240 cm 3 . As areas de duas de suas faces sao 
30 cm- e 48 cm 2 . A area total do paralelepfpedo, em 
cm 2 , e: 

a) 96 c) 236 e) 472 

b) 118 d) 240 

C.8 (PUC-MGj A figura abaixo e um cubo cuja aresta mede 6 
centfmetros. A area do tiiangulo ACF, em centfmetros 
ąuadrados, e igual a: 

a) 672 c) 1573 e) 36 

b) 1272 d) 1873 



C.9 (Unicamp-SP) Ao serem retirados 128 litros de agua de 
uma caixa-d’agua de forma cubica. o nfvel da agua baixa 
20 centfmetros. 

a) Calcule o comprimento das arestas da referida caixa. 

b) Calcule sua capaeidade em litros fl litro equivale a 
1 decfmetro cubico). 


( 
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C.10 (UFMG) Dois prismas obKąuos. de mesma altura h, tern 
um quadrado de lado a como base superior comum, e 
su as bases inferiores tem apenas urna aresta em comum. 
O volume do sólido formado pela intersecęao dos dois 
prismas e: 

a) a 2 h c) a 2 h e) ~rh 2 a 

b) \a4h d) -Ltfa 



Um prisma reto de base penlagonal foi desdobrado 
obtendo-se essa figura, na qual as linhas tracejadas 

indicam as dobras. O volume dessa prisma e: 


a) 6 + 


9^3 


b) 


45 V3 


c) 30 + 


d) 30 + 


9 J3 
4 

45 JJ 


C.12 Um prisma reto de aresta Iateral 8 cm tem como poHgono 
da base um biangulo retangulo isósceles de hipotenusa 
4 cm. Calcule o volume desse prisma. 

C.13 Um prisma reguł ar hesagonal possui todas as dezoito 
arestas congmentes entre si. Calcule o vo!ume desse 
prisma, sabendo que sua area Iateral ć 96 m 2 . 


C.ll (UFMG) Observe a figura. C.14 A figura mostra um prisma regular hexagonal de altura 

8 cm e aresta da base 3 cm. 




a) Quantas diagonais possui esse prisma? 

b) Qual e a medida da maior diagona! que passa pelo 
vertice A? 

c) Qual e o volume desse prisma? 



J 
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Ccipitulo 49 

PIRAMIDES 


1. CONCEITUAęAO 

Sejam unia regiao poligonal convexa A]AtA 3 .. A„, con- 
tida em uni piano a, e um ponto V, nao-pertencente a a. 
Consideremos todos os segmentos de reta que possuem 
uni extremo pertencente a regiao poligonal e o outro ex- 
tremo V: 



A reuniao de todos esses segmentos de reta e urn poli- 

edro chamado de piramidę limitada ou simplesmente 

piramidę de vertice V e base AjA^.. A n . lndicamos essa 

piramidę por VA { AĄ y .A n . 

Elementos da piramidę 

• O ponto V e chamado de vertice da piramidę. 

• A regiao poligonal AjA^Aj-A,, e chamada de base da 
piramidę, sendo Aj, A 2 , A y ..., A„ os vertices da base. 

• O poligon o A ,A 2 A 3 ...A„ que limita a base e chamado de 
polfgono da base da piramidę. 

• As demais faces, exceto a base, sao chamadas de faces 
laterais da piramidę. Por exemplo, os triangulos 
A\VA ly A 2 VA y A 3 VA 4 ,... sao faces laterais. 

• Os lados da base sao chamados de arestas da base da 
piramidę. Por exeniplo, AjA 2 , A 2 A 3 , A 3 A 4 ,... sao arestas 
da base. 

• As demais arestas, excelo as das bases, sao cham adas 
de arestas laterais da piramidę. Por exemplo, A,V, 
AĄ/, AJ/, ... sao arestas laterais. 

• A distctncia entre o vertice Vc o piano da base e chama¬ 
da de altura da piramidę. 

• A soma das areas de todas as faces laterais e chamada 
de area lateral da piramidę. 

• A soma da area lateral com a area da base e chamada 
de area total da piramidę. 


Exemplos 



Piramidę trianguiar 



Pirśmide quadrangular 



Piramidę hexagonal 


2. PIRAMIDĘ REGULAR 


Urna piramidę e regular se, e somente se, seu po- 
ligono da base e regulai - e a projeęao ortogonal de seu 
vertice sobre o piano da base e o centro da base. 




Exemplos 


Piramidę regular hexagonal 
(O ponto O e o centro do hexśgono regular A8CDEF.) 


Piramidę regular ąuadrangular 
{O ponto O e o centro do guadrado ABCD .) 


< 

U 


Nomenclatura 

m 

Uma piramidę e classificada de acordo com o numero 
de arestas da base. 


Notę que em toda piramidę regular as arestas laterais sao 
congruentes entre si e as faces laterais sao triangulos isós- 
celes congruentes entre si. 
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Apótema de uma piramidę regular 

Chama-se apótema de uma piramidę regular todo seg- 
mento de reta cujos extremos sao o verłice da piramidę e 
o ponto medio de um dos lados da base. 


v 



base 

Notę que o apótema da piramidę regular e a altura de um 
triangulo isósceles que e face lateral da piramidę. 


Apótema da base de uma piramidę 
regular 

O apótema do polfgono da base da piramidę regular e 
chamado de apótema da base da piramidę. 


O teorema de Pitagoras e a piramidę 
regular 

Em uma piramidę regular, sejam: 

•Ha medida da altura; 

• m a medida do apótema da piramidę; 

• /■ a medida do apótema da base; 

•ba medida de uma aresta da base; 

• i a medida de unia aresta lateral; 

• R o raio da circunferencia circunscrita ao polfgono da 
base. 



Pelo teorema de Pitagoras, temos: 



4 


H 2 + r 2 


m 1 





EXERCICI0S RESOmPOS 




R.l Calcu lar a area lateral (A f ) e a area total (A,) de uma pi¬ 
ramidę regular hexagonal cuja altura mede 4 cm e uma 

aresta da base mede 2^3 cm. 

Resoluęao 



•/ 
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Sen do m a medida do apótema da piramidę era medida 
do apótema da base, temos, pelo teorema de Pitagoras: 

4 2 + r 2 = m 2 (I) 

O apótema da base (r) e a aitura de ura triangulo equila- 
tero de lado 2j3 cm. 



' -^ ^ 

V3 


2 V3 

Pelo teorema de Pitagoras, temos: 

=$ r l + 3 = 12 r = 3 cm 
Substituindo r = 3 em (I), obtemos: 

4 2 + 3 2 = nf m = 5 cm 

Assim, cada face lateral da piramidę e uin triangulo isós- 

celes de base lj3 cm e aitura 5 cm. 

Sendo A i a area de urna face lateral, temos: 

Af — —— cm 1 => Aj — 5.T3" cm 2 



A area lateral A t , e igual a seis vezes a area de unia face 
lateral Aj, ou seja: 

A ( = 6 • 5 J3 cm 2 = 4 > A t — 30-/T cm 2 

A area B do hexagono regular da base da piramidę e 6 
vezes a area de um triangulo eąuildtero de lado 

2a/ 3 cm e aitura 3 cm, isto e: 

B — 6 * —— cm 2 = i 8^3^ cm 2 

A area total A, e a soma da area lateral A t com a area da 
base B. ou seja: 

A, = A f + B = (30^3 + 1S.7J) cm 2 - 48-73 cm 2 

* 

R.2 Calcular a medida H da aitura de um tetraedro regular 
cujas arestas tern medidas igtiais a a. 


Resoluęao 

Um tetraedro regular e uma piramidę regular triangu- 
lar cujas arestas sao congruentes entre si; logo. as quatro 
faces do tetraedro regular sao triangulos equilateros. 



(I) 


De (I), temos: 


i 

itr = a Ł — 


tt 



aj3 

O apótema r da base mede — da aitura —de um 
triangulo equilatero de lado a, ou seja: 


r — 


Substituindo m — 

H 2j r 

^>H 2 = 
H 2 - 

H = 



em (U), temos: 


la 2 

3 a 2 

4 

' 36 

21 a 2 

3a 2 . 

36 

36 

2 ajb 

=> H — a 


H 2 = 


24 a 2 
36 


3. VOLUME DE UMA PIRAMIDĘ 
QUALQUER 


O volume V de uma piramidę qualquer e igual 
a — do produto da area B de sua base por sua aJ- 
tura H. 
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HXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.3 Uma piramidę de altura 8 cm tem como poligono da base 
um triangulo retangulo de catetos 3 cm e 4 cm. Calcular 
o volume dessa piramidę. 



3 cm 


Resoluęao 

A iirea B da base da piramidę e: 

B = cm 2 =>5 = 6 cm 2 



cm 




Assim. o seu volume V e: 

V= -y BH => V = ~ • 6 • 8 cm 3 
.2 V= 16 cm 3 



O apótema de uma piramidę regular quadraugular mede 
13 cm e o apótema de sua base mede 5 cm. Calcular o vo- 
lume dessa piramidę. 


Resoluęao 

Sendo H a medida da altura da piramidę, temos. pelo 
teorema de Pitagoras: 


H 2 -I- 5 2 =• 13 2 .'.//= 12 cm 




Como o apótema de um ąuadrado mede metade da me¬ 
dida de um lado, temos que cada aresta da base mede 
10 cm e. portanto, a area da base 6 B — 100 cm 2 , Assim, 
o volume V da piramidę e: 



100 * 12 cm 3 = 400 cm-’ 


4. TRONCO DE PIRAMIDĘ DE BASES 
PARALELAS 

Consideremos um piano a paralelo a base de uma pi¬ 
ramidę separando-a em dois poliedros. Um desses dois 
poliedros e uma piramidę, e o outro e um tronco de pira- 
mides de bases paralelas. 



Tronco T da piramidę 
{A distancia entre as duas bases 
e a altura do tronco.) 



Notę que o volume V r do tronco e igual a diferenęa entre 
os volumes V P e V P -, das piramides P e P', respectivamen- 
te, isto e: 



EXERCfciO RESOLWPO 



gnu 


R.5 A altura de uma piramidę regular quadraugular mede 
18 cm, e cada aresta da base mede 12 cm. Um piano a, 
paralelo a base e distante 9 cm do vertice, intercepta a pi¬ 
ramidę. Calcular o volume do tronco de piramidę assim 
determinado. 




























Resoluęao 



Os triangulos VAB e VDC sao semelhantes: 




Como os lados correspondentes sao proporcionais, le- 

DC — 3 cm, e, portaiiLo, a base 


mos 


18 


9 DC 
menor do tronco e um quadrado de lado 6 cm. 

O volume V r do tronco de piramidę e a diferenęa enlre o 
volume da piramidę original e o da piramidę acima do 
piano a, isto e: 

Vt~ (4“ 1 12 2 * 18 - ~ ■ 6 2 • 9 cm 3 = 756cm 3 
v 3 3: J 


Ę 

EXERC!CI05 BASI COS 


B.l Calcule a medida do apótema de urna piramidę regular 
de altura 20 cm cujo apótema da base mede 15 cm. 

B.2 O apótema de uma piramidę regular e a altura medem, 
respectivamente, 13 m e 12 m. Calcule a medida do apó- 
tema da base dessa piramidę. 

B.3 O apótema de uma piramidę regular e uma aresta da base 
medem, respectivamente, 8 cm e 12 cm. Calcule a medi¬ 
da de uma aresta lateral dessa piramidę. 

B,4 Calcule a medida da altura de urn tetraedro regular cujas 
arestas tern medidas iguais a 3 cm. 

B.5 (U. Taubate-SP) A soma S das areas das faces de um te¬ 

traedro regular de aresta a 6: 

a) a 2 c) 4 a 2 e) Jla- 

b) JZ a 2 d) JZ a 1 

B.6 A altura de um tetraedro regular mede 2 JZ cm. Calcule: 

a) o apótema do tetraedro; 

b) o apótema da base; 

c) a area total. 

B.7 Calcule a area lateral A ( e a area total A t de uma piramidę 
regular hexagonal cuja altura mede 6 cm e uma aresta da 
base mede 3 VTcm. 


B.8 Calcule a area lateral A f e a area total A , de uma pinunide 
regular ąuadrangular em que a altura mede 8 cm e o apó¬ 
tema da base mede 6 cm. 


B.9 

B.10 


B.ll 


B.12 


B.13 

B.14 

B.15 

B.16 


Calcule a area lateral A t e a area total A, de uma pir ami dę 
regular triangular de altura JZ cm e aresta da base 6 cm. 

Uma piramidę de altura 8 dm tem como polfgono da base 
um triangulo retangulo de catetos 2 dm e 4 dm. Calcule 
o volume dessa piramidę. 

Calcule o volume de uma piramidę de altura 6 cm cujo 
poligońo da base e um triangulo isósceles de lados 
13 cm, 13 cm e 10 cm. 

Qual e o volume de uma piramidę de altura 15 cm, cujo 
pobgono da base e um trapezio isósceles de lados 5 cm, 
5 cm, 4 cm e 10 cm? 

Calcule o volume de uma piramidę regular ąuadrangular 
de altura 6 cm e aresta da base 4 cm. 

Calcule o volume de uma piramidę regular triangular de 
altura 10 cm e aresta da base JZ cm. 

Calcule o volume de uma piramidę regular hexagonal de 
altura 5 m e aresta da base A,JZ m. 

Calcule a area total e o volume de um octaedro regular 
cujas arestas medem 2 cm. 


D 



B.17 (UEPA) A figura abaixo representa uma piramidę ąua¬ 
drangular regular, cuja aresta da base mede 6 cm e a 
altura 10 cm. Calcule; 

a) o volume da piramidę; 

b) a area da secęao transversal feita a 4 cm do vertice; 

c) o volume do tronco obtido. 



6 cm 




Definięao. Secęao transversal de uma piramidę e qual- 
quer intersecęao nao-vazia e nao-unitaria da pir ami dę 
com um piano paralelo a sua base, 
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JP EXERCfciOS COMPLEMENTARES 

C.l A figura mostra urna piramidę regular quadrangular de 
altura 9 cm e apótema da base 3 73 cm. Calcule a medi- 
da do angulo formado pelas faces V'AD e VBC. 


A 



C.2 A f igura representa um cubo de aresta 4 cm. Retirando- 
se desse cubo a piramidę FBGE qual e a area total do po- 
liedro remanescente? 



C.3 (Fuvest-SP) Qual e a altura de uma piramidę regular qua- 
drangular que tern as oito arestas iguais a Jl ? 

a) JT c) Jl e) J3 

b) JlJ d) V2j 

C,4 (UFF-RJ) Considere o tetraedro regular MPQR, de ares¬ 
ta a, representado na figura. 


O 



Detemiine a drea do triangulo MNP, em funęao de «. sa- 
bendo que N e ponto medio de OR. 

C.5 {Utiirio.) Um prisma de altura H e uma piramidę tem ba- 
ses com a mesma area. Se o volume do prisma e a metade 
do volume da piramidę, a altura dessa piramidę e: 

a) ~ b) ~ c) 2 H d) 3 H e) 6 H 

o 3 


C.6 


(UFRGS) Numa piramidę regular, a base e um ąuadrado 
de lado a. Suas faces laterais sao trianguios equilateros. 
O volume dessa piramidę e: 


a) 


Jl 

12 




J3 

12 


a 


3 


b) 

c) 



a 


a 3 


e) 


73 

6 


a 


C.7 (UECE) Numa piramidę quadrangular regular. uma 
aresta da base mede ijl cm e uma aresta lateral mede 
Jll em. O volume dessa piramidę, em cm 3 , e: 

a) 7j2 e) 9jl 

b) 872 d) 1072 

Sugestao. Desenhe um triangulo retangulo tendo a altura 
da piramidę como um dos catetos e uma aresta lateral 
como hipotenusa. 

C.8 Uma piramidę regular triangular tem altura 9 m e o apó¬ 
tema da base 2 m. Calcule o volume dessa piramidę. 

C.9 A medida da altura de uma piramidę regular quadrangu- 
lar e igual a medida de uma diagonal de su a base. Saben- 
do que o apótema da piramidę mede 6 cm. calcule o vo- 
lume dessa piramide. 

C.10 O apótema de um tetraedro regular mede 3 cm. Calcule 
o volume desse tetraedro. 

C.ll O apótema da base de um tetraedro regular mede 2 cm. 
Calcule o volume desse tetraedro. 

C.12 Um tetraedro regular tem arestas de 6 cm. Calcule o vo- 
lume desse tetraedro. 

C.13 Chama-se “tetraedro trirretangulo” toda piramidę trian¬ 
gular que possui um angulo triedrico trirretangulo (as 
tres arestas sao perpendiculares entre si). Calcule o volu- 
me de um tetraedro trirretangulo cujas arestas do angulo 
triedrico trirretangulo medem 4 cm. 



C.14 Uma piramidę regular quadrangular de altura 8 cm e 
aresta da base 4 cm e seccionada por um piano paralelo 
a base e distante 2 cm de seu vertice. Calcule o volume 
do tronco de piramidę assim determinado. 


k. 
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Ccipftulo 50 

CILINDRO 


1. CILINDRO CIRCULAR 

Sejam a e P dois planos paralelos distintos, urna reta 
j secante a esses planos e um circulo C de centro O con- 
tido em a. Consideremos todos os segraentos de reta, 
paralelos a s, de modo que cada um deles tenha uin ex- 
tremo pertencente ao circulo C e o outro extremo per- 
tencente a p. 



A reuniao de todos esses segmentos de reta e um sóli- 
do chamado de cilindro circular limitado de bases C e 
C ou simplesmente cilindro circular. 

Nota 

Ha outros tipos de cilindro (por exemplo, o cilindro de 
bases elfpticas), porem trataremos nesle curso apenas dos 
cilindros circulares; por comodidade, as vezes omitire- 
mos a palavra “circulares”, chamando-os simplesmente 

de cilindros. 

Elementos do cilindro circular 


• A reta 00' e chamada de eixo do cilindro. 

• A distancia entre as bases e chamada de altura do ci¬ 
lindro. 


• Todo segmento de reta paralelo ao eixo 00' que tern 
extremidades pertencentes as circunferencias das ba¬ 
ses e chamado de geratriz do cilindro. 

• Chama-se area la terał A ( do cilindro a area da superfi- 
cie obtida pela reuniao de todas as geratrizes. 

• Chama-se area total A r do cilindro a soma da area la- 
teral com as areas das bases. 

Cilindro circular reło 

Cilindro circular reto e todo cilindro circular 
cujas geratrizes sao perpendiculares aos planos das 
bases. 



Em todo cilindro circular reto a medida h de uma ge- 
ralriz e a altura do cilindro. 

O cilindro circular reto tambem e conhecido por cilin¬ 
dro de revoluęao, pois pode ser obtido por uma revolu- 
ęao (rotacao) de 360° de uma regiao retangular em tomo 
de um eixo que contem um de seus lados. 


Geratriz 


O' 



H — Altura 


Os cfrculos C e C' de centros O e 0\ re$pectivamente, 
sao chamados de bases do cilindro. 






311 


GEOMETRIA ESPACIAL 
























UNIDADE 9 


Nota 

Cilindro circular oblfąuo e todo aquele que nao e reto. 



Secęao meridiana de um cilindro 
circular 

A intersecęao de um cilindro circular com um pia¬ 
no que passa pelos centros de suas bases e chamada 
de secęao meridiana do cilindro. 


dro, corte sua superffcie lateral sobre uma geratriz e. por 
fim, planifique (coloąue sobre um piano) as tres regioes 
obtidas. 



A area do retangulo equivalente a superffcie lateral do 
cilindro e a area lateral A, do cilindro, ou seja: 



/ 



Cilindro circular reto Secęao meridiana 

Qualquer secęao meridiana de um cilindro circular 
reto e uma regiao retangular. 

Cilindro equilótero 


Todo cilindro circulai' reto cujas secęoes meridia- 
nas sao quadradas e chamado de cilindro eąuilatero. 



Cilindro equilatero Secęao meridiana 


No cilindro equilatero a altura e igual ao diametro da 
base: 


h = 2 r 


2. AREA LATERAL E AREA TOTAL DE UM 
CILINDRO CIRCULAR RETO 

A superffcie de um cilindro circular reto de altura h e 
raio da base r e equivalente a reuniao de uma regiao re¬ 
tangular, de lados 2nr e h, com dois cfrculos de raio r. 
Para entender essa afinnaęao, retire as bases de um cilin- 


A e = 2% rh 

A area total A, do cilindro e igual a soma da śrea lateral 
A t com as areas das duas bases, ou seja: 

A, = 2nrh + 7tr 2 + nr 2 =$ A, ~ 2nrh + 2nr 2 


A t = 2nr(h + r ) 


$ EXERCfciO RESOLVIDO 

R.l Calcular a area lateral A, e a area total A, de um cilindro 
equilatero de raio da base 5 cm. 

Resoluęao 

A altura de um cilindro equilatero e igual ao diametro da 
base, logo: 



A area lateral A ( e a ai'ea do retangulo de lados 1 Oir cm e 
10 cm, ou seja, A c = 107t * 10 cm 2 A ( — IOOtt cm 3 . 
A area B de cada base e a area de um cfrculo de raio 
5 cm, ou seja, B = k • 5 2 cm 2 B = 25tc cm-. 

A area total A, e a soma da area lateral com as areas das 
duas bases: 

A r = 100itcm 2 -r 25jtcm : + 257tcm :: A, = 1507ucm 2 
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3. YOLUME DO CILINDRO CIRCULAR 


Volume de um tronco de cilindro reto 
com uma base circular 


O volurae V de um cilin¬ 
dro circular de altura h e 
raio da base r€ igual ao pro- 
duto da drea da base, nr 2 , 
pela altura h, isto e: 

7 = nr 2 h 



Jf EXERCIC10 RESOLVIDO MH 

R.2 Calcular o vo!ume de um cilindro circular de altura 
10 cm e raio da base 3 cm. 

Resoluęao 



A area B da base do cilindro e: 

B = n3 2 cm 2 B = 9n cm 2 

O volume V do cilindro e o produto da area da base por 
sua altura: V = 9tc ■ 10 cm 3 => V — 90tt cm 3 . 


4. TRONCO DE CILINDRO RETO COM 
UMA BASE CIRCULAR 

Um piano a que intercepta todas as geratrizes de um 
cilindro circular reto separa-o em dois sólidos chamados 

de troncos de cilindro com uma base circular. 



Geratrrz menor 
do tronco T 


Geratrlz maior 
do tronco T 


Consideremos um tronco de cilindro circular reto que 
possui uma base circular 5 de raio r, a geratriz maior me- 
dindo G e a menor medindo g. 



Prolongando su as geratrizes de modo a formar um ci- 
lindro circular reto de bases S e S', e altura G + g, temos: 



Esse cilindro e composto por dois troncos congruentes, 
possuindo. cada um, uma base circular de raio r, a gera¬ 
triz maior medindo Ge a menor medindo g. Assim, cada 
um desses troncos possui volume V igual a metade do vo- 


lume V c do cilindro, V = 



ou seja: 


u= rcr 2 (G + g) 
2 


Notę, portanto, que esse tronco e equivalente (tern o mes- 
mo volume) a um cilindro circular reto de raio da base r, 
cuja altura e a media aritmetica entre as medidas das ge- 

ratnzes maior e menor do tronco, ——^—. 



EXERC]CIO RB50iV\D0 



R,3 Um copo cilmdrico, cujo di&metro interno mede 6 cm e 
cuja altura interna mede 10 cm. eon tern um certo volume 
de agua. Inclinando o maximo possfvei esse copo, sem 
derramar a agua, obtemos a medida descrita na figura 
abaixo. Qual e o volume da agua contida no copo? 
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Resoluędo 

O volurae da agua e o volume do seguinle tronco de ci- 
lindro circular reto de base circular: 



Esse tronco e equivalente ao seguinte cilindro circular 
reto: 




Logo, o volume V do tronco e: 

V = n • 3 ; • 9 cm 3 => V = 8 In cm 5 


EXERCICI06 &A51C0S 




m 


B.l Calcule a area lateral e a area total de um cilindro circu¬ 
lar reto de altura 10 m e raio de base 3 m. 

B.2 (UFPE) Um conteiner, na forma de um cilindro circular 
reto, tem altura igual a 3 m e area total (area da superficie 
lateral mais areas da base e da tampa) igual a 20?t m 2 . 
Calcule. em metros. o raio da base desse conteiner. 

B.3 A area lateral de um cilindro circular reto e igual a meta- 
de da area total. Calcule a altura desse cilindro, sabendo 
que o raio da base mede 5 cm. 

B.4 Um cilindro equilatero tem altura 20 cm. Calcule a area 
lateral e a area total desse cilindro. 

B.5 Calcule o volume de um cilindro circular de altura 8 dm 
e raio da base 2 dm. 

B.6 Calcule o voIume de um cilindro equilatero cujo raio da 
base mede 4 cm. 

B,7 (U. F. Ouro Preto-MG) Um cilindro equilatero tem volu- 

me V = I 6 n cm 3 ; sua altura e: 

a ) 2 cm c ) 2 łf\6 cm e) \[2 cm 

b) f/Tó cm d) 4 cm 

B,8 (FGV-SP) Um próduto e embalado em recipiente com 
fermato de eilindros retos. O cilindro .4 tem altura 20 cm 
e raio da base 5 cm. O cilindro B tem altura 10 cm e raio 
da base 10 cm. 

a) Em qual das duas embalagens gasta-se menos mate¬ 
riał? 

b) O produlo embalado no cilindro A 6 vendido a 
R$ 4,00 a unidade, e o do cilindro B, a R$ 7,00 a uni- 
dade. Para o consumidor, qual a embalagem mais 
vantajosa? 


B.9 (U. E. Londrina-PR) Dois recipientes cillndricos tem al¬ 

tura de 40 cm e raios da base medindo 10 cm e 5 cm. O 

maior deles contem agua ate Ą- de sua capacidade. 



Essa 4gua e despejada no recipiente menor. alcanęando 
a altura h, de: 

a) 32 cm c) 16 cm e) 10 cm 

b) 24 cm d) 12 cm 


B.10 (UNIR) Um lapis com a 
forma de um cilindro cir¬ 
cular reto tem 8 mm de 
diametro e 16 cm de com- 
prknento. O graf!te, com 
a mesma forma cilfndrica, 
tem 3 mm de diametro. 
conforme mostra a figura 
ao lado. 


3 mm 



16 cm 



8 mm 


O voIume de madetra usada na fabricaęao do lapis e, em 
centimetros cubicos, igual a: 

a) l,27t c) 2,5ic e) 3,2 tu 

b) 7t d) 2 ,2n 


B.L1 (Cesgranrio) Um recipiente com a forma de um cilindro 
reto, cujo diametro da base mede 40 cm e altura 

- cm. armazena um certo lfquido, que ocupa 40% 

Jt 

de sua capacidade. O volume do lfquido contido nesse 
recipiente e, em litros, aproximadamente, igual a: 
a) 16 b) 18 c) 20 d) 30 e) 40 


B.12 Calcule o volume de um tronco de cilindro reto cuja base 
circular tem raio de 3 cm. a geratriz menor mede 4 cm e 
a maior mede 6 cm. 
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C.1 


C.2 


C.4 


C.5 


C.6 


C.7 


C.8 


EXERCICIOS COMFLEMENTARES 

lim cilindro circuiar reto de raio da base 5 cm possui 
uma secęao meridiana equivalente a uma de suas bases. 
Calcule a area lateral e a area total desse cilindro. Lem- 
brete. Figuras planas equivalentes sao figuras de areas 
iguais. 

Uma secęao meridiana de urn cilindro eąuilatero tern 
area 100 m-. Calcule a area lateral e a area total desse ci¬ 
lindro. 


C.3 Calcule a razao em que A,ea drea lateral e A, e a 

A, 

area total de um cilindro equilatero de raio da base R. 

Uma lata de óleo, sob a forma de um cilindro circuiar re¬ 
to, tem raio da base 5 cm e seu volume e 1 t. Qual e a 
ałtura da lata? 

(U. F. Santa Maria-RS) Um orizicultor pretende cons- 
truir um depósito cujo formato e dimensoes aparecem na 
figura. AB e um arco de circunferencia de centro C, as 
medidas DF e EG sao iguais e valem a metade da medida 
DE. Nessas condięoes, a medida da drea da cobertura, 
em m 2 , vale: 

a) 471^2 c) SOk Jl e)400 

b) 40 tIa/ 2" d) lOOrt 


20 m 


B 


120 


D 6 m C 6m E 


H 


20 m 


(FEI-SP) No projeto de um predio foi inicialmeme pre- 
vista a construęao de um resen atório de agua com forma- 
to cilmdrico, cujas medidas seriam: raio da base igual a 
2 m e altura igual a 3 m. Depois foi constatado que o vo- 
lume do reservatório havia sido subestimado. sendo ne- 
cessario, na verdade. o dobro do volume inicialmente 
previsto. Qual devera ser a medida do raio da base, saben- 
do que a altura do reservatório nao podera ser alterada? 

a) 4 m c) 2^2 m e) 6 m 

b) 3 m d ) Jl m 

(U. Gama Filho-RJ) Utilizando-se uma torneira cuja va- 
zao e de 10 litros por minuto, o tempo necessario para 
encher completamente um reservatório cillndrico de 
70 cm de altura e 2 m de diametro e de aproximadamente: 

a) 22 min c) 2 h e 15 min e) 4 h 

b) 1 h e 28 min d) 3 h e 40 min 

(Fatec-SP) Um tubo de vidro. com formato de cilindro 
circuiar reto, e graduado com uma escala e esta cheio de 


agua ate a borda, Veja as figuras. O diametro interno do 
tubo e 5 cm. Incłinando-o paulatinamente, despeja-se a 
agua nele contida ate que atinja a marca que dista da bor- 

8 

da — cm. O volume da agua despejada e: 

Jt 


a) 25 cm 3 

b) 50 cm 3 


c) 75 cm 3 

d) i 00 cm 3 


e) 125 cm 3 




C.9 (UDESC) Um cubo de aresta h e inscrito num cilindro de 
mesma altura. A area lateral desse cilindro e: 


a) k 

b) 


h 2 

4 

tzIFJJ 


c) 




e) 2 • k • h 2 


d) Jt • h 2 j2 


Nota. Um prisma se diz inscrito em um cilindro quando 
todos os seus vertices pertencem as circunferencias das 
bases do cilindro. 

C.10 (Enem) Uma garrafa cillndrica esta fechada, contendo 
um h'quido que ocupa quase completamente seu corpo, 
confonne mostra a figura. Suponha que, para fazer me- 
dięoes, voce disponha apenas de uma regua milimetrada. 



I) Para calcular o volume do lfquido contido na garrafa, 
o numero mfnimo de medięoes a serem realizadas e: 

a) 1 c) 3 e) 5 

b) 2 d) 4 

II) Para calcular a capacidade total da garrafa, lembran- 
do que voce pode vira-la, o numero mfnimo de medi- 
coes a serem realizadas e: 

a) 1 c) 3 

b) 2 d) 4 
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1. SETOR CIRCULAR — REVISAO 

Vamos estudar neste capftulo o cone circular. Para isso 
e necessario rever o calculo da medida do angulo central 
e da area de um setor circular. 

Angulo central do setor circular 

A medida, em radianos, do angulo central de um 
setor circular de raio r cujo arco tem comprimento € 

6 ±. 

r 


temos: 


av 




' EXERCICIO RESOLYIDO 


R.1 Um setor circular de raio 5 cm tem arco de comprimento 
10 cm. Calcular a medida do angulo central desse setor. 
Resoluęao 



10 


rad — 2 rad 


Area do setor circular 

A area A de um setor circular de raio r cujo arco 
tem comprimento 6 e dada por A — ——. 


A = 


i nr 2 
2iir 


=> A = 


ir 



EXERC1C!0 RESOLWDO 


R.2 Calcular a area de um setor circular de raio 4 cm cujo 
arco tem comprimento 6 cm. 

Resoluęao 



A = - z - cm 2 => A = 12 cm 2 


2. CONE CIRCULAR 

Sejam um ctrculo C de centro O contido em um piano 
ot e um ponto V nao-pertencente a a. 

Consideremos todos os segmentos de reta que pos- 
suem um extremo pertencente ao circulo e o outro 
extremo e V. 


a 



De fato, resolvendo a seguinte regra de tres: 


Comprimento 
do arco 

27tr 

€ 


Area 


nr 



A reuniao de todos esses segmentos de reta e um soli- 
do chamado de cone circular limitado de base C e verti- 
ce V ou simplesmente cone circular. 

Nota 

Ha outros tipos de cone (por exempio, o cone de base 
elfptica), porem neste curso trataremos apenas do cone 
circular. Por comodidade, as vezes omitiremos a palavra 
“circular”, chamando-o simplesmente de cone. 
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Elementos do cone circular 


Altura 


Geratriz 


• O cfrculo C e o ponto V sao chamados respectwamente 
de base e vertice do cone. 

• A reta OV e chamada de eixo do cone. 

• O raio do cfrculo C e chamado de raio da base do cone. 

• A distancia do vertice ao piano da base e chamada de 
altura do cone. 

• Todo segmento de reta, cujos extremos sao o ponto V e 
um ponto da circunferencia da base, e chamado de 
geratriz do cone. 

• A area lateral A { do cone e a area da superficie obtida 
pela reuuiao de todas as geratrizes. 

• A area total A f do cone e a soma da area lateral com a 
area da base. 

Cone circular reto 


Cone circular reto e todo cone circular cujo eixo 
e perpendicular ao piano da base. 


Em todo cone circular reto, a 
altura e a medida do segmento 
cujos extremos sao o vertice V e o 
centro O da base. 





O cone circular reto tambem e conhecido por cone de 
revoluęao, pois pode ser obtido por uma revoluęao de 
360° em torno de um dos catetos de uma regiao limitada 
por um triangulo retangulo. 






Cone obliquo e todo cone cujo eixo nao e peipendi- 
cular ao piano da base. 


v 



Secęao meridiana de um cone circular 

A intersecęao de um cone circular com um piano 
que passa pelo yertice e pelo centro da base e chamada 

de secęao meridiana do cone circular. 



Qualquer secęao meridiana de um cone circular reto e 
uma regiao triangular isósceles. 

Cone equilatero 

Todo cone circular reto cujas secęoes meridianas 
sao regioes limitadas por triangulos equilateros e 
chamado de cone eąuilatero. 



Triangulo eguilatero 


Secęao meridiana 


Em todo cone eąuilatero a medida g de cada geratriz e 
igual ao di^metro 2r da base: 

g =2r 


i 
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3. O TEOREMA DE PITAGORAS E O 
CONE CIRCULAR RETO 

Consideremos urna secęao meridiana de um cone 
circular reto tal que o raio da base, a geratriz e a altura 
meęam r, g e h, respecti vamente. 

Pelo teorema de Pitagoras, temos que: 

g 2 = r 1 + h 1 


por fim, planifique (coloąue sobre um piano) as d u as re- 
sioes oblidas. 







EXERCICIO RE50LVIP0 


R.3 Calcular a medida da altura de um cone circular reto cujo 
raio da base mede 5 cm e u ma geratriz mede 13 cm. 

Resoluęao 

Pelo teorema de Pitagoras, temos que: 

h~ + 5 2 = 13 2 => h 2 = 144 h = 12 cm 



Notę que o comprimento do arco do setor e o comprimento 
da circunferencia da base do cone. 

A area do setor equivalente a superficie lateral do cone 
e a area lateral A f do cone, ou seja: 

A t = ■ ? A { = 7 irg 

A area total A, do cone e a soma da area lateral com a 
area da base, o u seja: 

A, — TC rg + Kr 2 => A t = 7t r(g + r) 

A medida 0 do angulo central do setor equivalente a 
superficie lateral do cone e: 



4. AREA LATERAL E AREA TOTAL DE UM 
CONE CIRCULAR RETO 

A superficie de um cone circular reto de raio da base r 
e geratriz de medida g e equivalente a reuniao de um 
cfrculo de raio r com um setor circular de raio g cujo arco 
mede 2nr. Para visual izar essa equivalencia, retire a base 
do cone, corte sua superficie lateral sobre uma geratriz e, 


Q 2nr A a 360° * r 

0 ~ -rad ou 0 = -- 


g 


g 



EXERCICiO RESOMDO 


R.4 Dado um cone circular reto de raio da base 6 cm e altura 
8 cm, calcular: 

a) a area lateral do cone; 

b) a area total do cone; 

c) a medida, em graus, do angulo central do setor circu¬ 
lar equivalente a superficie lateral do cone. 

Resoluęao 

Pelo teorema de Pitagoras, temos que: 


g- — 8 : + 6 : =>g ; = 100 g = !0cm i 


8 cm 


9 


6 cm 
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PlanifLcando a su perlicie do cone, temos: 



. 12tc * 10 » . 

A ( - --— cm- => A e = 60tt cm- 


b) A area B da base do cone ć: 

B = 7i ■ 6 2 cm 2 => B — 36ti cm 2 
Assim, a area total A, e: 

A, = A f + B => A, = 60tc cm 2 + 36jt cm 2 
A f = 96 tc cm 2 

c) A medida 6 do angulo do setor ś: 

„ 12jt , n 6lz , 

9 — - ■ rad => 9 = —rad 

Lembrando que K rad equivalem a 180°, temos: 



6 • 180° 
5 


=> 9 = 216° 


5. VOLUME DO CONE CIRCULAR 


O voJume V de um cone circular de altura h e rai o 
da base r e igua] a ~ do produto da area da base, 
nr 2 , pela altura h, isto e: 


V — -|-ttr 2 /2 



Jf EXERCfclOS RESOLyiDOS 

R.5 Um cone circular de vertice L e centro da base O e tal que 
o segmento de reta LO mede 12 cm e forma com o piano 
da base um angulo de 60°. Calcu lar o volume desse cone, 
sabendo que o raio de sua base mede 4 cm. 

Resoluęao 

A medida h da altura e obtida por: 


sen 60‘ 


h 

12 


Jf _ h 
2 12 


.\h = 6j 3* cm 


A area B da base e: 



Logo. o volume V do cone e: 

y=l-Bh=>V=-\- • I6ji * 6+/J cm- 1 
3 3 

t \V=32nj3 cm 3 

R.6 O raio da base de um cone equiMtero e r. Calcular o 
volume desse cone, em funęao de r. 

Resoluęao 

Qualquer geratriz do cone equilatero tem a mesma medi¬ 
da do diametro da base. 



Pelo teorema de Pitagoras, temos: 

h 2 + r 2 = (2r) 2 => h 2 “ 3r 2 ,’. h = rj 3 
A area B da base e: 

B = Ttr 2 

Logo, o voIume V do cone 6: 

V = i- Bh =i> V=. — ■ Ttr 2 • rj3 V= Kr '5'' 
3 3 3 


r 

L 
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6. TRONCO DE CONE CIRCULAR DE 
BASES PARALELAS 

Consideremos um piano a paralelo a base de um cone 
circular separandoo em dois sólidos. Um desses dois 
sólidos e um cone e o outro e um tronco de cone circular 
de bases paralelas. 




Cone C r 



Tronco T do cone 
{A distancia entre as 
bases e a aItura 
do troncoj 


Notę que o volume V r do tronco e igual a diferenęa entre 
os volumes V c e V c , dos cones Ce C\ respectivamente, 
isto e: 

V r = V c - % 



EXERC1C10 RESOLVIDO 

R,7 A altnra de um cone circular reto mede 9 cm, e o raio de 
sua base mede 6 cm. Um piano ot, paralelo a base e 
distante 6 cm do vertice, intercepta o cone. Calcular o 
volume do tronco de cone assim deten nin ado. 

Resolucao 



8 



Os triangulos VAB e VDC sao semelbantes. 

Como os lados correspondentes sao proporcionais. 


temos 


VA 

VD 


AB 

DC 


, istoć: 


DC 


DC = 4 cm 


O volume V T do tronco de cone e a diferenęa entre o vo- 
lume do cone odgina) e o do cone acima do piano a: 



• Ji ■ 6 2 * 9 


_1_ . Ti. 4 - • 6 


cm 3 = 76 ti cm 3 


A geometria e a engenharia ciuil 

Os edificios sao construidos sobre estruturas 
subterraneas denominadasfundaęóes. Basicamente 
essas estruturas sao formadas por tres partes: 
bloco, tubuiao e sapata, conforme a figura abawo. 



Calculos de resistencia de materiais determinam 
as dlmensóes das fundaęóes em funęao do tipo de 
terreno e das foręas que atuarao sobre elas. Especi- 
ficadas as dimensóes, os calculos dos volumes do 
paralelepipedo, do dlindro e do tronco de cone 
determinam a quantidade de concreto que formara 
essas estruturas. 


JI 1 EXERCfciOS BASICOS 

B.l A medida da geratriz de um cone equiidtero e 10 cm. 
Calcule a medida da altura desse cone. 

B.2 Cada geratriz de um cone circular reto de raio da base 
4 cm forma córa o piano da base um ingulo de 30°. Cal¬ 
cule a medida da altura desse cone. 

B.3 Urna secęao meridiana de um cone circular reto e unia 
regiao limitada por um triangulo isósceles de lados 

ijl cm, 2 Jl cm e 4 cm. Calcule a medida do angulo 
que uma geratriz forma com o piano da base do cone. 

B.4 Dado um cone circular reto de raio da base 5 cm e gera¬ 
triz 13 cm. calcule: 

a) a area lateral do cone; 

b) a area total do cone; 

c) a medida, em radianos, do angulo central do setor 
circular- equivalente a superficie lateral do cone. 

B.5 Um cone eąuilatero tem raio da base 3 cm. Calcule: 

a) a area lateral do cone; 

b) a area total do cone; 

c) a medida, em graus, do angulo central do setor circular 
equivalente a superficie lateral do cone. 


r 
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B.6 Em um cone circular reto de altiira 6 cm, a area lateral e 
o dobro da area da base. Calcule a medida do raio da base 
desse cone. 

B.7 As areas da base e de urna secęao transversal de um cone 
circular sao 32 cm 2 e 4 cm 2 . respectivamente. Sabendo 
que a altura do cone e 12 cm, calcule a distancia entre o 
piano dessa secęao transversal e a base do cone. 

Nota 

Secęao transversal de um cone e qualquer mtersecęao 
nao-vazia e nao-unitaria do cone com um piano paralelo 
a sua base. 



B,8 Calcule o volume de um cone circular em que a altura 
mede 9 cm e o raio da base mede 5 cm. 

B .9 Um cone circular de vćrtice L e centro da base O ć tal que 
o segmento de reta LO mede !0me forma com o piano 
da base um angulo de 45°. Calcule o volume do cone, 
sabendo que o raio de sua base mede 3 m. 

B JO Qual e o volume de um cone circular reto de altura 4 dm 
cujas geratrizes medem 5 dm? 

B.ll A altura de um cone equildtero mede 6 dm. Calcule o 
volume desse cone. 

B.12 (U. Amazonas-AM) Um bar da cidade, em seu reveillon , 
ofereceu a seus brincantes um barriJ de chope que foi 
servido em tulipas: 

• o barril tinha formato de um cilindro circular reto com 
20 cm de raio ( R ) e 30 cm de altura (//); 

• a tulipa tinha fonnato de um cone reto com 3 cm de 
raio (r) e 10 cm de altura (/?). 

Com base nesses dados, pergunta-se: 

a) Qual o vplume do barril? 

b) Qual o volume da tulipa? 

c) Quantas tulipas foram servidas desse baml. adml- 
tindo-se que nao houve perda? 



B.13 Um piano a, paralelo a base de um cone circular de altu¬ 
ra 20 cm e raio da base 4 cm, dista 5 cm de seu vertice. 
Calcule o vo!ume do tronco do cone limitado pelo piano 
a e pela base do cone. 


B.14 (Fuvest-SP) Qual das expressoes seguintes da o volume 
do tronco de cone circular de bases paralelas em funęao 
de //, R, h, r? 



[HR 2 

+ (H- 



~(H + 

fc)A] 

-\-n[HR 2 

-(H- 

■ 

4-n [HR 2 

+ {H + 


n.d.a. 




B.1S (UFLA) Um cone circular reto tem 10 cm de altura e 
10 cm de raio da base. Aque distancia do vertice do cone 
deve passar um piano a, paralelo ao piano da base, divi- 
dindo o cone em dois sólidos de mesmo volume? 



C.2 


C3 


EXERClCIOS COMPLEMENTARES 


(Cefet-RJ) A geralriz de um cone de revoluęao forma com 
o eixo um angulo de 30°. Sendo 12 cm o perimetro da 
secęao meridiana do cone, a sua area total sera, em cm 2 : 

a) LOit d) 13 7t 

b) 11 k e) 14jt 

c) 12 tt 

Nota 

Eixo do cone de revoluęao e a reta que passa pelo vertice 
e pelo centro da base do cone. 

(Fuvest-SP) Deseja-se construir um cone circular reto 
com 4 era de raio da base e 3 cm de altura. Para isso, 
recorta-se, em cartolina, um setor circular para a superft- 
cie lateral e um circulo para a base. A medida do angulo 
central do setor circular e: 

a) 144° d) 288° 

b) 192° e) 336° 

c) 240° 

(Fatec-SP) A altura de um cone circular reto mede o triplo 
da medida do raio da base. Se o comprimento da circun- 
ferencia dessa base e Szr cm. entao o volume do cone. em 
centimetros cubicos, e: 

a) 64it d) 16 ju 

b) 48 7t e)8rt 

c) 32 k 
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C.4 Um cone de revoluęao de raio da base 12 cm e equiva- 
lente a um cilindro de revoIuęao de altura 12 cm e raio da 
base 8 cm. Qual e a area totai do cone? 

Nota 

Sólidos equivalentes sao sólidos de volumes iguais. 

C.5 Um cilindro de revoluęao tem raio da base r e altura 2 r. 
Retiram-se desse cilindro dois cones cireulares tais que 
suas bases coincidem com as bases do cilindro e seus 
vertices coincidem com o centro do cilindro. Calcule o 
volume do soli do remanescente. em funęao de r. 



C.6 (U. F. Santa Maria-RS) Um cone circular reto de volume 

h 

V cm-‘ Lem h cm de altura. A oma dislancia — cm do ver- 

i 

JbŚ 

tice do cone. traęa-se um piano paralelo a sua base, deter- 
minando. assim, um outro cone de yolume W cml Eniaa: 

a) V:- 4 W 

b) V =• 2 W 

c) V = 4 W 

d) V -6 W 

e) V=8 W- 

C.7 (Enem) Assim como na relaęao entre o perfil de um corte 
de um tomo e a peęa tomeada, sólidos de revoluęao 
resultam da rotaęao de figuras planas em torno de um eixo. 


Gtrando-se as figuras ababto em tomo da hastę indicada, 
obtem-se os sólidos de revoluęao que estao na coluna da 
direita. 



A correspondencia correta entre as figuras planas e os 
sólidos de revoluęao obtidos e: 

a) 1A, 25, 3C, 4 D, 5E d) LD. 2 E. 3A : 45, 5C 

b) 15, 2C, 3 D, 4E, 5A e) 1 D. 2E, 35, 4C, 5A 

c) 15. 2 D, 3 E, 4A, 5C 












FOTOS: LUIZ ANTONIO 


Ccipftulo 52 


1. CONCEITUAęAO 

Considereraos um ponto O do espaęo e u ma medida 
R(R > 0). Chama-se esfera de centro O e raio R o 
conjunto dos pontos do espaęo cujas distancias ao ponto 
O sao menores ou iguais a R. 


Fabricantes de lentes 

Para o calculo da distancia focal f de uma lente 
com duas superfides esfericas de ralos Rj e R 2< 05 
fabricantes usam a formula: 



• O conjunto dos pontos do espaęo cujas distancias ao 
ponto O sao menores do que R e chamado de interior 
da esfera. 

• O conjunto dos pontos do espaęo cujas distancias ao 
ponto O sao iguais a R e chamado de superficie 
esferica. 

• O conjunto dos pontos do espaęo cujas distancias ao 
ponto O sao maiores do que R e chamado de exterior 
da esfera. 

Nao confunda esfera com superficie esferica. A su¬ 
perficie esferica e apenas a “casca" da esfera; a esfera e a 
reuniao da superficie com o conjunto de pontos interiores. 

Dois bons modelos de superficie esferica e esfera sao 
uma bolinha de pingue-pongue e uma bola de bilhar, 
respectivamente. A bolinha de pingue-pongue e apenas 
uma “casca" (“superficie esferica"); ja a bola de bilhar e 
macica (“esfera"). 




4 = 1 

' n 2 

- li 

1 

+ i 1 

f 1 


J 

l Rj 

R. J 


em que n x e n 2 sao os Tndlces de refraęao do melo e 
da lente, respectivamente. 



Para lentes que possuem uma superficie piana e 
uma superficie esferica de ralo R e usada a formula: 
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2. POSięÓES RELATWAS ENTRE UM 
PLANO E UMA ESFERA 



EXERCICIO RESOLVIDO 




Piano secante a esfera 
O piano e a esfera tem ein comum infinitos 
pontos que fomiam um cfrculo chamado 
de secęao piana da esfera. 



Piano tangente a esfera 
O piano e a esfera tem em comum um unico 
ponto. O rai o e perpendicular ao piano 
tangente no ponto de tangencia. 



Piano exterior a esfera 

O piano e a esfera nao tem ponto em 
comum. 

O teorema de Pitagoras e a secęao 
piana da esfera 


Seja a um piano secante a u ma esfera de centro O e 
rai o R tal que: 

• a distancia de a ao ponto O e igual a d (d >0); 

• a secęao piana detenninada por a na esfera e um 
cfrculo de centro O' e raio r. 

Pelo teorema de Pitagoras, temos: 








J 


R.1 Um piano a secciona uma esfera de raio 5 cm a 3 cm de 
seu centro. Calcular o raio da secęao piana determinada 
por a nessa esfera. 

Resolucdo 

Pelo teorema de Pitagoras: 

r 2 + 3 2 = 5 2 => r 2 = 16 /• = 4 cm 



3. VOLUME DA ESFERA E AREA DA 
SUPERFICIE ESFERICA 

O volume V de uma esfera de raio R e a area A da 
superffcie dessa esfera sao: 



A = 4 kR 2 




EXERCICIOS RE50LV!D0S 



IŁ2 Dada uma esfera de raio 2 cm, calcular o seu volume e a 
area de sua superffcie. 

Resoluędo 


,/_ 4tc/? 3 4tt • 2 3 . 32tt 

y - — =>v '=^— «»• = - 

A ~ 4nR 2 => A = 4tu * 2 2 cm- = 16 7t cm 2 


cm 3 



•r.3 
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R 2 = d 2 + r 2 


Uma secęao piana de uma esfera tem raio 3 cm e dista 
4 cm do centro da esfera. Calcuiar o volume dessa es¬ 
fera e a area de sua superffcie. 



















Resołuęao 

Sendo R o raio da esfera, temos: 

R 2 = 42 + 32 ^ R i = 25 ,\R = 5 cm 



Logo, o voiume V da esfera e a area A de sua superficie 
sao: 


V = 


4% ■ 5 3 


cm 


V = 


500 % 


3 3 

A = 4% ■ 5 2 A — 100% cm 2 


cm 


4. FUSO ESFERICO 

Consideremos uma superficie esferica de centro O e 
raio R e dois semiplanos de mesma origem s que passa 
por O. Uma regiao da superficie esferica limitada por 
esses dois semiplanos e chamada de fuso esferico de 
centro O e raio R. A medida a do angulo formado pelos 
dois semiplanos e chamada de medida do angulo diedro 
do fiiso esferico. 



Nota 

Diedro e uma poręao do espaęo limitada por dois se¬ 
miplanos de mesma origem. 

Jl EXERC(CIOS RESOLMDOS 

R.4 Calcular a area de um faso esferico de raio 3 cm cujo 
angulo diedro mede 60°. 

Resołuęao 

Arazao entre a area de uma superficie esferica e a medida 
de um angulo diedro de uma volta completa (360° ou 
2 % rad) e igual a razao entre a area da superficie de um 


fuso qualquer dessa superficie e a medida de seu angulo 
diedro. Assim, o calculo da area A f do fuso esferico ein 
ąuestao pode ser feito atraves da regra de tres: 

Angulo Area 

(gratis) (cm 2 ) 

360 - 4% * 3 2 

60 - Ar 


. , 60 ■ 36% , 

■ A ' = — m ~ cm ~ 


Aj = 6% cm 



R.5 Calcular a area A f de um fuso esferico de raio 5 m cujo 


TC 

angulo diedro mede -yy rad. 


Resołucao 



(rad) 

2 % 

% 

10 


(m 2 ) 
4% ■ 5 2 

A 


Jl 


Aj — 


10 


100 % 


2 % 


m 2 


A f = 5% m 2 

R.6 Um fuso esferico de area S cm 2 estó contido em uma 
superficie esferica de area 24 cm 2 . Calcular a medida. 
em graus, do angulo diedro desse fuso. 


« 
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Resoluęao 



Area da superficie 
esferica = 24 cm 2 


Angulo 

(graus) 


Area 

(cm-) 


360 


24 


. . a — 


360° - 8 
24 


a 


8 a = 120° 


5. CUNHA ESFERICA 

Consideremos uma esfera de centro O e raio R e dois 
semiplanos de mesma origem s que passa por O. Uma 
parte da esfera iimitada por esses dois semiplanos e cha- 
mada de cunha esferica de centro O e raio R. A medida 
a do angulo formado pelos dois semiplanos e chamada de 
medida do angulo diedro da cunha esferica. 



R.7 Calcular o volume de uma cunha esferica de raio 3 cm 
cujo dngulo diedro mede 45°. 

Resoluęao 

A razao entre o volume de uma esfera e a medida de um 
angulo diedro de uma volla completa (360° ou 2k rad) e 


igual a razao entre o volume de uma cunlia qualquer 
dessa esfera e a medida de seu angulo diedro. Assim, o 
calculo do volume V c da cunha em questao pode ser feito 
atraves da regra de tres: 

Angulo VoIume 

(graus) (era 3 ) 


360 



45 • 36:t 


360 


cm 3 


4 tu ■ 3 3 
3 

% 



R.8 Uma cunha esferica de volume 4 cm 3 e obtida de uma 
esfera de volume 32 cm 3 . Calcular a medida, em ra- 
dianos, do angulo diedro dessa cunha. 

Resoluęao 

Volume da 




A medida de uma drcunferencia maxima da Terra 


ha 2.200 anos o ma tema ti co grego Eratóstenes {276-194 a.C.) 
realizou a proeza de medir o perimetro de uma drcunferencia que 
contem um meridiano da Terra. Eratóstenes fez seu calculo funda- 
mentado nas seguintes obseruaęóes; quando em Assuan (entao 
51ene) os ralos de 5ol incldiam verlicalmente a superficie terrestre, 
en Alexandria, a 800 Km ao norte, os rafos solares formauam 7,8° 
com uma uerilcal. Deduziu que essa diferenęa se deuia a esferi- 
cidade da Terra. Atraves de uma simples proporęao, o matematico 
obteve o perimetro c da drcunferencia maxima que passa por 
Assuan e A!exandria. Obserue: 


7,8° 

800 


560° 

c 


=> c = 56.923 Km 


Medldas atuais estimam em 40.000 km o perimetro de um meridiano. 



Terra 


i 









































6. ESFERAS TANGENTES 


Duas esferas sao tangentes se, e somente se, su as 
superficies tern um unico ponto comum. 



Esferas tangentes 
interiormente 


Esferas tangentes 
exteriormente 


Propricdadc 

Se duas esferas de centros O e O' sao tangentes 
num ponto T, entao os pornos 0,0' z T sao colineares. 


jf" EXERC[CIO RESOLVIDO 

R.9 Duas esferas tangentes exteriormente e tangentes a um 
piano a nos pontos AcB tern raios iguais a9 cm e 4 cm. 
Calcular a distancia entre os pontos AcB 




No triangulo 00'M, temos: 

(MO') 2 + 5 2 = 13> 2 => (MO') 2 = 144 MO' = 12 cm 
Como MO' —■ AB. temos que AB — 12 cm. 


Jf EXERC!CIOS &A5IC0S 

B.1 Uma secęao piana de urna esfera e um cfrcuio de raio 
6 cm. Sabendo que o raio da esfera mede 10 cm, calcule 
a distancia dessa secęao ao cenU'o da esfera. 

B.2 (Fuvesl-SP) Uma su perlicie esferica de raio 13 cm e 
cortada por um piano siluado a uma distancia de 12 cm 
do centro da superffcie esferica. deLerminando uma 
circunferencia. O raio desta circunferencia. em cm. e: 

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


B.3 Calcule o volume de uma esfera de raio 3 cni. 

B.4 Uma secęao piana de urna esfera tern raio 1 cm e dista 
3 cm do centro da esfera. Calcule o volume dessa esfera. 

B.5 (UFES) Um ourives deixou como heranęa para seus oito 
filhos uma esfera macięa de ouro. Os herdeiros resolve- 
ram fundir o ouro e, córa ele, fazer oito esferas iguais. 
Cada uma dessas esferas tera um raio igual a: 

a) do raio da esfera original. 

b) do raio da esfera original. 

c) do raio da esfera original. 

d) ~ do raio da esfera original. 

e) -- do raio da esfera original. 

O 

B .6 Calcule a area de uma superffcie esferica de raio 3 cm. 

B.7 O voiume de uma esfera e cm 3 . Qual e a area da 
superficie dessa esfera? 

B .8 A area da superffcie de uma esfera e 100 rt m-. Calcule o 
volume dessa esfera. 

B.9 (U. F. Fiuminense-RJ) Uma lata. cuja capacidade e igual 

a 300 m£, contem agua e 60 bolas de gude iguais e 
perfeilamente esfericas com diametro de 2 cm cada. 
Sabendo que a lata esta completameme cheia. determine 
o voiume de agua, em m€. Considere 7 t = 3,14. 

B.10 (UFPA) Um cone reto tem raio de base R e altura H. Se 
uma esfera tem raio R e volume igual ao dobro do volu- 
me desse cone, podemos afirmar que: 

a )H=R c )H = ~ e) ~ 

b) H=2R d) H = 3 R 

B.ll Um circulo masimo de uma esfera separa-a em dois 
sólidos chamados de hemisferios ou semi-esferas. 
Calcule o volume e a area de um hemisferio de raio R. 



Hemisferio 


Nota 

Cfrculo maximo de uma esfera de centro O e uma secęao 
piana que passa por O. 

i 
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B.12 (FGV-SP) Deseja-se construir um galpao em forma de 
um hemisferio, para uma exposięao. Se, para o revesti- 
mento total do piso, ulilizaram-se 78,5 m 2 de łona, quan- 
tos metros quadrados de łona se utilizariam na coberLwa 
completa do galpao? (Considerar n - 3,14.) 

a) 31,4 c) 157 e) 261,66 

b) 80 d) 208,2 

B.13 Calcule a area de um fuso esfericó de raio 5 m cujo 
angulo diedro mede 80°. 

B.14 Calcule a area de um fuso esfericó de raio 2 cm cujo 

% 

angulo diedro mede — rad. 
e 5 

B.15 Calcule o vołume de uma cunha esferica de raio 2 cm 

3 % 

cujo angulo diedro mede - 7 — rad. 

O 

B.16 Calcule o volume de uma cunha esferica de raio 1 m cujo 
angulo diedro mede 20 °. 

B.17 Duas esferas tangentes entre si exteriormente e tangentes 
a um piano a tom raios 8 cm e 2 cm. Calcule a distBncia 
entre os pontos de tangencia A e B dessas esferas no 
piano a. 

a 

■Ą-) _ 

Exercicios complementares de C.1 a C.8 

7. ESFERA INSCRITA E ESFERA 
CIRCUNSCRITA A UM SÓLIDO 

Estera inscrita em cubo 

Uma esfera es ta inscrita em um cubo se, e somente 
se, e tangente a todas as faces do cubo. 




Conseqiiencias 

U) As diagonais do cubo pas sam pelo centro da esfera. 
2 “) O diametro 2 r da esfera tem a mesma medida a da 


aresta do cubo 2r = a => r — — 

3 ą ) O cubo esta circunscrito a esfera. 


f 


' EXERCICI0 KB501V\D0 

R.10 Calcular o volume de uma esfera inscrita em um cubo de 
aresta 4 cm. 



Resoluęao 


>4 cm 


Sendo f o raio da esfera, temos r = — cm =$ r — 2 cm. 

2 


O volume V da esfera e: 

.. 4icr a 
V — —-— = 




47i * 2 3 


cm : 


V — 


32tc 


cm 


Cubo inscrito em esfera 


Um cubo esta inscrito em uma esfera se, e somente 
se, todo os seus vertices pertencem a superticie da esfera. 



Conseqiiencias 

1 a ) As diagonais do cubo passam pelo centro da esfera. 
Portanto a medida 2 R do diametro da esfera e igual a 
medida da diagonal do cubo. Sendo a a medida da aresta 

do cubo, sua diagonal mede a J3 . 

Assim, o raio R da esfera cireunscrita ao cubo e dado por: 

2 R = aj3 => R = 



2 3 ) A esfera esta cireunscrita ao cubo. 
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EXERC1CiO RE60LVID0 


R.11 Um cubo esta inscrito em 
uma esfera de raio 3 cni. 
Cale u tar o volume do cubo. 

Resoluęao 

Sendo a a medida da aresta 
do cubo, sua diagonal mede 

aj 3.0 raio R da esfera e: 


R = aJl =^ 3 = a 


r 

i 

*1 




a — 


2~2 Jź 

a = 2j3 cm 

O volume V do cubo e: 

- * 

V = a 3 =» V = (273 )’ cm J .'. V=7Aji cm 3 


f EXERCICIO RESOLVIDO 

R.12 Calcular a medida do raio da esfera inscrita em um cone 
circular reto de altura 12 cm e raio da base 9 cm. 

Resoluęao 



Os triangulos VOM e VTO' sao semelhantes. Sendo G a 
medida da geratriz do cone ero raio da esfera, temos: 


Esfera inscrita em cone circular reto 


G 2 = \2 2 + 9 2 => G 1 = 225 G = 15 cm 


Uma esfera esta inscrita em um cone circular reto 
se, e somente se, tangencia todas as geratrizes e a 
base do cone. 

Conseqiiencias 

1-) O centro O 1 da esfera, o vertice V e o centro O da 
base do cone sao pontos colineares. 



Da semelhanęa entre os triangulos VOM e VTO\ 
conciufmos que: 

G = _9_ 15 _ 9_ 

12 - r r 12 - r r 

15r — 108 - 9r .*. 24/ = 108 r = 4,5 cm 

Cone circular reto inscrito em esfera 

Um cone circular reto esta inscrito em uma esfera 
se, e somente se, sua circunferencia da base esta 
contida na superficie dessa esfera e seu vertice 
pertenee a superficie dessa esfera. 

Conseqiiencias 

1~) O centro O’ da esfera, o vertice Ve o centro O da 
base do cone sao pontos colineares. 


2-) Uma secęao meridiana do cone delermina os trian¬ 
gulos semelhantes VOM e VTO 




3 a ) O cone esta circunscrito a esfera. 





2-) Sendo W um diametro da esfera e T um ponto da 
circunferencia da base do cone, temos que o triangulo 
W'Te retSngulo em T, pois esta inerito em uma semi- 


r 

L 
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UNIDADE 9 


circunferencia. Assim, o rai o R da esfera, o raio r da base 
e a altura h do cone satisfazem a seguiiite relaęao metrica 
no triangulo retangulo: 


,2 — 


h(2R - k) 



3~) A esfera esta circunscrita ao cone. 


EXERCiCIO RESOLVIDO 





R.13 Urn cone circular reto de altura 6,4 cm e raio da base 
4,8 cm esta inscrito em uma esfera. Calcular a area da 
superffcie dessa esfera. 

Resoluęao 

Sendo R o raio da esfera, temos: 

1 / 



V 



(4,8 ) 2 - 6,4(2/? - 6,4) 23,04 = 12,8/? - 40,96 

64 — 12,8/? R — 5 cm 

A area A da superffcie da esfera e: 

A = AkR- ^ A = 4 • rc • 5 2 cm 2 
A = lOOticm 2 



EXERCICI05 &A6IC06 


B.18 Qual e a area total de um cubo circunscrito a uma esfera 
de volume 36re cm 3 ? 

A 

B.19 A medida de uma aresta de um cubo e 5 cm. Cale ule a 
area da superffcie esferica circunscrita a esse cubo. 


B.20 Uma esfera de volume 


4n 


m 3 esta circunscrita a um 


cubo. Qual 6 o volume desse cubo? 

B.21 (Mackenzie-SP) A razao entre os volumes das esferas 
circunscrita e inscrita a um mesmo cubo e: 


a) Jf 

b) 2^3 


c) 3j3 


e) 


373 


B.22 (ITA-SP) Um cone circular reto tem altura 12 cm e raio 
da base 5 cm. O raio da esfera inscrita nesse cone mede, 
em cm: 


a) 


10 


c) 


12 


e) 2 




d)3 


B.23 Um cone circular reto de geratńz 10 cm e raio da base 
6 cm esta inscrito em uma esfera. Calcule a area da 
superffcie dessa esfera. 

Exercfcios complementareś de C,9 a C.11 



EXERCICI0S COMPLEMENTAREŚ 


C.l Duas secęoes planas de uma esfera sao paralelas e Lem 
raios de 6 cm e 8 cm. Calcule a distancia entre essas 
secęoes, sabendo que o rato da esfera mede 10 cm. 

C.2 (Unicamp-SP) O volume V de inna bola de raio r € dado 

4:tr 3 


pela formula V = 


3 ' 


a) Calcule o volume de uma bola de raio r — — cm. 

4 

Para facilitar os calculos voce deve substituir 7 t pelo 
11 


numero 


7 ' 


b) Se uma bola de raio r = ~ cm e feita com um 

materiał cuja densidade volumetrica (ąuociente da 
massa pelo volume) e de 5,6 g/cm 3 , qiud sera a sua 
massa? 

C.3 (U. Taubate-SP) Aumentando em 10% o raio de uma 

esfera, a sua superffcie aumentara; 

a) 21 % c) 31% e) 30% 

b) 11% d) 24% 
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C.4 (Fuvest-SP) Um recipiente cilindrico, cujo raio da base e 
6 cm, eontem agua ate uma certa a!tura. Uma esfera de 
aęo e colocada no interior do recipiente, ficando total- 
mente submersa. Se a altura da agua subiu i cm, entao o 
raio da esfera e: 

a) 1 cm c) 3 cm e) 5 cm 

b) 2 cm d) 4 cm 

C,5 (Fuvest-SP) Para pintar a base piana de um hemisferio 
macięo, gastamos dozę galoes de tinta. Quantos galoes 
serao necessarios para pintar loda a parte externa do 
hemisferio? 


C.6 (Cesgramio) Uma laranja pode ser considerada como 
uma esfera de raio R, composta por dozę gomos exata- 
menle iguais. A superficie total de cada gomo mede: 

. 3tu/? 2 , 4tu/? 2 

c) —— e) 


a) 2kR- 

b) 4 tu R 2 


4 

d) 3 tu R 2 



C,7 (FuvesuSP) Numa caixa em forma de paralelepipedo 
reto-retangulo, de dimensóes 26 cm, 17 cm e 8 cm. que 
deve ser tampada, coloca-se a maior esfera que nela cou- 
ber. O maior numero de esferas iguais a essa que cabem 
juntas na caixa e: 

a) 1 b) 2 c) 4 d) 6 e) 8 


3J2 

C.8 (UFPE) Quatro bolas de raio ~ cm cada estao dis- 

postas sobre uma mesa piana de forma que seus centros 

sao vertices de um quadrado de lado 3 Jl cm. Uma 
qitinta bola, de mesmo raio, e colocada sobre estas qua- 
tro bolas tangenciando as mesmas. Seja a o piano que e 
tangente a esta quinta bola e paralelo a mesa. Calcule a 
distancia do piano a a mesa. 


C .9 (Fuvest-SP) Um cubo de aresta m esta inscrito em uma 
semi-esfera de raio R de tal modo que os vertices de uma 
das faces pertencem ao piano equatorial da semi-esfera e 
os demais vertices pertencem a superficie da semi-esfera. 
Entao, m e igual a: 


a)S iF 

o«4 

«*# 

b) R-~— 

d )R 


Nota 




Piano equatorial e aquele que eontem a base da semi-es- 
fera. 


C.10 Calcuie a area da superficie de uma esfera inscrila em um 
cone circular reto de altura 8 cm e raio da base 6 cm. 


C.1I (UFMG) Dois cones circulares retos de mesma base 
estao inscritos numa mesma esfera de voiume 36 tu. A 
razao enlre os volumes desses cones e 2. A medida do 
raio da base comum dos cones e: 




a) 1 c) V3 e) 2j2 

b) d) 2 


: 
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UNIDADE 10 - GEOMETRIA ANALITICA 


Copftuio 53 

DISTANCIA ENTRE DOIS P0NT0S E PONTO 
MEDIO DE UM SEGMENTO DE RETA 


1. O QUE E GEOMETRIA ANALITICA? 

A geometria analitica foi concebida por Rene Descar- 
tes. Aliando a algebra a geometria, ela possibilita o estudo 
das figuras geomćtricas, associando-as a um sistema de 
coordenadas, Desse modo as figuras podem ser represen- 
tadas atrayes de pares ordenados, equacoes ou inequaęóes. 


2. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS 

Consideremos no eixo Ox dois pontos A e B com 
abscissas 3 e 7, respectivamente: 


Y‘ 

i 






A 

1 i t B 


0 


3 U 

U U U J 

-^ 

X 


Quatro unidades u separam os pontos Aefi. Por isso di- 
zemos que a distaneia entre A e B e 4 ou que o compri¬ 
mento do segmento AB e 4. Essa distaneia pode ser 
calculada como o módulo da diferenęa entre as abscissas 
de A e fi. isto e. |7 — 3j ou |3 — 7|. Analogamente. para 
pontos que pertencerem ao eixo Oy: 


v n 

3 - 


D 


X 


A disttincia entre Ce De13 — (—2)J = 5ou |—2 — 3[ = 5. 

O teorema a seguir generaliza o conceito de distaneia 
entre dois pontos quaisquer do piano cartesiano, nao 
necessariamente pertencentes a um dos eixos. 

Teorema 


Demonstraęao 

A demonstraęao deve ser separada em dois casos: 

* Primeiro caso: o segmento AB nao e paralelo a nenhum 
dos eixos coordenados. 



O tnangulo ABC , eom A(x a , y A ), B(x b , y B ) e C(x B , y A ), e 
retangulo em C. 

AC 6 paralelo ao eixo Ox. Assim, o comprimento AC e 
igual ao comprimento da projeęao ortogonal de AC 
sobre o eixo Ox, ou seja, AC — \x B — jcJ-. 
Analogamente, CB e paralelo ao eixo Oy; logo: 

CS H >'B ~ 

Pelo teorema de Pitagoras: 

{AB) 2 = (AC? + (CB) 2 => 

^ {AB? = \x B — x A \ J - + |y B — y A \ 2 

(AB) 1 = ( x a ~ x a) 2 + (ya ~ y A ) 2 

■ ‘AB — ± J(x B — x A ) 2 + (y B — y A )~ 

Como o comprimento de um segmento nao pode ser 
negativo, temos que: 

AB = J(x~ B - x?? + (y B - y A ) 2 

* I 

• O segundo caso, em que AB e paralelo a um dos eixos 
coordenados, 6 imediato. Verifique voce mesmo! 

Nota 

Observando que (x B - x A f = {x A ~ x B ) 2 e que 
(y s ~ y A ) 2 ~ (y A ~ 3 7 fl) 2 5 3 formula da distaneia AB pode 

ser AB = J(x A — x B ) 2 + (y A — y B ) 2 , ou mais simpli- 
ficadamente: 


A distaneia d AH entre dois pontos A(x Ai y A ) e 
B(x b , y s ) e dada por: 

dw = *K*s ~ x a ) 2 + (Js ~ >V) 2 

A distaneia e tambem denominada comprimento 
do segmento AB e pode ser indicada simplesmente 
por AB. 


AB = V(Ax) 2 + (Ay) 3 

em que os simbolos Ax (le-se “delta a' 1 ) e Ay (le-se “delta 
y”) representam. respectiyamente, a diferenęa entre as 
abscissas e a diferenęa entre as ordenadas dos pontos A e 
B , em qualquer ordem. Assim, temos que: 

(Aa) 2 ^ {x B - x A f = (x A - x B y 
(Ay) 2 = (y B - y A ) 2 = (y A - y B ) 3 


W 
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EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.1 Calculai’ a distancia entre os pontos A(4, 6 ) e B(9, 18). 

A5 = 7(A,v ) 2 + (Ay ) 2 = 

- 7(9 — 4 ) 2 + (18-6)“ 


A5 - Jy- + 12 2 
AB=JW ,\AB= 13 


Notę que. se calculassemos (Ax ) 2 e (Ay ) 2 como 
(Ax > 2 = (4 - 9) 2 - (-5)2 = 5 2 e (Ay) 2 = (6 - W = 
— ( — 12 ) 212 2 , obtenamos o mesmo resultado. 

R.2 Sendo A(-3,2) e B( 5, -4), calcular o comprimento do 
segmento AB. 

Resoluęao 

AB ~ ĄAx) 2 + (Ay) 2 = 

= 7(5 — (“3 )) 2 + (—4 — 2) 3 
AB = 78 2 + (- 6) 2 
/. AB = 7IÓ0 A5 = 10 

R.3 Determinar o ponto P. pertencente ao eixo Ox, que dista 
5 unidades do ponto Q( 6 . 3). 

Resoluęao 

Todo ponto do eixo Ox possui ordenada zero. Logo. o 
ponto P e da forma P(x, 0). 



Devemos ter PQ — 5. ou seja: 

7 (* Z 6) 2 + (0 - 37 = 5 

Quadrando ambos os membros dessa igualdade. obtemos: 
(x - 6)2 + (0 - 3)2 = 25 m 
=> x z — 12x + 36 + 9 = 25 

X 2 - 12x + 20 = 0 

Resol vendo essa eąuaęao do 2~ grau, obtemos x = 2 ou 
x — 10. Assim, existem dois pontos P(x. 0) que satis- 
fazem a condięao do enunciado. Sao eles P|(2, 0) e 
P 2 (10, 0). 



Normalmente. ao quadrarmos ambos os membros de uma 
equaęao poderao aparecer rafzes "estranhas'’ a equaęao 
onginal. Nesse exercfeio, quadramos os membros da 


equaęao J(x — 6) 2 + (0 — 3) 2 = 5 e obtivemos 
(,v — 6) 2 + (0 — 3 ) 2 = 25. As rafzes dessas eąuaęoes sao 
exatamente as mesmas, pois e verdadeira a equivalencia: 


AB = ,j(Ax) 2 + (Ay ) 2 o (AB) 2 = (Axf + (Ay ) 2 

* 

Logo, ao quadrarmos ambos os membros da primeira 
equaęao, nao aparecerao rafzes estranhas. 


JP EXERClCIOS BASI COS 

B.l Calcule a distancia entre os pontos A e5 em cada urn dos 
seguintes casos: 

a) A(L 2)e P(4, 6 ) 

b) A(—3. 5) e 5(3, 13) 

c) A(-L 3)eP(l,-l) 

d) A(4, 6 ) e 5(9, 18) 

e) A(0, —3) e 5(3, ~1) 

f) A(0, 0) e 5(1, 1) 

B.2 Sao dados A(3 f — 1), 5(1, 1) e C(5, 5). 

a) Calcule o penmetro do triangulo A5C. 

b) Mostre que ABC e um triangulo retangulo. 

B,3 Obtenha o ponto P do eixo das ordenadas que dista 10 
unidades do ponto Q(6 , —5). 

B.4 Qual e o ponto P, pertencente ao eixo das abscissas, que 
dista 13 unidades do ponto Q(— 8 , 5)? 

B.5 (UFF-RJ) Considere os pontos A(3, 2) e 5(8, 6 ). Deter- 
mine as coordenadas do ponto P, pertencente ao eixo x, 
de modo que os segmentos PA e PB tenham o mesmo 
comprimento. 

B.6 (U. E. Londrina-PR) Considere. no piano cartesiano, o 

paralelogramo de vertices (1, 1), (3, 3), ( 6 , 1) e ( 8 , 3). A 
maior diagonal desse paralelogramo mede: 

a) 5j5 

b) JlT 

c) 573 


d) 753 

e) 37T 


Exerefcios comptementares de C.1 a C.4 


3. COORDENADAS DO PONTO MEDIO 
DE UM SEGMENTO 

Teorema 

Se A(x a , y A ) e B(Xg, y H ) sao pontos dlstintos, entao 
o ponto rnedio M(x Nh y M ) do segmento AB e lal que: 

x a + x n „ „ _ y a + Fb 
o ® y m t 


L. 
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Demonstraęao 

Vamos fazer a demonstraęao para o caso era que AB 
nao e paralelo a um dos eixos, com 
x b > x M > x A e y fl > y m > y A . 


V + 


Ve- 


Ym 


Ya 


_B 

A 


M 



,M' 


B' 


M 


As retas paralelas AA ', MM' e BB' concorrem com 


as transversais AB e A'B' . Pelo teorema de Tales: 


AM 

MB 


A'M' 

M'B' 


(I) 


Como AM = MB , pois M e ponto medio de AB, temos 
que: 

AM 


MB 


- 1 m 


As condięoes x g > x M > x A e y g > y M > y A garantem 
que A’M' — x M — x A - e M'B' = x w — x M >, e, portanto: 


A'M' 

MB' 


X M’ -*vl 


A m X A 


X B' X M' X B X M 

Substituindo (II) e (HI) em (I), temos: 


m 


i 


x M - x A 


% - X M 


*'• ^ X M = X A + X B 


X M X A Xg x h ,f 
x a + x B 


X M ~ 


Raciocinando do mesmo modo em relaęao ao eixo Oy\ 
obtem-se y M — — — , 


Analog amente, e feita a demonstraęao para o caso em 
que AB nao e paralelo a um dos eixos com x B < x M < x A 
e >’b < >W < Va- Tambem, de modo analogo, demonstra-se 
para o caso em que AB e paralelo a um dos eixos. Faęa 
essas demonstraęoes como exercfcio. 



0; RM 


EXERCICIOS RES0LVIP0S 


R.4 Dados A (5, 1) e 5(7. —9), determinar o ponto medio 
M{x m , y M ) do segmento A5. 

Resoluęao 

x a + x b _ _ _ 5 4-7 _ £ 

~ n 6 c 


X M ~ 


Ym = 


2 

y-A + yr 


i + (-9) 

y,\ i — a - 4 


Logo, o ponto M e M(6, — 4). 


334 


R,5 Determinar o simetrico do ponto A (3, 5) em relaęao ao 
ponto 0(9, 6). 


Resoluęao 

O simetrico de A(3, 5) em relaęao a Q( 9, 6) e o ponto 
A'(a. v , >> a .) tal que Q e ponto medio do segmento A A': 


A (3,5) 


0(9,6) 


A‘(x A ,y Af ) 


Assim, temos: 


3 4 - x A ‘ 

9 - - x A . = 15 e 


6 -* 5 MHb*> / 


Logo. o ponio A e A'( I5, 7). 


ą , , 

* EXERCICI0S BASICOS 


B.7 Encontre o ponto medio do segmento AB em cada um 
dos seguintes casos: 

a) A(4, 6) e B (8,10) 

b) A(—3. i) e 5(5, -7) 


c) A(l, 3) e5[ 2, 4- 
K 5 


d) A(10, 2) e 5(6, 8) 

e) A(6, —3) e 5(—2, — 1) 

1 2 ) 


f) A(0, 3) e 5 


2*3 ) 


B.8 Determine o simetrico de A em relaęao ao ponto Q em 
cada um dos seguintes casos: 

a) A(3, 8) e Q(-% 1) 

b) A(—5,2) eo|~. 3] 


B.9 Dois vertices consecutivos de um paralelogramo ABCD 
sao os pontos A (2,3) e 5(5,4). O ponto de intersecęao das 
diagonais AC e BD e 0(4, 6). Obtenha C e D. Sugestao. 
O ponto conuim as diagonais de um paralelogramo e 
ponto medio de cada urna delas. 


B.10 (PUC-MG) O comprimento da mediana CM do triangulo 
ABC, sendo A = (2, 3), 5 - (4, 3) e C = (3, 5), e: 

a) Jl 


b) JT 

c) 2 


d) 


2j2 

3 


e)3 

. 

Exercicios complementares de C.5 a C.9 









































EXERClCIOS COMPLEMENTARES 


C.l (U. E. Londrina-PR) Seja AC uma diagonal do quadrado 
ABCD. Se A = (—2, 3) e C — (0, 5), a area de ABCD, em 
unidade de area, e: 

a) 4 

b) 4„/2 

c) 8 

d) 8//2 

e) 16 


C.2 (PUC-SP) Sendo A(3, 1), B( 4, -4) e C(-2, 2) vertices 
de um triangulo, entao esse triangulo e: 

a) triangulo retangulo e nao isósceles. 
h) triangulo retangulo e isósceles. 

c) triangulo eąuilatero. 

d) triangulo isósceles e nao retangulo. 

e) n.d.a. 

C.3 Os pontos A(2, 2), B(x, 1) e C\— 1, 3) sao vertices de um 
triangulo retangulo em B. Detertnine x. 

C.4 O triangulo eąuilatero ABC e tal que A(0, 2) e B( 2. 0). 
Obtenha o vertice C. 


C.5 (UFMG) Considere A = (2, 1) e B — (4, 0) dois pontos 
no piano coordenado. As coordenadas do ponto C, sirne- 
trico do ponto A em relaęao ao ponto B , sao: 

a) (6,-1) 

b) (3, 1) 

c) (2,-1) 

( 1 "1 

d) 3, 4r 

\ l J 

e) (1, 0) 

C.6 (UFRGS) Os pontos A(4, —2) e C(6, 10) sao extremos 
do diametro de uma circunferencia de centro: 

a) (1,4 ) 

b) (0, -2) 

c) (11,3) 

d) (4, -2) 

e) (5,4) 

C.7 Dois vertices opostos de um ąuadrado ABCD sao os 
pontos A(2,5) e C(2.9). Obtenha os oulros dois vertices. 

C.8 Os pontos M{2, 3), N(— 1, - i) e P(ll, 4) sao pontos 
medios dos lados AB, BC e AC, respeetivamente. de um I 
triangulo ABC. Calcule o perimetro do triangulo ABC. 

C.9 As bases AB e CD de um trapezio sao lais que A(2, 4), 
B(8, 10), C(6. 14) e D(4, 12). Calcule a medida da base 
media do trapezio. 
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Capftulo 54 

EQUACAO DA RETA 


1 . INCLINAęAO DE UMA RETA 

Defmięao 

Seja r u ma reta do piano cartesiano ortogonal con- 
corrente com o eixo Ox no ponto P(x p , 0) e que passa 
pelo ponto Q(x q , y Q ), @omy e > 0. Seja M(x m , 0), com 
x M > x F : 




M x 


Chama-se inclinaęao da reta r a medida a, 
0°^a< 180°, do angulo MPQ orientado a partir do 
lado PM no sentido anti-horario. 


Nota 

Se uma reta ,r e paralela ao eixo Ox, entao dizemos que 
sua inclinaęao e 0°. 

ExempIos 

a) 


\ 60 ° 


X 


A inclinaęao a da reta r6a ~ 60° 


b) 




\ 


45 °/ 


— ^ ct 


V 


A inclinaęao a da reta ,ye a — 135°. 


c) 


o 


A inclinaęao a da reta fea = 90°. 

Nota 

Toda reta perpendicular ao eixo Ox e denominada 

reta vertical. 


d) 


u 


O 

A inclinaęao a da reta u e a = 0°. 

Nota 

Toda reta paralela ao eixo Ox e denominada reta 
horizontal. 

2. COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA 

Definięao 

Chama-se coetlciente angular de uma reta r de 
mcłinaęao a, ot ^ 90°, o niimero m tal que: 

m = tg a 


Exemplos 



O coeficiente angular de r e m r = tg 60° = JJ. 
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O coeficienle angular de s e m s ~ tg 135° = — I. 



< 

* 

71 i* 

0 


r- 

X 


Retas verticais nao tem coeficienle angular, pois nao 


existe tg 90°. 



d) 

i 




jr~ 

u 


O 

X 


O coeficienle angular de u e tg 0° = 0. 


Dedividade de uma rampa 

ha engenharia cMl, quando 5e diz que uma rampa 
tem decIK/e de 30%, i550 signiflca que a tangente do 
angulo a que a rampa forma com urn piano horizontal 
e 0,3, ou seja, tg a = 0,3. 



Calculo do coeficienłe angular 
de uma reta nao-vertieal por dois 
de seus pontos 

Consideremos dois pontos distintos A(x a , y A ) e 
B(x b ~ ,y s ) de uma reta r nao-vertical, de inclinaęao a; 


4 


8 


Primeiro caso: 
0° < a < 90“ 



Segundo caso: 
« > 90° 


B 


Terceiro caso: 
a = 0“ 


Sem perda de generalidade, podemos supor os pontos 
Aefl nas posięoes indicadas nesses tres casos. 

* Primeiro caso: 



Yb> Ya 
e 

Xg > X Ą 


No triangulo retangulo ABP, temos: 

A P X B Xą 

Logo, o coeficienle angular da reta r e m,. 


yB - 


Xb - 

Tambem para o 2- e para o 3 e caso obtem-se como 
coeficiente angular da reta r a razao da diferenęa das or- 
denadas de A e B para a diferenęa de suas abscissas, isto e: 


m r = 


Ib ~ Ja 

X B " X A 


Multiplicando por — 1 o numerador e o denominador des- 
sa fraęao, obtemos uma fraęao equivalente a ela: 


m r — 


Yb ~ Ya _ Ya ~ >’b 


x B ~ x A 


X A~ X B 


L. 
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Para simplificar a notaęao, vamos i n di car por Ay a di- 
ferenęa entre as ordenadas e por Aa a diferenęa entre as 
abscissas: 


Ay 

m r = 


Aa 


Cuidado! As diferenęas Ay e Aa devem ser efetuadas 
num mesmo sentido, isto e, ambas de A para B , 

** B , ou ambas de B para A, ' B ' A 


x a ~ Xb 


X* ~ X A 



EXERCICIO KB501V\00 

R.l Calcular o eoeficiente angular da reta AB nos seguintes 
casos: 

a) A(2, 5) e 5(4, 11) d) 4(5, 8) e 5(3. 8) 

b) 4(6, 4) e 5(2, 12) e) 4(6, 1) e 5(6,4) 

0)41-1,4) e 5(5, -8) 

Resoluęao 
Av 


a) m — 


11-5 = 6 _ 
2 


Aa* 4-2 
Notc tjue podemos calcular esse eoeficiente angular 
de A para 5, ou seja: 


m 


Ay 

Aa 


II 


., Ay 12 
b) m ~ - ~ 


2-4 
4 8 


-6 

-9 


- 3 


c) m — 


Aa 

Av 

Aa 


2-6 
- 8 - 4 


-4 


- -2 


-12 


(- 1 ) 


= -2 


.. A >' 8-8 0 

d) ”' = AJ = -sJT = 2 =0 

Notę que a reta AB e paralela ao eixo das abscissas. 

. Ay 4-1 3 ,-, v 

e) m = - ——- = — (3) 

Aa 6 — 6 0 

Asstm sendo, nao existe m. Logo. a reta A5 6 verticaL 


3. CONDięAO DE ALINHAMENTO DE 
TRES PONTOS 

Teorema 

Tres ponto.s A(x a , y A ), B (.% y B ) e C(x c , y c ) sao co¬ 
li neares se, e s o men te se, m AS = m HC ou nao existem 

m AB e fn BC 

Os simbolos m AB e m HC indicam. respectivamcnte, os 
coeficientes angulares das retas AB e 5C. 

Demonstraęao 

■ Primeira parte: 

Hipótese 


A, B e C sao 
pontos colineares 


Tese 
m BC Otl 

nao existem m AB e m BC . 


Se dois dos tres pontos A, 5 e C forem coincidentes, 
entao a demonstraęao e imediata. Suponhamos que os 
pontos sejam distintos entre si. 

Se A, B e C pertencem a urna reta yertical, entao 
■% = x B = x c- 

Y n 

C 

B 

1A 


u 


o 


x A = x B =x c 


Logo, nao existem m AB e m BC . 

Se A, B e C pertencem a u ma reta horizontal. entao 

.Li = y B = yó 

m 


YA=y 3 =yc 


o 


j 


B 


Logo, temos que: 


Wab = 


0 


_ y B - y A = _ 

X B ~ X A X B ~ X A 


m 


BC 


> ; c 

x c - X B 


0 


*C - X B 


0 (5# A) 
0 (C&B) 


Portanto m A8 — m BC . 

Se A, B e C pertencem a uma reta nao-vertical e n&o- 
horizontal: 



Yc>Yb> Va> 

X C > Xg > X A . 


No triangulo retangulo ABP , temos: 

ta C = JUL =, IbZIa. 

AP X B - X A 
No triangulo retangulo BCQ , temos: 

_ QC _ >’e “ y# 


(D 


tg a 


di) 


Por (I) e (II), conclumios que 
Logo, m AB ~ m HC , 


BQ x c - x s 

y,B ~ y-A _ yc ~ y B 


X B ~ X A 


X C X B 
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• Segunda parte: 

Hipótese Tese 

fn.AB = m BC 011 A, B e C 

nao existem m AB e m 8C . sao colineares. 

Se dois dos tres pontos A, B e C forem coincidentes, 
entao a demonstracao e imediata. Suponhamos que os 
pontos sejam distintos entre si. 

Se m AB — m BC , entao temos que as retas AB e BC tern 
a mesma inclinaęao e, portanto, sao paralelas. Ora, se as 
retas AB e BC sao paralelas e tem o ponto B em comum, 
entao sao paralelas coincidentes e, portanto, os pontos A, 
BeC sao colineares. 

Se nao existem m AB e m sc , entao as retas AB e BC sao 
verticais e, portanto, sao paralelas. Ora, se as retas AB e 
BC sao paralelas e tem o ponto B em comum, entao sao 
paraleias coincidentes e, portanto. A, B e C sao colineares. 

(c.q.d.) 


JP EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.2 V erif icar se os pontos A.BeC sao ou nao colineares. nos 
seguintes casos: 

a) A(2, 5), B( 3, 7) e C(5, 11) 
bj A(3, 9), 5(3, 6) e C(3, 10) 

c) A(2, 6), 5<5, 6) e C(9, 6) 

d) A(4,5), 5(8,7).e C(l, 1) 

Resoluęao 

Devemos calcu ha m AB e m BC . 

• Se m w = m BC ou nao existem m AB e m BO entao conclu- 
nnos que A. B e C sao colineares. 

• Se m AB A m BC ou existe apenas um, ou m BC , entao 
A. B e C nao sao colineares. 


a) Mad = 


7-5 
3 - 2 



m AB = m BC => A, B e C sao colineares. 


b) rnw - 


m SC - 


9-6 

3-3 

6-10 

3-3 



(tr. 



^ m AB e ^ m BC => A, B e C sao colineares. 


c) m AB = 




6-6 

9-5 


m AB — m BC =4> A, B eC sao colineares. 




1-7 -6 6 



m AB A m BC => A, B e C nao sao colineares. 

R.3 Determinar a de modo que os pontos A (4, 2). 3(5. 8) e 
C(3. ci) sejam colineares. 

Resoluęao 

8-2 , $ - a _ & - a 

~ 5-4 ’ m BC 5-3 2 


Para que A, B e C sejam colineares, devemos ter 
m AB = m BC> ou seja: 


8 — u 


= 6 => 8 — a = 12 a = —4 


4. EQUAęAO FUNDAMENTAL DA RETA 

Teorema 

Se r e a reta nao-verticai que passa pelo ponto 
P{x 0i y 0 ) e tem coeficiente angular m, entao urna 
equaęao de r e y — _y 0 = m[x — x 0 ), denominada 

eąuaęao fundamental da reta. 


Dcmonstraęao 



m = tg a 


Seja G(x , y) um ponto generico, distinto de P. O ponto 
G pertence a reta r se, e somente se, o coeficiente angular 
calculado atraves de P e G e igual a m, ou seja: 

y -yo 


= m y - y 0 = rn(x - x 0 ) 

X 

Notę que o ponto P(x 0 , y 0 ) tambem satisfaz essa equaęao. 
Observe: 

f o - A> = m(x 0 - X 0 ) 0 = 0 

Assim, a equaęao y — y 0 — m(x — jc 0 ) representa todos 
os pontos da reta r. 

(c.q.d.) 



EXERCICI05 RES0LVID0S 

R.4 Determinar urna equaęao da reta r que passa pelo ponto 
P{- 2, 1) e tem coeficiente angular m = — 3. 

Resoluęao 

Na equaęao fundamental da reta y — y Q = m(x — x 0 ), 
substituindoA‘ 0 ,y 0 e m, respectivamente, por —2,1 e —3, 
temos: 

>• - 1 - -3(a- - (-2)) y - 1 = —3(* + 2) 
y - 1 = — 3.v - 6 3.r +*+5=0 

Assim, uma equaęao da reta r 6 3x + y + 5 = 0. 

R.5 Determinar uma equaęao da reta r do graf ico. 
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Resołuęao 

A reta r passa pelo ponto P{ 0,4) e tern coef icienle angu¬ 
lar m = tg 135 w = — 1: 

r | m 4 ) 

\m = —1 

Substituindo x 0 = 0, v 0 = 4 e m = — 1 na eąuaęao funda¬ 
menta! da reta y — y 0 — m{x — x 0 ), temos: 

y - 4 = - l(x - 0) => y - 4- = —X 
.'.x + y~4 — 0 


Assim, a reta r tem como equaęao x 4- v — 4 = 0. 


R.6 Usando a eąuaęao fundamenta!, obter urna eąuaęao da 
reta que passa pelos pontos .4(2, 5) e 5(4.1). 

Resołuęao 

Calculando o coeficiente angular da reta AB, temos: 


Wab - 


Ay 

Aa 


1 - 5 

4-2 


-2 


Com esse coeficiente angular e qualquer um dos dois 
pontos 4 ou B, oblemos a equaęao pedida: 


45 


4(2, 5) 


m — —2 

Fazendo a 0 = 2, y 0 — 5 e m = —2 na eąuaęao fundamen- 
tal da reta y — y 0 = m(x — x 0 ), temos: 


y ~ 5 = -2(a - 2) => y - 5 = -2x + 4 
2x + y - 9 = 0 


Essa e uma equaęao de 45. 


As bissetrizes dos quadranłes impares 

As bissetrizes dos quadrantes 1 e 3 estao contidas na 
reta b h denominada reta bissetriz dos quadrantes im¬ 
pares. 


Kł 



Observando que a reta b t passa pela origem 0(0, 0) e 
tem coeficiente angular m = tg 45° = 1, podemos obter 
sua eąuaęao atraves da eąuaęao fundamenta] 
y-y 0 = m(x - x 0 ): 

y ~ 0 = 1(a - 0) 
y = x 


Notę que essa eąuaęao nos diz que todo ponto (a. y) da 
reta b t possui y ~ x, isto e, a ordenada e igual a abscissa. 
Por exemplo, sao pontos dessa bissetriz: 


(1.1); (2, 2); (A 


3> 

2 


(-5,-5) 


As bissetrizes dos quadrantes pares 

As bissetrizes dos quadrantes 2 e 4 estao contidas 
na reta b p , denominada reta bissetriz dos quadrantes 
pares. 



Observando que a reta b p passa pela origem 0(0. 0) e 
tem coeficiente angular m = tg 135° = — 1, podemos ob¬ 
ter sua eąuaęao atraves da eąuaęao fundamenta] 
y ~ To = m(x - a d ): 

y - 0 — —\(x — 0) 
y = —x 


Notę que essa eąuaęao nos diz que todo ponto (x, y) da 
reta b p possui y — — x, isto e. a ordenada e a abscissa sao 
opostas. Por exemplo, sao pontos dessa bissetriz: 


( 1 , 1 ); ( 1 , 1 ); [ § i 2 % 



3 

2 


) 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.7 Determinar o ponto P. pertencente a bissetriz dos qua- 
drantes un pares, eqiiidistante dos pontos 4(2,5) e 5(4. 2). 
Resołuęao 

Todo ponto da bissetriz dos ąuadrantes impares possui a 
abscissa igual a ordenada. Logo, o ponto P e da forma 
P(x, a). 



Devemos ter AP = BP => 

=> ~ 2) 2 + (a - 5) 2 = J(x ~ 4) 2 4- (a - 2) 2 . 

Quadrando ambos os membros dessa iguaidade, obte- 
mos: 

Ax-—Tf + (a - 5 f - (a - 4 ) 2 + 

/. a 2 - 10a + 25 = a 2 - 8a + 16 
.\2x= 9 

9_ 

2 

/ 9_ _9 

2 ’ 2 


. x = 


Assim, o ponto P e P 


W 
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Reta horizonfal e refa vertical 

Como j& vimos, toda reta paralela ao eixo das abscis 
sas e chamada de reta horizontal, e toda reta perpendi 
cu lar a esse eixo e chamada de reta vertical. 


Exemplos 


Kł 

A 


a) A reta r e horizontal, portanto seu coeficiente angular 
6 tg 0° = 0. Como ela passa pelo ponto (0,4), podemos 
obter sua eąuaęao atraves de y y 0 - m(x — x 0 ), i s to 
e, y — 4 = 0 (x — 0), ou, ainda, y = 4. 

Notę que essa eąuaęao nos diz que todo ponto dessa 
reta horizontal possui ordenada igual a 4. Esse fato po¬ 
deń a ter sido observado diretamente no grafico, evi- 
tando, assim, todo o trabalho antenor, bastando escre- 
ver y — 4 como eąuaęao da reta. 

b > yA 


4 


A reta s e vertical, portanto ela nao possui coeficiente 
angular. Assim, nao e possrvel obter-se a eąuaęao des¬ 
sa reta a partir de y — y 0 = m (x — a 0 ). Porem, obser- 
vando o grafico, constatanios que no piano cartesiano 
todo os pontos dessa reta, e somente eles, tern abscissa 
4, o que nos permite representar essa reta pela eąuaęao 
x = 4. 



EXERCICIOS BAS !COS 


B.l Determine a inclinaęao e o coeficiente angular de cada 
□ma das seguintes retas: 

a) 


yn 


o 


C) 




a/ 



/ 



d) 


o 


ZA 




O 


B.2 Całcule o coeficiente angular da retaAS em cada um dos 
seguintes casos: 

a) A(2, 6) e 5(4, 14) 

b) A(l, 4) e 5(2, 1) 

c) A(—3,5) e 5(1, -1) 

d) A (4,6) e 5(3, 6) 

e) A(2, 5) e 5(2, 8) 

f) A(l,3) e 5(4,7) 

g) 4(4, 8) e 5(2,9) 

h) A(—5, -1) e 5(-3, ~4 ) 

i) A(—1,3) e 5(—2, 3) 

j) 4(8,1) e 5(8,6) 

B.3 (U. Taubate-SP) A inclinaęao da reta que passa pelos 

pontos 4(3, 7) e 5(5, 9) e: 

a) 30° c) 60* e) 135° 

b) 45° d) 90° 

B.4 Obtenha o valor de a no grdfieo: 



135 1 


' 


B,5 Usando a condięao de alinhamento por coeficiente angu¬ 
lar, verifique se os pontos 4, 5 e C sao colineares, nos 
seguintes casos: 

a) A(l, 6), 5(0,4) e C(— 1, 2) 

b) 4(1, 2), 5(5, 2) e C(6, 2) 

c) 4(4, I), 5(4, 7) e C(4, 9) 

d) 4(3,6), 5(1,4) e C(4,1) 

11 ^ 


f) 4(73 ,l),5(72,1) e C(7t, 1) 


g)A(3, 73 ),5(3, 75 ) e C(3, 77 ) 

2 > 

J 


h K7 ł 


B.6 (Yunesp) Dado um sistema de coordenadas cartesianas 
no piano, considere os pontos 4(2, 2), 6(4, — 1) e 
C(m, 0). Para que 4C 4- CS sej a mtnimo, o valor de m 
deve ser: 




b) 


8 


V 10 

c) "T 

d) 3,5 


e) 


II 


B.7 Determine uma eąuaęao da reta que passa peio ponto 6 
e lem coeficiente angular m em cada um dos seguintes 
casos: 

a) 6(2, 4) e m = -3 

b) 6(—1,6) e m = 2 

c) 6(4, 0) e m~ 
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( 9 

d)P 4* 1 

\ 3 


e m = — — 


e) P(0, -1) e m = -4 

f) f^-y, 2) e m = 3 

-1 I e m = -3 


g )P 


h)P(0, 0) e m = 6 

B.8 (UFPE) A equaęno cartesiana da reta que passa pelo pon¬ 
to (1, 1) e tem inciinaęao de 60° e: 

a) Jlx — y = J2 — 1 

b) */3 x 4- y = I — a/3" 

c) J3 x — y — J3 — 1 

d) -^4 + y = 1 - 


N x , 

e) — ->= — -1 

B.9 Obtenha uma equaęao para cada urna das retas dos gra 
ficos. 

y * 


r 


/ 


b) 


O 


A 


yA 45° 


2 - - 


30°/ 


C) 


Y a 


120 ° 


O 


-1 


d) 




o 


45' 


t 



B.10 (UFSE) Na figura, os angulos tem as mediias indicadas. 
A reta r contem a bissetriz do tritngulo ABC relatria ao 
vertice A. A equaęao de r e: 

y + 


A 



V 


O 


a) y = -r + 2 

b) >■ = x - 2 

c) >' = -2x + I 


w 


y!: 


B 


d) y ~ —x + 1 

e) y = -x + 2 


B.ll Quais as equaęoes das retas rcs dos graficos? 
a) 


Y> 

i 

5 

r 

O 

X 


b) 


Ył 


B.12 Usando a equaęao fundamental. obtenha lima equaęao 
da reta que passa pelos pontos Ae B em cada um dos se- 
guintes casos: 

a) A(3, 8) e B(- 3, 2) c) A(-6, 3) e B(~ 5, 6) 

b) A(5, 0) e B(~ 1, 12) d) A(l, 6) e B(3, 1) 

B.13 (U. E. Londrina-PR) Sao dados os pontos A — (—2,1), 
B — (0, — 3) e C = (2, 5). A equaęao da reta suporte da 
mediana do triangulo ABC , traęada pelo vertice A. e: 

a) _v = 1 d) x — y = l 

b) jc=l e) x + >■ = 1 

c) * = y 

Nota 

Reta suporte de um segmento e a reta que contem o seg- 
mento. 

B.14 Qual e o ponto P pertencente a bissetriz dos quadranles 
fmpares cuja distancia a origem 0(0, 0) e igual a 4 Jl ? 
Lembrete. Todo ponto da bissetriz dos quadrantes tm- 
pares e da forma (x, x). 

B,15 O ponto P pertence a bissetriz dos quadrantes pares e sua 
distancia ao ponto £2(6. — 5) e igual a JT, Determine P. 
Lembrete, Todo ponto da bissetriz dos ąuadrantes pares 
e da forma (x, — je). 

Exercj'eios complementares de C.1 a C.6 
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5. EQUACAO GERAL DA RETA 

Todo reta do piano cartesiano e grafico de uma eąua¬ 
ęao da forma ax + by + c = 0, em que x e y sao variaveis 
e a, b e c sao mimeros reais com a e b nao simultanea- 
mente nulos. Hssa eąuaęao e chamada de equaęao geral 
da reta. 

Exempłos 

a) A reta de ąuaęao y = 3x — 5 pode ser representada 
pela eąuaęao geral 3.v — y — 5 = 0. 

b) A reta de equaęao x — 7 pode ser representada pela 
eąuaęao geral x — Oy — 7 = 0. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.8 Construir o grafico da reta r, de eąuaęao geral: 

2x + 3y~ 12 - 0 

Resoluęao 

Dois ponlos distintos determinant uma reta. Assim, 
vamos obter dois pornos distintos da reta r e construir a 
reta que passa por eles: 

• fazendo x — 0. temos 2 • 0 + 3y — 12 — 0 => y = 4; 

• fazendo y = 0. temos Zc + 3 ■ 0 — 12 = 0 => x — 6. 

Portanto. dois ponlos distintos de r sao (0.4) e (6,0). Lo¬ 
go, o grafico de r e: 



R.9 Dar uma eąuaęao geral do eixo Ox. 

Resoluęao 

No piano cartesiano, todos os pontos do eixo Ox, e so- 
menie eles, tem ordenada zero. Logo, podemos represen- 
tar esse eixo atraves da eąuaęao y — 0. 


reta y= 0 


R.10 Dar uma eąuaęao geral do eixo Oy. 

Resoluęao 

No piano cartesiano, todos os pontos do eixo Oy, e so- 
merite eles, tem abscissa zero. Logo, podemos represen- 
tar esse eixo atraves da eąuaęao x — 0. 


reta x - 0 


, ou seja, as coordenadas de P 


6. INTERSECęAO DE DUAS RETAS 
CONCORRENTES 

Se P(x 0 , v 0 ) e o ponto de intersecęao das retas concor¬ 
rentes r: a+ b , v + c f = 0 e s: a 2 x + byy +- c 2 = 0, entao 

a L .Y 0 +- b ,3* d 4- Ci = 0 
a 2 x$ + b 2 y 0 + c 2 — 0 

satisfazem as eąuaęoes r e s simultaneamente. Sendo as 
sim, para obter r fi j, basta resolver o sistema: 

a { x + b A y + ć, = 0 
a 2 x + b 2 y +* c 2 = 0 


{P} = rtl s 



O sistema anterior, que e equivalente a 
a l x + b l y = — Cj 


a 2 x + b 2 y = ~c 2 


, e possivel e determinado se, e so- 


mente se. 


=£ 0, conforme ja vimos no estudo 


a 2 b 2 

dos sistemas lineares. Sendo assim, temos que essa e con- 
dięao necessaria e suficiente para que as retas re s sejam 
concorrentes. 


EXERCICIOS RESOLYIDOS 

Mostrar que as retas r: Zr — y — 5 = 0 e 
s: 3x + y — 10 = 0 sao concorrentes e determinar o pon¬ 
to comum a ambas. 

Resoluęao 

2x - y = 5 (r) 

* 

3jc +- y = 10 (s) 



R.11 


D = 


= 2- (-3) - 5 


R.12 


Como 0=^0, temos que res sao concorrentes. Somando 
membro a membro as eąuaęoes de r e s, temos: 

5x = 15 =>'*;= 3 

Substituindo x = 3 na eąuaęao de r, obtemos: 

2 • 3 ~y = 5 =$y = 1 
Logo, r O s = {(3, 1)}. 

Determinar o ponto de intersecęao da reta 

/*: 5.v — 2v + 3 = 0 com o eixo Ox 

Resoluęao 

Vimos no exercicio R.9 que a eąuaęao do eixo Ox e 
y = 0. Assim. o ponto de intersecęao da reta r com o eixo 

5 ,v — 2_y +3 = 0 

v = o 


Ox e dado pelo sistema 
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Substituindo y = 0 na primeira equaęao, temos: 

5x — 2*0H-3 = 0=^.r= —|- 

Logo, o ponto comum areta r e ao eixo Ox e 0 j. 

R.13 Determmar o(s) ponto(s) da reta r: 2x + y 5 = 0 que 
dista(m) 10 unidades do ponto P(~5, —5). 

Resoluęao 

Tomemos um ponto generico da reta r. Para isso, basta 
atribuir um valor generico para x. Fazendo x = a , temos: 

2a + y — 5 = 0 =* y = 5 — 2a 

Assim, um ponto generico da reta r e G(a, 5 — 2 a). 

A equaęao d 0P — 10 nos foraecera o valor conveniente 
de a, isto ś: 

d,;„ - 10 


J (a Z (—5)) 3 + (5 - 2 a - (~5)) 2 = 10 
V(« + 5) 2 + (10- la) 2 ~ 10 

Qiiadrando ambos os inembros, obtemos: 

(a + 5f + (10 - 2af - 10 2 

a 2 + Kła + 25 + 100 - 40 a + 4 a 2 = 100 
5ez 2 — 30a + 25 = 0 
a 2 — 6a -i- 5 — 0 => a = 1 ou a — 5. 

• Para a = I, temos G(l, 5 — 2 • 1), ou seja, G(l, 3). 

• Para a = 5. temos G'( 5, 5 - 2 • 5), ou seja f G'{5, —5), 


r EXERC1C10S BASI COS 

B.16 Obtenha unia equaęao geral da reta r do grafico: 




B.17 Sao dados os graficos: 
Yk- 


V > 

i 

S 

6 

w 

0 

X 


Obtenha urna eąuaęao geral para eada unia das retas, 
res. 

B.18 Construa o grafico de cada urna das seguintes retas: 

a) 5x — 4y — 20 = 0 d) y — 2 

b) 2x + 7y = 0 e) x = 0 

c) x — 3 

B.19 Mostre que as retas r:5x — y — 4 = 0e 

s: 2x + y — 3 = 0 sao concorrentes e determme o ponto 
comum a ambas. 


B.20 Para que valores de a as retas r. ax + 2y — 5 = 0 e 
s: 3a + y — 3 = 0 sao concorrentes? 

B.21 Obtenha o ponto de intersecęao das retas r e 5 do grafico: 



B.22 No grafico, a reta r e bissetriz dos quadrantes impares. 
Determine o ponto comum a res. 



B.23 Qual e o ponto de intersecęao da reta 
r. 3a — 2y + 5 = 0 com o eixo Oyl 

B.24 (U. Amazonas-AM) O ponto P no grafico abaixo e: 

13 3 


a) (4. 3) 


b) 


(f 




e) (2, 4) 



B.25 (Cesgranrio) 



Urna barra de ferro com temperatura inicial de -10 °C 
foi aquecida ate 30 °C. O grafico acima representa a va- 
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riaęao da temperatura da barra etn funęao do tempo gasto 
nessa experiencia. Calcule em quanto tempo, após o im- 
cio da experiencia, a temperatura da barra atingiu 0 C C. 

a) 1 min d) 1 min 15 seg 

b) 1 min 5 seg e) 1 min 20 seg 

c) 1 min 10 seg 

B.26 (UFBA) Determine os pontos da reta.r + >' + 2 = 0 que 
distam 5 unidades do ponto P(—2. — 1). Sugestao. Tome 
um ponto generico dareta. Ver exercicio R. 13. 


Exercfcio complementar C.7 


7. FEIXE PLANO DE RETAS 
CONCORRENTES 

Chama-se feixe piano de retas concorrentes de een- 
tro P o conjunto formado por todas as retas de um piano 
a que passam por P. 



Na eąuaęao y - y 0 = m(x — y 0 ), atribuindo a m todos 
os valores reais, obtemos todas as retas nao-verticais que 
passam pelo ponto P(x<,, y 0 ). A unica reta que passa por 
P(x 0 , v 0 ) e nao pode ser obtida dessa eąuaęao e a reta ver- 
tical x — x 0 . 



Assim, o feixe piano de retas concorrentes de centro 
P(Xq, y 0 ) e deteiminado por: 

y — y 0 = m{x — y 0 ), m E. tR, ou x = x Q 

Jf EXERCICIO RESOLMDO 

R.14 Dar as eąuaęóes de todas as retas do piano cartesiano que 
passam pelo ponto P( 2, 6). 

Resolugao 

A eąuaęaoy — 6 = iti(po — 2), m G IR, representa todas 
as retas nao-verticais que passam por P( 2, 6). A unica 


reta que nao e representada por essa eąuaęao e a vertica! 
x - 2. Assim, as eąuaęóes de todas as retas que passam 
por P( 2,6) sao y — 6 = m(x - 2), m G IR. ou y = 2. Em 
outras palavras, dizemos que essas sao as eąuaęóes do 
feixe piano de retas concorrentes de centro P(2, 6). 




EXERCICIO JASICO 




B.27 Considere no piano cartesiano o feixe de retas concor¬ 
rentes de centro P( 2.4). 

a) Obtenha as eąuaęóes de todas as retas desse feixe. 

b) Das eąuaęóes do item anterior, qual representa a reta 
de inclinaęao 45° ? 

c) Das eąuaęóes do item a, qual representa a reta hori- 
zontal que passa por 0(2, — 1)? 

d) Das eąuaęóes do item a, qual representa a reta hori- 
zontal que passa por P? 

e) Das eąuaęóes do item a, qual representa a reta vertical 
que passa por P? 

f) Das eąuaęóes do item a, qual representa a reta que in- 
tercepta o eixo Ox no ponto de abscissa 3? 



Exercicio complementar C.8 


Jf 1 EXERdciOS CO M PLE MENTARES 

C.1 Determine u ma eąuaęao da reta r do grafico: 



C.2 O ponto P pertence a bissetriz dos ąuadrantes fmpares 
e o ponto Q pertence ao eixo das absctssas. Determine 
esses pontos. sabendo que a distancia entre eles e 5 uni¬ 
dades e que a abscissa de Q leni 4 unidades a mais que 
a de P. 
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C.3 (PUC-SP) Os pontos A(5. 3) e 5(5, yj, y =£ 5, pertencem 
a semlplanos opostos em relaęao a reta bissetriz dos qua- 
drantes tmpares se. e somente se: 

a) y > 5 c) y > 3 e) y = 2 

b) y<5 d)y <3 

Nota 

Uma reta r divide urn piano que a contem em dois semi- 
planos opostos em relaęao a r. 

C.4 (Fuvest-SP) A tabela mostra a temperatura das aguas do 
Oceano Atlantico (ao nfvel do eąuadorj em funęao da 
profundidade. 


Profundidade 


Superficie 


100 m 


500 m 


1.000 m 


3.000 m 


Temperatura 


27 °C 


21 °C 


7 °C 


4 °C 


2,8 °C 


Admitindo que a variaęao da temperatura seja linear em 
tre duas quatsquer das mediędes consecutivas feitas para 
a profundidade, a temperatura prevista para a profundi¬ 
dade de 400 m e de: 

a) 16 °C c) 12,5 °C e) 8 °C 

b) 14 °C d) 10,5 °C 

C.5 (Fatec-SP) No piano cartesiano xOy, as equaęoes 
x — 1 = 0 e y - 2 = 0 representam: 
a) duas retas, uma vertical e outra horizontal, que se in- 
terceptam no ponto (1,2). 


C.6 


b) duas retas, uma vertical e outra horizontal, que se in- 
terceptam no ponto (2, 1). 

c) uma reta que intercepta os eixos cartesianos nos pon¬ 
tos (1.0) e(0, 2). 

d) dois pontos: (1,0) e (0, 2), respectivamente. 

e) dois pontos: (0, 1) e (2, 0), respectivamente. 

(Unifor-CE) A reta r, de equaęao y = 2x — 1, intercepta 
os eixos cartesianos nos pontos A e B. O ponto medio do 
segmento AB e o ponto: 


a) (|. o) 

b) (t- -t 

c) (0, -1) 


d) (-T’ >' 


e) 


-- -1 
4 ’ 2 J 


C,7 (Fesp-PE) No triangulo isósceles ABC, os vertices da 
base sao A{ 3, 0) e 5(0, 4). Se o vertice C pertence a reta 
x -f y — 7=0, podemos aftrmar que a diferenęa entre as 
coordenadas de C e: 

a) 3 c) 7 e) 0 

b) 5 d)4 

Sugestao. Tome um ponto generico da reta. Ver exercf- 
cioR. 13. 

C.8 Considere no piano cartesiano o feixe de retas concorren- 
tes de centro 5(2, 0). 

a) Obtenha as equaęoes de todas as retas desse feixe. 

b) Das eąuaęoes do item anterior, qual representa a reta 
que forma com os eixos Ox e Oy nm triangulo de 
drea 5? 
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Capftulo 55 

OUTRAS FORMAS DA EQUAęAO DA RETA 
RARALELISMO E PERPENDICULARIDADE 


1. EQUAQAO REDUZIDA DA RETA 

Vimos, no capftulo anterior, que uma equaęao da reta 
r que passa pelo ponto P(x a , y Q ) e tem coeficiente angular 
igual a m ey-y 0 = m(x - x 0 ). Isolando a variavelynessa 
eąuaęao, obtemos: 

y = mx + y 0 - mx a 

Fazendo y 0 - mx 0 = q, podemos escrever: 

v = nu + q 

Essa equaęao e chamada de equaęao reduzida da reta r. 
Notę que o coeficiente de x na eąuaęao reduzida e exata- 
mente o coeficiente angular m da reta. Ao termo inde- 
pendente q darenios o nonie de coeficiente linear da reta. 

Exemplos 

a) Na eąuaęao reduzida y = 3x + 5 temos: 

m — 3 (Coeficiente angular) & q = 5 (Coeficiente linear) 

b) Para construir o grafico da reta r de eąuaęao 

y = 2x + 6, basta formar uma tabela atribuindo valores a 
x ou y a firn de obter dois pontos distintos da reta r: 


Assim, temos que: 


0 


-3 


0 



Notę que o coeficiente de x na equaęao y ~ 2x 4- 6 e exa- 
tamente o coeficiente angular da reta m = tg ct = 2. Notę 
ainda que o coeficiente linear, 6 , e a ordenada do ponto 
onde a reta intercepta o eixo Oy. 

c) Seja r a reta de eąuaęao geral 3x + 5_y — 10 = 0. A 
forma reduzida da eąuaęao de r e obtida isolando-se a va- 

3x 

riavel y, ou seja 5y = — 3x + 10 => y = - + 2 . 


m = ~ — (Coeficiente angular de r) 


q~2 (Coeficiente linear de r) 

O raciocfnio u sad o nesse exemplo pode ser generaliza- 
do: sendo r uma reta nao-vertical de eąuaęao geral 
ax + by + c = 0 , o seu coeficiente angular m e seu coe¬ 
ficiente linear q sao m = — - 7 - eq = — - 7 -. pois a forma 

b b 


reduzida da eąuaęao dessa reta e y = 


ax 


b 


e 

7 ' 


2. ESTUDO DAS POSięÓES RELATIVAS DE 
DUAS RETAS EM FUNęAO DE SUAS 
INCLINACOES 

No piano cartesiano, duas retas rss sao paralelas se, e 
somente se, tem o mesmo coeficiente angular ou nao 
existem seus coeficientes angulares: 

r // s m, = m, ou ^ m, e m A 



o 


F = S 




m, = m s => r$ s 


r s 


r = s 




3 m t e m ^ => r / s 


3 m, e m s => r / $ 
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No piano cartesiano, duas retas r e s sao concoirentes 
se. e somente se, tern coeficientes angulares diferentes ou 
existe coeficiente anguLar de u ma das retas e nao existe da 
outra: 


/ r 

x 


concorrentes se, e somente se: 


v 

\ 


m r ^ m s =$ r concorre com s 



3 m T e => rconcorre com s 

Após essas analises, podemos enunciar: 

Duas retas nao-verticals re sde eąuaęoes reduzidas 
y = tn r x + q r Q y = mj + q s , respectivamente, sao: 

• paralelas distintas se. e somente se: 

m,. = m s zq r *q s 



paralelas coincidentes se, e somente se: 

m y = m s e ą r = q s 



y‘ 

m r A m s 

L 



r \ 

/s 


/V 


0 

|/ 

V 




R.1 


R.2 


EXERCICIOS RESOLYIDOS 


Sao dadas as seguintes retas: 
r: y = 3jc -f- 5 
a" y — 3jc 2 
t : 6x — 2y + 10 = O 
u: y — 5x 

Descrever a posięao relativa entre: 

a) r e s b) ret c) s e u 

Resoluęao 

Temos que: 

• m t = 3 e q r — 5 

■ m s = 3 e q s = —2 

• a forma reduzida da equaęao da reta t e y — 3x 4- 5; 
logo, m, = 3 e q, = 5 

• m H = 5 e q lt = 0 
Assim. temos: 

a) m r - m s e q r A q s => res sao paralelas distintas; 

b) m r = m, e q r = q t => ret sao paralelas coincidentes; 

c) m s A m u => s e u sao concorrentes. 

Para que valor de a as retas r: 3x + 2y — 1 = 0 e 
s: ax 4- 5y + 3 = 0 sao paralelas? 

Resoluęao 

Escrevendo as equaęóes sob a forma reduzida, temos: 

3 1 


r:y = 

s: y ~ 


3x J_ 
2 


2 

ax 


W* = — z q r = — 


a 


— => m s = e q s = — — 


Para que r e s sejam paralelas, devenios ter: 


3 a 

m r = /»„=>- — = - — 


a = 


15 


R.3 


Notę que para esse vaior de a as retas serao paralelas dis- 
tintas. pois q f A ą s | -L 4 _ A j. 

Obter uma equaęao da reta r que passa pelo ponto 
P(5, 2) ee paralela a reta 5 do grafico. 
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Resoluęao 



Para que rcs sejam paralelas, elas devem ter o mesmo 
coeficiente angular. Assim, temos: 

' Pi 5 , 2 ) 

. m r ~ m s — tg 135 ° = — I 

Pela eąuaęao fundamental da reta y — y 0 = rn(x — x 0 ), 
temos y — 2 — — l(x — 5) => v — 2 = —x + 5. 
Portanto uma eąuaęao da reta rey — —x + 7. 

R.4 Determinar uma eąuaęao da reta r que passa pelo ponto 
P(— 1, 6) e e paralela a reta s: 4x + 2 y —1=0. 

Resoluęao 

Escrevendo a eąuaęao da reta s sob a forma reduzida, 
temos y — — 2x + ~ =$> m, = — 2. 

JuLp 

Para que ces sejam paralelas, devem ter o mesmo eoe- 
ficiente angular. Assim: 


|P(-1, 6) 
l m r = m s = — 


Pela eąuaęao fundamental da reta y — y 0 = m (x — x a % 
temos: 

y - 6 = — 2(x - (-1)) =>y — 6 = —2{x + 1) 
y — 6 = ~2x — 2 

Portanto uma eąuaęao da reta r e 2x + y — 4 = 0. 

3. RETAS PERPENDICULARES 

Consideremos as retas perpendiculares r e s do seguinte 
grafico: 



em que tn r = tg a e o coeficiente angular de r e m s 
e o coeficiente angular de s. 


tgp 


No tritingulo ret&ngulo ABC , limitado por r,ieo eixo 
Ox, temos: 


A 

X 


Y 180 -- 3 /^ 


e 


tg a = 


AC 

AB 


tg( 180° — P) = 


AB 

AC 


Da trigonometria, temos que tg (180° 
Assim: 


AC 


(3) = -tg (3. 


tg a = 

° AB 


“tgP = 


tg a = - 


AB 

AC 

AC 


tg(3 = 


AB 

AB 
AC 


(I) 


AC 

AB 


(U) 


Substituindo (I) em (U), temos tg B = — —-—, ou seja: 

tg a 


m s = 


m r 


Desse modo, podemos enunciar: 

Duas retas r e s> nao-verticais, sao perpendicula¬ 
res, se e somente se, o coeficiente angular de uma de- 
las e igual ao oposto do inverso do coeficiente angu¬ 
lar da outra. 


Notę que, sendo r uma reta vertical, uma reta s e perpen 
dicular a r se, e somente se, s e horizontal. 
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R,5 


EXERCICI0S RES0LVID05 

Obter unia eąuaęao geral da ref a s que passa peio ponto 
P(2, — 3) e e perpendicular a reta r: x + 2y -1-5 = 0. 
Resoluęao 

Escrevendo sob a forma reduzida a equaęao da reta >\ ob¬ 
temos: 

~ A' 5 l 

2y = -x — 5 y = — — - — . . m, = - — 

Para que as refas r e i’ sejam perpendiculares, o coefici- 
enle angol ar de ,v deve ser o oposto do inverso do coefi- 
ciente angular de r. Assim, temos: 


si 


P(2, -3) 


m s = 


_ i 


m r 


Pela equaęao fundamenta! da reta, y - y 0 = m(x — a 0 ), 
temos y - (-3) — 2(x — 2) => y + 3 ■= 2x - 4. 

Logo, uma equaęao geral da reta s € 2x — y — 7 = 0. 

R.6 QuaJ e a equaęao reduzida da mediatriz do segmento AB, 
dados A(3, 9)eS(l, 5}? 

Resoluęao 

A mediatriz do segmento AB e a reta que passa pelo 
ponto medio M de AB e e perpendicular a AB. 

_ ( 3 4. 

O ponto medio de AB e M 


1 9 + 5 'j 

’ 2 / 


ou seja. 


M( 2.T). 


O coef icienle anaular da reta AS e w, „ — 


9-5 


= ? 


AB 3 — ] 

A mediatriz r de AB e perpendicular a reta AB e, porian 


to. m r ~ — 


1 

Wab 


. Assim. temos: 


wm, 7 ) 


m r = 




Pela equaęao fundamental da reta. y - y 0 — m{x ~ .%), 
temos: 

y~l = - i-(jr-2j=>>--7= ~4 + 1 


Logo, a equaęao reduzida da mediatriz r e y = — — -i-8, 


l 9 ) Escrevendo sob a forma reduzida a equaęao de r, 
temos y = —2x — 2 m r = —2. 


A reta s perpendicular a r e tal que m , = 
tao, temos: 



Em 


P(5, -2) 



m r 



2 

o 


Pela equaęao fundamenta] da reta, y — y [t - m(x - j^), 
temos: 


y~(~2)= {(x-5) =>y+ 2= 4- - 4 

— —• i-* 

2y + 4 = x — 5 s: x - 2y — 9 = 0 

2-) A intersecęao de r e s e dada por: 

r 2x + y + 2 - 0 
x ~ 2y — 9 = 0 ^ 

4a + 2v + 4 — 0 

=> ;; + 

x - 2y - 9 = 0 

5x + Oy — 5 = 0 x — 1 


Substituindo x = 1 em x — 2y — 9 = 0, obtemos: 

1 - 2y-9-0=>y= -4 
Logo, r n j = {Q(l, -4)}. 

3 S ) Seja P'(a, b ) lal que o ponto Q( 1, -4) e ponto medio 
de PT. 



[.ogo, temos: 

5 + a 
2 

-2 +b 
2 


I => u = —3 
=■ -4 =* b = 



R*7 Determinar o simetrico do ponto P(5, —2) em relaęao a 
reta r: 2x 4- y + 2 = 0. 

Resoluęao 

Dois pontos PeP\P& P\ sao simetricos em relaęao a 
reta r se. e somente se. P e P’ equidistam de r e perten- 
cem a urna mesma perpendicular a r. 

Assim. para obter o ponto P'. vamos seguir os seguintes 
passos: 

1 a ) obtemos uma equaęao da reta s que passa por 
P(5, — 2) e e peipendicular a r. 

2‘-‘) detemunamos o ponto Q de intersecęao de r e i 1 ; 

3 a ) obtemos o ponto P' de modo que o ponto Q seja 
ponto medio de PP’. 


Assim. o ponto simetrico e P'(— 3, —6). 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l 


Determine a equaęao reduzida e uma equaęao geral da 
reta que passa pelo ponto P e tern coef iciente angular m 
nos seguintes casos: 

a) P(5, —4) e m — —8 

b) P(0,3) ę m = \ 


c) P 


1 


, — llem = 


d) P( 0, 0) e m = I 


4 
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B.2 Determine o coef iciente angular e o coeficiente linear de 
cada uma das seguintes retas: 

a) r: y — 3.v — c) t:y — —4x 

b) j: 3jc + 2y - 1 = 0 

B.3 Determine o coeficiente angular e o coeficiente linear da 
reta AB nos seguintes casos: 

a) A(4,6) e b(— 1, -9) c) A(3, 2) e B(3, 5) 

b) A(5,— 1)e j9{2, 1J 

B.4 Sao dadas as seguintes retas 

r: 3x^ 6y — 2 = 0; s: y = y — 5 
t:y - Ą- - y; u:4x + y~ 1 =0 

Desereva a posięao relativa entre: 

a) r e j c) r e u ej a e u 

b) ret d) s e / 

B.5 Para que valor de a as retas r: (a — 2)x — 3y — 1 = 0 e 
s: £lv + v — 2 = 0 sao paralelas? 

B.6 Obtenha a de modo que as retas 

ri (2 a — 1 >v -2y a- ] 4= 0 e s: ax + 3y - 0 sejam 
concorrentes. 

B.7 Sabe-se que as retas r: (a — 1 )x — 2v + a — 0 e 
s: (3 a — 2)x — 4y + a - 3 = 0 sao paralelas. 

a) Obtenha a. 

b) Para o valor de a encontrado. as retas paralelas sao 
distintas ou coincidentes? 

B.8 Para que valor de a as retas r: ax - y + 5 = 0 e 
s: (4 a — 2)x — 3y + la + 1 = 0 sao paralelas distintas? 

B.9 Para que yalores de a as retas r: 2ax + y — 1 = 0 e 
s : (3n — l)y + 3y - a = 0 tern um unico ponto em 
comum? 

B.10 Encontre uma eąuaęao da reta r que passa pelo ponto 
P(— 1.3) e e paralela a reta s do grafico a seguir. 



B.l 1 Determine uma eąuaęao geral da reta r que passa pelo 
ponto P e e paralela a reta s nos seguintes casos: 

a) P{— 2, 6) e s: y = —3x + 8 

b) P( 0, 3) e s: 4x + 2y —1=0 

c) P( 1, 4) e s: y = x 

B.12 (UEMA) Dado o iriangulo, determinado pelos pontos 
A( l, 3). B{~2, 4) e C(3. —2), a eąuaęao da reta que passa 
pelo ponto P( — 1, — 8) e e paralela a mediana relativa ao 
lado BC e: 

a) >• = 4.r — 4 c) y— 2x — 2 

b) v — 3x + 3 d) v = ~4x + 1 


B.13 Determine a eąuaęao reduzida da reta r que passa pelo 
ponto P(— 1, —2) e e perpendicular a reta s do grafico. 



B.14 Obtenha uma eąuaęao geral da reta r que passa pelo pon¬ 
to P e ć perpendicular a reta r nos seguintes casos: 

a) P(— 1, 4) e s: 2x — y — 1 =0 

b) P(9, -\)cs:y= — +2 

c) P(3, 0) e s: 4x — 3y + 1 = 0 

B.15 Determine a eąuaęao reduzida da mediatriz do segmentu 
AB nos seguintes casos: 

a) A(-l,6)e5(3. -2) c)A(-4 t -l)ei?(-2, -7) 

b) A(0,6) e B( 6,0) 

B.16 (U. Taubate-$P) A reta r 6 perpendicular a bissetriz dos 
ąuadrantes pares e intercepta um eixo coordenado no 
ponto A(0. — 1). Escreva a eąuaęao geral da reta r. 

B.17 (PUC-SP) Os pontos A = (— 1 „ 1) e C = (0, -4) sao ver- 
tiees opostos de um ąuadrado ABCD. A eąuaęao da reta 
suporte da diagonal BD, desse ąuadrado, e: 

a) x + 5v + 3 = 0 d) x + 2v — 3 = 0 

b) x — 2y — 4 = 0 e) x — 3y — 5 = 0 

c) x — 5y - 7 = 0 

B.18 Determine o simćtrico do ponto P em relaęao a reta r nos 
seguintes casos: 

a) P(4, 2) e r: x - 2 y + 15 = 0 

b) P(l, 6) e/•:>•—9 = 0 

Exercicios complementares de CA a C.8 

4. EOUAęÓES PARAMETRICAS DA RETA 


Um lisico, estudando o movimento de um projetil, con- 
clui que sua trajetória e piana e que seus deslocamentos na 
horizontal e na yertical sao descritos. re specti vamente, pelas 


eąuaęoes 


x - 1 + 5 
y = 3/ + 6 


, em que t representa o tempo. 
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Se esse cientista quiser descrever a trajetória do projetil 
atraves de uma eąuaęao que relacione apenas os desloca- 
mentos x e y, basta que isole a variavel t em uma das 
eąuaęoes e substitua o valor obtido na outra: 

x — t + 5 => t - x — 5 (I) 

3' = 3f + 6 (II) 

Substituindo (I) em (U), obtem-se: 

y = 3(x - 5) + 6 
y = 3jt — 9 

As eąuaęoes A = f + 5ev = 3/‘ + 6 sao chamadas de 
equaęoes parametricas da trajetória de eąuaęao 
y = 3x - 9. A variavei t e chamada de parametro das 
eąuaęoes parametricas. 

De modo geral, podemos apresentar as coordenadas de 
cada ponto (a, j) de uma reta r em funęao de um pani- 
metro t: 

x - m 
y = g(t ) 

Essas sao as equaęóes parametricas da reta r. 

Se a partir das eąuaęoes parametricas de uma reta de- 
sejarmos obter uma eąuaęao geral ou reduzida, basta que 
eliminemos o parametro. 

Nota 

Quando as eąuaęoes parametricas sao usadas em situ- 
aęóes praticas como em fisica, ąufmica, economia etc., o 
parametro t pode representar qualquer grandeza, como: 
tempo, temperatura, pressao, preęo etc. 



EXERCIC!ORESOLVIDO 

R.S As eąuaęoes parametricas de uma reta r sao: 


.V = 2t - 3 


/GIR. 


y — 4/ -h I 

Obter uma eąuaęao geral dessa reta. 

Resoluędo 

Devemos eliminar o parametro i. Para isso, isolamos t 
nu ma das eąuaęoes e o substitulmos na outra. 

x = %t - 3 => t = ' ^ J (1) 

y = At + 1 (H) 

Substituindo (I) em (U), obtemos: 

, x 4- 3 , . 

7=4- +1 

/. y = 2(x + 3) +1 
y = 2x + 7 

Assim, uma eąuaęao geral da reta r e 2x — y 4- 7 - 0. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.19 De uma eąuaęao geral da reta cujas equaędes parame- 
trieas sao: 


(a = t - 4 

a) t G IR 

v — 3r + 5 


, r.v = 3r + l 

b) J t G SR 

1 v = 6t - 4 


B.20 (UFRS) Um ponto P(x, >) descreve uma trajetória no 
piano cartesiano, tendo sua posięao a cada instante 
t{t 3= 0) dada pelas eąuaęoes: 

\x ~ 2 1 
b = 3f-2 

A distancia percorrida pelo ponto P(x, y) para 0 3 e: 

a) 2 

b) 3 

c) Jn 

d) 3jl3 

e) 7óT 

Exerci'cios complementares de C.9 a C.11 


jf EXERdCIOS COMPLEMENTARES 

C.l Em um paralelogramoASCD, tem-se que.4(l, 4), 5(2,6) 
e C(3, 2). Determine a eąuaęao reduzida da reta suporte 
do lado CD. 

C.2 Em um triangulo ABC. os pontos medios dos lados AB e 
AC sao, respectivamente, M( 2, 5) e /V(4. —3). Sendo 
B(5. 10), determine a eąuaęao reduzida da reta BĆ. 

C.3 (ITA-SP) Dadas as retas (r^: x + 2_v —5 = 0, 
<a y 2 - 0 e (r 3 ): a — 2y — 1 — 0, podemos 
af irmar que: 

a) sao duas a duas paralelas. 

b) (r^ e (r 3 ) sao paralelas. 

c) (rj e perpendicular a (r 3 ). 

d) (r 2 ) e perpendicular a (r 3 ). 

e) as tres retas sao concorrentes num niesmo ponto. 

C.4 (FEI-SP) No triangulo ABC, cujos yertices sao 

A - (0, 0), B = (—3, 1) e C = (1, 5), a equaęao da reta 
que contem a altura relativa a BC e: 

V 1 

a) y = ~— x 

b) y — — 2a 


, 3 

C )X=- J * 

d )y = -a 



C.5 (Fatec-SP) Se A ~ (— 1,3) e B — (1.1), entao a mediatriz 
do segmento AB encontra a bissetriz dos ąuadrantes 
pares no ponto: 
a) (-1, 1) 
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C.6 (UEPA) Com base no grafico abaixo, determine: 

a) urna equaęao geral da reta r; 

b) a equaęao reduzida da reta 

c) as coordenadas do ponto P. 



C.7 (UNIR) A projeęao ortogonal de um ponto P sobre ima 
reta reo ponto P' de r ta] que PP‘ _L r. 



jc 4- 2y + 2 — 0 e o ponto 

a) P' (0,-1) ^ 

b) P'( 6, 2) 


c) P\~ 2, 0) 

d) PX- 4,1) 


obre a reta (r) 

e) P'( 8, -5) 


C.8 No exercfcio anteror, detemiine o simetrico de P em re- 
laęao a r. 

C.9 (Unifor-CE) As coordenadas de um ponto generico de 

2 1 - 1 


uma reta r sao dadas por .v — 


ey = i + 2, onde 


t e um parametro real. A equaęao geral de r e: 

a) 2* + 3y — 5 = 0 

b) 2x 4- 3y 4- 5 = 0 

c) 3x 4- 2y — 5 = 0 

d) 3x- 2y ~ 5 = 0 

e) 3x — 2y + 5 = 0 

C.10 As equaęoes parameiricas de uma reta r sao: 

x = 2t + 3 


y = at — 2 


t GIR 


Determine a constante real a, sabendo que o coeficiente 
angular da reta /- e iguai a 3. 

C.ll Represenle no piano cartesiano o conjunto dos pontos 
(.r, y) tais que: 


x = 

y 


= cos 2 9 


= sen 2 9 


9 G IR 
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Capftulo 56 

DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA - AREA 

DE UM TRIANGULO 


1. CALCULO DA DISTANCIA DE UM 
PONTO A UMA RETA 

Estudamos no capftulo 53 a distancia entre dois pontos: 

d AB = ~ Xa? + (>'* - yJ 2 



Observe as medidas: 

EF = 7(6 - 2) 2 + (4 - 1)2 = J25 = 5 
EP — 3 
PF = 4 


P+ -4-- f 



Vamos ver agora o calculo da distancia entre um ponto 
P e uma reta r. 

Para o entendimento do próximo teorema, convem re- 
solvermos antes o seguinte problema: Qual e a distancia 
d do ponto P(2,4) h reta r 3x — 4y — 2 = 0? 



Consideremos as retas set que passam por P e sao, 
respectivamente, paralelas aos eixos Ox e 0y. As retas r, 
set determinam o triangulo PFE retangulo em P: 



A distancia d do ponto P a reta r e a medida da altura 
re)ativa a hipotenusa do triangulo retangulo PFE. 

Da geometria piana, sabemos que o produto da medida 
da hipotenusa pela medida de sua altura relativa e igual 
ao produto das medidas dos catetos; assim, temos: 

5 * d = 3 * 4 d - 

Generalizando esse raciocmio, obtem-se o resultado 
descrito pelo teorema a seguir. 

Teorema 


A distancia d entre um 
ponto P(.v 0 , y 0 ) e uma reta 
r: ax + by + c — 0 e dada 
por: 

= \axg + by Q + ej 

~J7 7^ 




EXERCICIOS RE60LYID0S 


R.l CaJcular a distancia do ponto P(2. I) a reta r: 

3a‘ ~ 4y + 8 = 0 

Resolugao 

A distancia cl de P a reta r e dada por: 


A = 1 q-v q + by 0 + c\ 

4d + F 2 


em que a - 3: b = —4; c = 8; = 2 e>^ = 1. 


Logo, d 


|3 • 2 — 4 • 1 + 8j 
73 2 + (— 4) 2 
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R.2 


Calcular a distancia entre as relas r. 12a + 5v + 38 = O 
e s: 12x + 5v + 25 — 0. 


Resoluęao 

As retas res sao paralelas. pois tern o mesmo coeficiente 


angular — 



Para calcular a distancia entre elas, bas¬ 


ta tomarmos um ponto P qualquer de urna delas e calcu- 
larmos a distancia de P & outra reta. 



Para obter um ponto P em r, basta atribuir um valor qual- 
quer a i e encontrar o correspondente va!or de y. Por 
exemp!o, atribuindo o vaior 1 a.v, temos: 

12 ■ 1 + 5y + 38 ~ 0 => y = —10 

Assim, um ponto de r 6 P( 1. —10). 

Calculando a distancia de P a s, temos: 


d = 


12-1+ 5(—10) -l- 25| _ (“ 13| _ 


JlT- + 5 2 13 

Portanto a distancia d entre resed — I. 


R.3 Detemiinar o(s) ponto(s) do eixo Oy que dista(m) 2 uni- 
dades da reta r. 1 5x I 8y I 2 — 0. 

Resolucao 

Ji 

O ponto P procurado pertence ao eixo Oy; logo, sua abs- 
cissa e igual a zero, ou seja, o ponto e da forma P(0, a). 



Devemos ter d Fr = 2 => 


115 - 0 + 8n + 2 

JWTW 



= 2 |8a + 2j - 34. 

Logo, obtemos: 8a. -i- 2• = 34 => a — 4 ou 
8a + 2 — - 34 =+ a = — . 

Assim, temos dois pontos que satisfazem a condięao do 
problema/^O, 4) e ^'jo, —~J. 



EXERCIC105 BA5JC0S 


B.l Caicule a distancia do ponto P a reta r nos seguintes casos: 

a) P(3, 1) e r: 3x + 4y + 2 = 0 

b) P(l, —2) e r: 5x — 12y — 3 = 0 

c) P(— 5, 2) e r: y — —2x + 5 

d) P{—4,6) e r. y = 3 

e) P( 8, —4) e r: a* = 5 

Sugestao. Para a aplicaęao da formula, a eąuaęao da reta 
deve estar na forma geral. 

R.2 Determine a distancia entre as retas paralel as r e s, nos 
seguintes casos: 

a) r: 12* - 5y + 10 = 0 e s: 12a - 5y - 3 = 0 

b) r: y ~ 2x — 2 e s: y = 2a — 1 

B.3 (U. E. Londrina-PR) Considere os pontos 4(0, 0). B(2, 3) 

e C(4, 1). O comprimento da altura do triangulo AJ3C, re- 


Iativa ao lado BC , e: 
a) Jl c) ijl 


e) 5 J2 


b) 


3^2 


d) 


5^2 


2 ~'2 
Sugestao. O comprimento dessa altura e a distancia do 
ponto A a reta BC, 

B.4 (U. F. Ouro PreLo-MG) Caicule a medida do lado do qua- 

drado ABCD, sabendo-se que A = (2,0) e o lado BC esta 
contido na reta y = *. 

B.5 Obtenha o(s) ponto(s) do eixo das abscissas que dista(m) 
2 unidades da reta r: 3a + 4y + 5 = 0. 

B.6 Encontre o(s) ponto(s) do eixo das ordenadas cuja dis¬ 
tancia a reta r: y = 2x - 7 e igual a . 


Epercictos complementares de Cl a C5 


2. APLICAęAO DE DETERMINANTES NO 
CALCULO DE AREAS E NA 
CONDięAO DE ALINHAMENTO DE 
TRES PONTOS 

Area de um triangulo 

Observe que o retangulo em destaąue e formado pelos 
triangulos EFG, I, TT e 111. Logo a area A do triangulo 
EFG e iguai a diferenęa entre a area desse retangulo e a 
soma das areas I. II e III, isto e: 


A = 8 -4- 


6 ■ 1 


2 • 4 


8 • 3 


= 13 



Generalizando esse raciocfnio, obtem-se o resultado 
descrito a seguir. 


r 

L. 
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Teorema 


A area A de um triangulo cujos vertices sao os 
pontos E(x e , y E ), F(x f , y F ) e G(x g , y G ) 6 dada por: 


A = , em que D = 


X E 

yE 

i 

X F 


i 


yg 

i 



EXERCIC10 RES0LVID0 




R.4 Determinar a area do triangulo cujos verlices sao £{2,5), 
F{0,1) e G(3,6). 

Resolucao 


D - 


2 5 1 

0 1 1 

3 6 1 


= 2+ 15 — 3 - 12 = 2 


A drea A do triangulo EFG e: 

<-ą,*=ą 


- 1 



B.8 


EXERCICIOS BASICOS 


(Cesgranrio) A area do triangulo cujos vertices sao 

(1, 2), (3,4) e (4, -1) e igual a: 

a) 6 b) 8 c) 9 d) 10 e) 12 

(UEMA) Um valor de k, de modo que a area do triangulo 
detenninado pelos pontos A (0,1), B(— 2,4) e C(k. k — 1) 
seja 10 unidades, e: 



c) k — — 


16 


e) k — 


d)k = - 3 


Determine a area da regiao do piano limilada pelas retas 
y = 3x, x + y — 4 e y = 0. 

Calcule a area do quadrilatero EFGH do grafico a seguir: 



Sugestao. Adicione as areas dos triangulos HEFe FGH. 
ExerCicios complementares de C.6 a C.8 


Condięóo de alinhamento de tres pontos 

No capftulo 54 estudamos a condięao de alinhamento 
de tres pontos por coeficiente angular. Agora, vamos es- 
tudar unia maneira de veriftcar se tres pontos estao ali- 
nhados, usando determinantę. Sabemos que a area A de 
um triangulo cujos vćrtices sao os pontos E(x e , y E ), 


F(x f , y F ) e G(x g , y G ) 6 dada por: 




, \D\ n 

A — ~hr~, em que D = 


ye 

1 

X F 

Yf 

1 


*G 

ya 

1 


Como interpretar esse teorema no caso em que D = 0? 
Se D — 0, nao existe o triangulo EFG e, portanto, os 
tres pontos E,FqG estao em unia mesma reta. Desse mo¬ 
do, podemos enunciar: 

Teorema 


Tres pontos E(x e , y E ), F(x P , y F ) e G(.v c , y a ) sao co- 


lineares se, e somente se. 


x E 

Ye 

x F 

Yf 

Xg 

Yg 


l 

1 

1 




EXERCICIOS RES0LVItX)5 


R.5 Verif icar se os pontos A, B e C sao ou nao colineares nos 
seguintes casos: 

a) A(l, 2), 5(0, — l)e C(2,5) 

b) A(l, 4), 5(2, 5) e C(l, 3) 

Resoluęao 


Basta calcu lar o determinantę D - 


*D = 0=>A,FeC sao colineares; 

• D + 0 A, BtC nao sao colineares. 


X a 

Ya 

1 

X B 

.V# 

1 

Xc 

Yr 

1 


1 2 1 

a)D= o -\ j 

2 5 1 

Logo, A, B e C sao colineares. 


= —1+4 + 2 — 5 - 0 


= 5 + 6 + 4 — 5 — 3-8 = —1 


i 4 i 

t>)0= 2 5 1 

1 3 1 

Como D + 0, temos que A, B e C nao sao colineares. 


R.6 Determinar os valores de a de modo que os pontos 
A(5n - 6, 2), B(a 2 , 8) e C{4, 12) sejam colineares. 

Resoluęao 

Os pontos A, B e C sao colineares se, e somente se: 


5a — 6 2 1 

a 2 8 1 

4 12 1 
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Desenvolvendo esse determinantę, temos: 

8(5 a - 6) + 12 a 2 + 8 - 32 - 12 (5a - 6) - 2a 2 = 0 
.*. 40 a - 48 + 12a 2 + 8 - 32 - 60a + 72 - la 2 = 0 
lOa 2 ~20a = 0 

a(10o — 20) = 0^c = 0oua = 2 

Logo. A,fieCsaocolineares se, e somente se ,a = 0ou 

a — 2. 

Obtencao da equaęao de uma reta 
atrave$ de determinantę 

Consideremos os pontos A(2, 1), 5(1, — 1) e um ponto 
generico G(x, y ). Para qtie A, B e G sejam colineares, 


devemos ter 


x >’ 
2 1 
1 -1 


= 0 


Desenvolvendo esse determinantę, temos: 

x — 2 + y — T + x — 2y = 0 

2x — y — 3 = 0 

Essa equaęao representa todos os pontos G(x, y) que 
estao alinhados com A(2,1) e 5(1, — 1) e, por isso, 6 uma 

equaęao da reta AB. 

General i zando, temos: 

Dados dois pontos dislintos A(a; 4 , y A ) e B{x b , y B ) t 
uma equaęao da reta AB e: 


x y I 

*a y* i 

X B 7s 1 


= o 



EXERCICIOS BASI CO 5 


B.ll Usando a condięao de alinhamento por determinantę, ve- 
rilląue se os pontos A, B e C sao ou nao colineares nos 
seguintes casos: 

a) A(0, —1), 5(3, 5) e C(l, 1) 

b) A(4, 5), 5(1, 0) e C(2, 3) 

c) a( 4-, l) B\^~, o]eC(l,3) 

d) A(L 3), 5(3, 4) e C(0, -2) 

B.I2 O ponto 5(1. — 2) pertence a reta que passa pelos pontos 
A(2, 1) e 5(— 1. -8)?Porque? 

B.13 Para que valor de p os pontos A(l, p), 5(2, 7) e 
C{p — l, — 5) sao colineares? 

B.14 (UFPI) Para que valores reais de y os pontos A(l, 4). 
5(3, y) e C(— 1, 0) sao vertices de um triangulo? 

B.15 Usando o conceito de determinantę, obtenha uma equaęao 
da reta que passa pelos pontos A e 5, nos seguintes casos: 

a) A(3, 2) e 5(1, -1) c) A(-2, 5) e 5(-2, 3) 

b) A(2, 5) e 5(2, 6) 



C.2 


C.3 


C.4 


C.5 


C,6 


C.7 


C.8 


EXERCIC10S COMPLEMENTARES 

(U. F. Santa Maria-RS) Dados os pontos A(0, 0) e 
5(1, 2), considere o ponto C determinado pela intersec- 
ęao das retas r. y = x z s: y — —3x + 5. A altura do tri¬ 
angulo ABC relativa ao lado AB vale, em cm: 

J5 .3 J5 . J5 

— Q > ^ ' e > - 


a) 


b) 


5j5 


c) 

d) 


2 

4^5 

25 


(U. F. Santa Maria-RS) A soma dos posstveis valores de 
k, para que a distancia do ponto P — (3, 4) a reta 

r : 4.t — 3y + k — 0 seja igual a l,e: 

a) -5 c) 2 e) 5 

b) -l d)0 

(UNEB) No piano cartesiano, existem dois pontos de 
abscissas iguais a 1 que distam 3 unidades da reta 
/■; 5x + 12v + 10 = 0. A distancia entre esses dois 
pontos e: 


a) 

b) 


J2 

2 

5_ 

2 


c) 




e) 


13 




Determine o(s) ponto(s) pertecente(s) a reta s: y = m +1 
e que dista(m) 3 unidades da reta r. 5x — 12v + 4 = 0. 
Sugestao. Tome um ponto generico da reta 5 ; para isso, 
faęa r = ae obtenha o valor de y em funęao de a. 

Dois lados de um quadrado estao contidos nas retas 
r: 3x A y — 1 = 0 e s: 3x + y — 2 = 0. Calcule a area 
desse quadrado. 

Obtenha o valor de a, sabendo que a reta 

r. ax A y 6 = 0 determina com os eixos coordenados 

um triangulo de area 9 unidades. 

(U. F. Vięosa-MG) As retas r e s do grafico abaixo tern 
eąuaęoes y = — x + 5 e y = x — 3, respectivamente. 
Pode-se afirmar que a area do triangulo ABC e: 

a) 2 

b) T 

c) I 

d) 2j2 

*■> 4 - 



Exerclcio compiementar C.9 


(FGV-SP) A area da 
figura colorida no 
diagrama vale: 

a) 4,0 

b) 3,5 

c) 3,0 

d) 5.0 

e) 4,5 


C,9 Prove que os pontos A(l, 4), B{a — 1, 3a — 2) e C(0, 1) 
sao colineares para qualquer valor real de a. 





357 


GEOMETRIA ANALITICA 





















UNIDADE 10 


Capftulo 57 

REPRESENTAęAO GRAFICA DE UMA 
INEQUACAO DO l°GRAU 


1. SEMIPLANO DE ORIGEM PARALELA A 
UM DOS EiXOS COORDENADOS 

Consideremos a reta r de equaęao x = 5, cujo grafico e: 


o 


r 


A reta r e origem de dois semiplanos contidos no piano 
cartesiano: 

I. o semiplano formado pelos pontos cujas abscissas 
sao maiores ou iguais a 5: 


x ^ 5 


II. o semiplano fomiado pelos pontos de abscissas 
menores ou iguais a 5: 




5 => 


O 


Se ąuisermos representar o semiplano aberto (que nao 
contem a reta origem) formado pelos pontos de abscissas 


maiores que 5, basta, em (I), desenharraos a reta r tracę 
jada (seccionada): 

Y‘ 


x> 5 


o 


a 


Analogamente, o semiplano aberto formado pelos 
pontos de abscissas menores que 5 e: 

yf 


x< 5 


O 



EXERCICIO RES0LVID0 


R.l Representar no piano cartesiano o semiplano formado 
pelos pontos de ordenadas maiores ou iguais a 3. ou seja, 
>' > 3. 

Resoluęao 

Inicialmente represemamos a reta origem do semiplano, 
tsto e, y = 3. 


y= 3 


Y J 

i 

3 

J 

w 

O 

W 

X 


O semiplano formado pelos pontos de ordenadas maio¬ 


res ou iguais a 3 e: 


y*3 


Y> 

1l 

3 

H - " - “ — “ 

0 

---- W' 

X 
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2. SEMIPLANO DE ORIGEM NAO- 
PARALELA A NENHUM DOS EIXOS 
COORDENADOS 

Consideremos a reta r de equaęao y = 2x + 4, cujo 
grafico e: 




A reta r e origem de dois semiplanos contidos no piano 
cartesiano. 



y i 

k 

/ 

i. 

/ 

i 

P 

f -1 o 

W" 

X 


Consideremos urn ponto P(x 0 , y Q ) do semiplano a, nao 
perle ncente a reta r: 



O ponto Q da reta r que possui abscissa.v Q e Q( jc 0 , 2x () 4- 4): 



Notę que y Q > 2v 0 + 4. 

Temos entao que: 

I. para que um ponto P(x Q , y 0 ) pertenęa ao semiplano a 
e nao pertenęa a origem r, deve-se ter: 

y 0 > 2x 0 + 4 

II. para que um ponto P(x Qt v 0 ) pertenęa a reta r, deve-se 
ter: 

)i> = 2x 0 +4 

Por (I) e (II). podemos conćluir que o semiplano a e 
determinado pela inequaęao: 

y s* 2x 4- 4, x £ !R 

De modo analogo, condmmos que o semiplano (3 e 
determinado pela inequaęao: 

y 2x + 4, * E IR 



EXERCICIOS RE&0LV1D0S 

R.2 Representar no piano cartesiano o semiplano determina¬ 
do pela inequaęao y > —3.r + 6. 

Resolucao 

Inicialmente representamos a reta origem do semiplano, 
isto e, y = —3.x + 6. 


0 


0 



O semiplano determinado pela inequacao y ^ — 3,v + 6 
e a reuniao da reta origem com o conjunto dos pontos 
“acima” (>) dessa reta: 



R.3 Representar no piano cartesiano o semiplano determi¬ 
nado pela inequaęao 2.v — y — 5 > 0. 

Resolucao 

E conveniente isolarmos a variavel y na ineąuaęao, pois 
assim e mais facil visualizar o semiplano. 

2x - y - 5 > 0 => -y > —2x + 5 v < 2x - 5 
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A reta origem desse semi piano tem eąuaęao 
y = 2x — 5: 

Kł 


0 



o 


— 5 
/ 

/ 

/ 

/ 


'_5 

2 


O semi piano determinado pela ineąuaęao y < 2x — 5 e 
o conjunto dos pontos t£ abaixo” (<) da reta origem: 




-5 


'A x 
2 


Representamos a reta origem trącej ada (seccionada) para 
indicar que o semiplano e aberto, isto e, a reta origem 
nao esta contida no semiplano. 

R.4 Representar no piano cartesiano os pontos (.v, y) cjue 
satisfaęam o seguinte sistema de ineąuaęoes: 

x - y - 1 > 0 
y - 2^0 


Resoluęaó 

E mais cdmodo trabalharmos com a variavel y isolada 

>•<* i a) 

y 2 * 2 m 


em cada ineąuaęao 


Os pontos (x, y) que satisfazem (I) e (II) simultaneamente 
sao obli dos pela intersecęao dos semiplanos (I) e (II): 




o 


(li) 


u 


(I) 


8 


- -a- 
\ 

I 

I 


O 
-1 


A matematica ajudando a tomar decisdes 

Como obter o malor rendimento de uma maąuina 
com o menor custo possb/el? Com uma certa quan- 
tidade de materia-prima, que quantidade de cada 
produto deve ser fabricado por uma empresa para 
obter o maximo lucro? Qual deve ser o formato de 
uma lata de refrlgerante para que seja gasto o mTni- 
mo de materiał possn/el na embalagem? 

Perguntas como essas sao respondidas pela pro¬ 
gramaęao matematica, um ramo da matematica 
aplicado na tornada de decisóes em que se procura 
o mjnimo custo com o maximo aproueitamento. 
Quando as eąuaęóes ou ineąuaęoes que envolvem o 
modelo sao do l 5 grau, apiica-se a programaęao linear, 
uma subdiuisao da programaęao matematica. Um 
exerriplo concreto e mostrado no exerdcio R.5. 


m 

ffi 

W EXERCICIO RES0LVID0 


R.5 Uma confecęao dispóe de 80 m 2 de brim e 1 20 m- de po- 
peline. Cada unidade de um modelo A de vestido reąuer 
1 m 2 de brim e 3 m 2 de popeline, e cada unidade de um 
outro modelo B reąuer 2 m 2 de brim e 2 m 2 de popeline. 
Se cada unidade de ąualąuer um dos modelos e vendida 
por R$ 80,00, ąuantas unidades de cada modelo devem 
ser confeccionadas para se obter a renda brata maxima? 

Resoluęao 

Resumindo os dados em uma tabela, temos: 



Modelo A 

■ j* |* , 

Modelo B 

Tecido 
em estoąue 

Brim 

1 m- 

2 m 2 

80 m 2 

Popeline 

3 m 2 

2 m 2 

120 m 1 


Sejam: 

• x o numero de unidades do modelo A a serem fabri- 
cadas; 

• y o numero de unidades do modelo B a serem fabri- 
cadas. 

Temos que a expressao E ~ 80.y + 80y da a renda bruta 
obtida com a venda de x unidades do modelo A e y 
unidades do modelo B. 

Para o calculo do vaior maximo de E, observemos ąue: 


x + 2y ^ 80 
3.v + 2y ^ 120 
' x^0 

y» o 
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Representando as soluęoes desse sistema no piano car* 
tesiano, obtemos: 


localizado abaixo da reta r e acima da reta s 7 tem-se (ver 
imagem): 



Demonstra-se que o maxim o valor de E e obtido ao 
atribuirmos as variaveis x e y de E as coordenadas de um 
determinado vertice do pollgono ABCD. Para descobrir 
qual e esse vertice, basta testarmos cada um deles: 

A(0, 40) => E = 80 ■ 0 + 80 ■ 40 - 3.200; 

5(20,30) => M = 80 • 20 + 80 * 30 = 4.000; 

C(40,0) => E = 80 ■ 40 + 80 • 0 = 3.200; 

D{ 0, 0) => E = 80 • 0 + 80 • 0 = 0. 

Assim, o maximo valor de E 6 obtido no ponto 5(20, 30). 
Portanto. para obter a renda maxima, devem ser confec- 
cionados vinte vestidos do modelo A e trinta vestidos do 
niodelo 5. 



' EXERCICIOS BASICOS 


B.l Construa o grafico, no piano cartesiano, de cada urna das 
inequaęóes a seguir; 

a) x 3* 1 

b) y < 2 

c) y > 3x - 6 

d) 2x + y - 4 0 

B.2 Represente no piano cartesiano o conjunto soluęao de 
cada um dos sistemas a seguir: 


a) 


b) 


c) 


2x + y - 4 > 0 

y =£ x 4- 2 
y 3* 2x — 6 

* 3*3 
y 3*4 

5 y - 4x > 0 



a )y< y e y < —x + 1 


x 


b) y < y ou y > ~x + 1 


c) y < y e y > — x 1 


d) -a- + 1 < y < y 


e) y <y<-x+ 1 



; EXERCICI06 COMPLEMENTARES 


C.l (Fuvest-SP) Sabe-se que os pontos (— 1, 3) e (—3, a) 
es tao em semiplanos opostos em relaęao a reta 
x — 2y + 2 = 0. Um possivel valor de a e: 

c)| 

<■>-4 

T 

Sugestao. A reta r: x — 2y -f- 2 = 0 separa o piano 
cartesiano em dois semiplanos opostos em relaęao a r. 

C.2 Represente no piano cartesiano o conjunto de pontos 
(x, y) tais que: 

a) |x| + y — 5 > 0 

b) x + 2|y| 3* 3 

x se x ^ 0 

Sugestao. Lenibrando que \x\ — • , temos 

—x se x 0 

x 3* 0 

x + y - 5 > 0 


que a inequaęao do item (a) equivale a 


ou 


B-3 (Fuvest-SP) Na figura a seguir, A 6 um ponto do piano 
cartesiano, com coordenadas (jc, y). Sabendo que A esta 


x 0 

—x + y — 5 > 0 
Isto e, se S, e S 2 sao os conjuntos soluęao desses siste¬ 
mas, respectivamente. entao o conjunto soluęao da ine- 
quaęao |x| + y — 5 > 0 6 U S 2 . Lembrete. O conectivo 
“ou” indica a uniao de S, com S 2 . 
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C.3 Represente no piano cartesiano o conjunto dos pontos 
(x, y) tais que (x + y - 3)(a + 4) < 0. 


Sugestao. ab < 0 <=> ■ 


a > 0 
b<0 


ou 


a < 0 
b> 0 


C.4 (Enem) Jose e Antonio viajarao em seus carros com as 
respectivas famflias para a cidade de Serra Branca. Com 
a intenęao de seguir viagem juntos, combinam urn 
encontro no marco inicial da rodovia, onde chegarao, de 
modo independente, entre meio-dia e 1 hora da tarde. 
Entretanto, como nao ąuerenl fi car muito tempo espe- 
rando um pelo outro, combinam que o primeiro que 
chegar ao marco inicial esperara pelo outro, no maximo, 
meia hora; após esse tempo, seguira viagem sozinho. 
Chamando de a o horario de ehegada de Jose e de y o 
horario de ehegada de Antonio, e representando os pares 
(*,y) em um si Sterna de eixos cartesianos, a regiao 
OPQR indicada abaixo corresponde ao conjunto de to- 
das as possibilidades para o par (je, y): 


Chegada de ą, 
Antonio 



Chegada de 
Jose 


I) Na regiao indicada, o conjunto de pontos que repre- 
senta o evento “Jose e Antonio chegam ao marco ini¬ 
cial exatamente no mesmo horario” corresponde: 

a) a diagonal OQ. 

b) a diagonal PR. 

c) ao lado PQ. 

d) ao lado QR. 

e) ao lado OR. 

II) Segundo o combinado, para que Jose e Antonio 
viajem juntos, e necessario que: 

< 1 ^ i 

y ~ x *£ — ou que x - y ^ — 


Antonio 


A 





X * — 
2 


Jose 


De acordo com o grafieo e nas condięoes combinadas, as 
chances de Josć e Antonio viajarem juntos sao de: 

a) 0% 

b) 25% 

c) 50% 

d) 75% 

e) 100% 


i 
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Ccipitulo 58 

EQUACAO DA CIRCUNFERENCIA 


1. EQUAQAO REDUZIDA DA 
CIRCUNFERENCIA 

Seja, no piano cartesiano, uma eircunferencia X de 
centro C(a, b) c raio R. 



Para obter uma equaęao dessa eircunferencia, conside- 
ramos um ponto generico G(x, y) e impomos que: 


CG = R => J(x- a) 2 4 (y - W = R 

Quadrando ambos os membros dessa igualdade, obtemos 
a equaęao equivalente: 

c X — a) 2 + (y — bf = R 2 

denominada eąuaęao reduzida da eircunferencia de cen¬ 
tro C(a, b) e raio R. 



EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.l Obter a eąuaęao reduzida da eircunferencia de centro C 
e raio R, nos seguintes casos: 

a) C(4, 6) e R — 3 

b) C(0, 2) e R = J5 

c) C(—3 ,1) e /? = y 
Resoluęao 

a) Na eąuaęao (x — a) 1 + (y — b) 2 = R 1 , substituindo 
a,bcR por 4, 6 e 3, respectivamente, obtemos: 

(x - 4) 2 + (y-6f = 9 

b) Fazendo a-0,b = 2eR = J5 na eąuaęao 

(x — a) 2 + (y — b) 2 = R 2 , obtemos x 2 4 (y — 2) 2 — 5. 


c) 


(x - a) 2 4 (y - b) 2 = R 2 
a = — 3 
b - 1 

* = ł 


+ 3) 2 4 ( y - iy = ^ 

R,2 Detemiinar o centro e o raio da eircunferencia que tem 
por eąuaęao: 

a) {x - 6) 2 4 (y ~ 2f = 16 

b) (x 4 4) 2 4 (y - I) 2 = 3 

16 


c) (x 4 2) 2 4 y 2 = 


25 


Resoluęao 

a) Comparando a eąuaęao (x — 6) 2 4 (y — 2) 2 — 16 com 
(x — a) 2 4 (y — b) 2 — R 2 , temos que: 

a 6 
b “ 2 

R 2 = 16=>/? = 4 

Assim, o centro da eircunferencia e o ponto C(6, 2) e 
o raio e R = 4. 

b) A eąuaęao (x 4 4) 2 4 (y - l) 2 = 3 pode ser escrita na 
forma [x - (—4)]- 4 [y - I] 2 = 3. Comparando essa 
eąuaęao com (x ~ a) 2 + (y — b) 2 = R 2 , temos: 

a - -4 

b ~ 1 

R 2 = = JJ 

Portanto o centro da eircunferencia e o ponto 
C(—4, 1) e o raio e R — J3 . 

c) Podemos escrever a eąuaęao: 

16 


(x 4 2) 2 4 y 


i — 


25 


16 


sob a forma [x — (—2)] 2 4 [y — O] 2 — -y. Compa¬ 
rando essa eąuaęao com (x — a) 2 4 (y — b) z — R 1 , 
conclufmos ąue: 

a - -2 

b = 0 

* = ir =¥R = t 

Logo, o centro e o raio dessa eircunferencia sao. 

4 

respectivamente, C(—2, 0) e R = y. 


< 
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R,3 Ob ter a equaęao reduzida da circunferencia X. de centro 
C cujo grafico e: 



Resoluęao 

A circunferencia X passa pelo ponto A (0, 6) e tem centro 
C(3, 2). Logo, seu rato R e a distancia entre A e C: 

R = 7(0-3)*+(6- 2) 2 = J25 - 5 

Port anto, temos que: 

X 2) s => (x - 3) 2 + <*»• 2) 2 = 25 

R.4 Para que valores reais de k a eąuaęao 

(x — 2) 2 + (y — 3) 2 = k representa uma circunferencia? 
Resoluęao 

Comparando a eąuaęao (a — 2) 2 + (y - 3p = k com 
(Jt - a) 2 + (y — b) 1 = R\ temos: 

a — 2 
= 3 
tf 2 = k 

Como R 2 > 0, temos que a eąuaęao representa uma 

circunferencia de centro C(2, 3) e raio R = Jk se, e 
somente se, k > 0. 

R.5 Qual e o conjunto de pontos (a, y) do piano cartesiano tal 
que (a — 2) 2 + (y — 3) 2 = 0? 

Resoluęao 

Como (a — 2) 1 > 0 e (y - 3) 2 5* 0, temos que: 

(a* - 2) 1 + (y - 3) 2 = 0 (a - 2) 2 = 0 e 
(y-3)*=0 a — 2ey = 3 

Assim, a eąuaęao (a — 2)- + (y — 3) 2 — 0 representa um 
unico ponto C(2, 3). 

R,6 Qual e o conjunto dos pontos (a, y) do piano cartesiano 
tal que (a - 2) 2 + (y - 3) 2 = -16? 

Resoluęao 

Como (a - 2) 2 ^ 0 e (y - 3) z ^ 0, Va, y, {a, y} C IR, 
temos que aigualdade (a - 2) 2 + (y - 3) 2 = —16 e impos- 
sfvel. Portanto essa eąuaęao representa o conjunto vazio. 

Condusao 

Atraves dos exercicios R.4, R.5 e R.ó, percebemos o 
seguinte: 

A eąuaęao (a — a) 2 + (y — b) 2 = k nas variaveis 

x e y com [a, b,k} C IR representa: 

• uma circunferencia se, e somente se, k > 0 ; 

• um unico ponto se, e somente se, k = 0; 

• o conjunto vazio se, e somente se, k < 0. 



EXERC\C\OS BA5IC0S 


B.l 


Determine a eąuaęao reduzida da circunferencia de centro 
C e raio R, nos seguintes casos: 

a) C(4, 7)e/? = 8 

b) C(0. 2) e R = Jl 

c) C(—4,1) e/f = y 




eR = 1 


e) C(J,8)el? = 3 


f) C(—2, Q)ęR = y 


h) C(0, 0)eR — 1 


Jl 

3 


B.2 


Obtenha o centro e raio da circunferencia cuja eąuaęao 
reduzida e: 


a) (a - 3) 2 + (y - l) 2 - 25 

b) (a + 5) 2 + y 1 — 3 




d) (a - l) 2 + (y - 3) 2 = 16 

e) a 2 + (y + l) 2 - 2 

f) a 2 + y 2 = 4 


B.3 Encontre a eąuaęao reduzida da circunferencia de centro 

C cujo grafico e: 



B.4 A circunferencia X representada no grafico e tangente 
aos eisos coordenados. Determine sua eąuaęao reduzida. 



B.5 Para que valores reais de k a eąuaęao: 

(a - l ) 2 + (y + 2) 2 = 3k-4 
representa uma circunferencia? 


r 
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B.6 Obtenha os va!ores reais de k para que a eąuaęao 
(x + 3) 2 + y 2 = i — 2 k: 

a) represente uma circunferencia; 

b) represente um ponto; 

c) represente o conjunto vazio, 

Exercicios complementares de C.l a C.3 

2. EQUAęAO NORMAL DA 
CIRCUNFERENCIA 

Vimos que a eąuaęao reduzida da circunferencia de 
centro C(a, b ) e raio R e: 

(x ~ af + (y - b) 2 = R 2 

Eliminando os parenteses dessa eąuaęao, obtemos 
x 2 — 2ax + a 2 + y 2 — 2by + b 2 — R z , ou ainda: 

x 2 + f - 2 ax - 2 by + a 2 + b z - R 2 — 0 

Essa eąuaęao e denorainada eąuaęao normal da 
circunferencia. 

Nota 

Multiplicando ambos os membros da eąuaęao anterior 
por uma constante real k,k^ 0 , obtemos uma outra eąua¬ 
ęao da mesma circunferencia: 

kx 2 + ky 2 — 2 kax — 2kby + ka 2 + kb 2 — kR 2 = 0 

^ EXERCICIO RESOMPO 

R.7 Qual a eąuaęao normal da circunferencia de centro 
C(4, 1) e raio 5? 

Resoluęao 

A eąuaęao reduzida da circunferencia e: 

{x - 4 ) 2 + (y- l) 2 = 5 2 

Eliminando os parenteses dessa eąuaęao, obtemos: 

jt 2 - 8x + 16 + / - 2y + 1 = 25 
Assim, a eąuaęao normal dessa circunferencia e: 
x 2 + y 2 - 8x - 2y - 8 - 0 

Obtenęao do centro @ do raio de 
uma circunferencia a partir de sua 
eguaęao normal 

Dada a eąuaęao normal de uma circunferencia X, por 
exemplo, x 2 + y 2 + 6x — 10y + 18 = 0, podemos deter- 
minar o centro e o raio de X de duas maneiras: por com- 
paraęao e por reduęao. 

Por comparacao 

Comparando a eąuaęao x 2 + y 2 + 6 a — JOy + 18 = 0 
com a eąuaęao: 

x 2 + y 2 — 2ax — 2by + a 2 + b 2 — R 2 = 0, temos: 

• 2a = 6=>a = — 3 (I) 

, ~2b = -10 => b = 5 (H) 
a 2 + b 2 - R 2 = 18 (in) 


Substituindo (I) e (II) cm (III), obtemos: 

(-3) 2 + 5 2 - R 2 = 18 =» R 1 = 16 Z. R = 4 

Logo, o centro e o raio da circunferencia X sao, respecti- 
vamente, C£— 3, 5) e R = 4. 

Por reduęao 

Esse metodo consiste em obter a forma reduzida a 
partir da eąuaęao normal. 

• Agrupamos os termos em x e os termos em y, isolando 
num dos membros da eąuaęao o termo independente 
(a 2 + 6 .r) + (y 2 — 10 y) — —18. 

• Somamos a ambos os membros da igualdade um mes- 
mo termo, de modo que o agrupamento em x se trans- 
forme num ąuadrado perfeito: 

(x 2 + 6x + 9) -I- (y 2 — lOy) = —18 + 9 

Notę que, se o coeficiente de x 2 e 1 , o termo que deve 
ser somado a ambos os membros e o ąuadrado da me- 
tade do coeficiente de x. 

• Somamos a ambos os membros da igualdade anterior 
um mesmo termo, de modo que o agrupamento em y se 
transforme num ąuadrado perfeito: 

(.r 2 + 6 x + 9) + (y 2 — I0v + 25) = —18 + 9+25 

^- * >-^^-V- 

i l i 

.\(x + 3 ) 2 + (y - 5) 2 ' = 16 

Obtivemos assim a eąuaęao reduzida da circunfe¬ 
rencia X. Portanto seu centro e seu raio sao, respectiva- 
mente, C(—3, 5) e R = 4. 




^ EXERC!CIOS RESOLVIIX)S 

R.8 Aplicando o metodo da comparaęao, obter o centro e o 
raio da circunferencia de eąuaęao: 

a) x 2 + / - 2x + 8 y, + 14 = 0 

b) x 1 + y 1 + 6y —16=0 

c) 16x 2 + 16/ + I6x - 8y - 31 = 0 
Resoluęao 

Devemos comparar cada uma das eąuaęoes com 
X: x 2 + y 1 - 2ax - 2 by + a 2 + b 2 - R 1 = 0 

a) Comparando com X a eąuaęao 

x z yi _ 2v + 8y + 14 = 0, temos: 

—2 a = —2=> a - L (1) 

< -2 b - = -4 (U) 

a 2 + b 2 - R 2 = 14 (m) 

Substituindo (I) e (II) em (HI), temos: 

P +(-4 y-R 2 = 14 => = 3 

.*./?= V3 

Logo, o centł*o C e o raio R da circunferencia sao 
C(l , —4) q R = J3 . 

b) Comparando com X a eąuaęao 

x 2 + y 2 + 6y — 16 = 0, temos: 

r -la = 0 => a = 0 (1) 

< -Ib = 6^>b = -3 (O) 
a 2 + b 2 — R 2 - -16 (1U) 


Substituindo (I) e (II) em (III), temos: 

0 2+ (-3)2-jp= -16 = 25 R = 5 

Portanto o centro C e o raio R da circunferencia sao 
C(0, -3) e R = 5. 
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c) Para poder comparar com X a equaęao 

Ióa 2 + 16y 2 + 16a* - 83? - 31 = O, devemos dividir 
por 16 ambos os membros dessa ieualdade: 




= O 


Assim temos: 


-la = 1 


« = (I) 


{ -2b = ~ =>h = \ (n ) 


a- + b 2 - R 2 = 


31 


16 


(III) 


Substituimos (I) e (II) em (EU): 




/ 


1 


=> R r = — + 
i? 2 = 


4 
36 


1 + 31 


16 


16 


16 


4 2 


Portanto o centro C e o raio R dessa circunferencia sao 


cf—— — 
H 2’ 4 


e R — 


? * 


R.9 Aplicando o metodo da reduęao, determinar o centro e o 
raio da circunferSncia de equaęao: 

a) x 2 + y 2 -2x + 8 y + 14 = O 

b) X 1 + y 2 + 6y — 16 = 0 

c) 16 a 2 + I6y 2 + I6 a - 8v - 31 = 0 
Resoluęao 

a) Agrupando os termos em a, os termos em y e isolando 
o termo independente, temos: 

(X 2 -2x)±(y 2 + 8v) = -14 

Completando os quadrados perfeitos, obtemos: 

(a 2 — 2a +_1) + (v 2 + 8v + 16) — —14 + 1 -f 16 

/ V 

Quadrado da Quadrado da 

metade do metade do 

coeficiente de x coeficiente de y 

Essa equaęao pode ser escrita na forma reduzida: 

(x- lf + ( 3 ? + 4 ) 2 = 3 

Temos que o centro C e o raio R dessa circunferencia 
sao C(l, —4) e R — . 

b) Agrupamos os termos em a, os termos em y e isola- 
mos o termo independente (a 2 ) + (j 2 + 6y) = J 6. 
Completando o quadrado perfeito no agrupamento 
em v, temos: 

(a 2 ) + (y 2 + 6y + 9) = 16 3-9 

/ 

Quadrado da metade 
do coeficiente dej 

Assim, a equaęao reduzida da circunferencia e: 
a 2 + (y + 3) 2 - 25 

Logo, o centro Ce o raio R da circunferencia sao 
C(0, -3)eR = 5. 


c) Para obter a equaęao reduzida, convem dividirmos 
por 16 ambos os membros da equaeao: 

2 , 2 _l y 31 « 

1 +y +x ~T~l6 =0 

Agrupamos os termos em a, os termos em y e isola- 
mos o termo independente: 

y]_ 31 


(a 2 + a) + (j- — ~ j = 
Completando os quadrados, obtemos: 

/ / 


5I + -L + J 

16 4 


ić 


Quadrado da 
metade do 
coeficiente de x 


Quadrado da 
metade do 
coeficiente dej 


Assim, a equaęao reduzida da circunferencia e; 


16 


Portanto o centro C e o raio R da circunferencia sao: 


cf-- -1 

' l 2 ' 4 


p 6 3 

eR = — = — 
4 2 


R.10 Obter u ma equaęao da circunferencia X que passa pelos 
pontos A(2, 1) e 5(3, 0), cujo centro C pertence ao eixo 
das abscissas. 

Resoluęao 

Como o centro C pertence ao eixo das abscissas, temos 
que sua ordenada e zero, ou seja, o centro 6 da forma 
C(t, 0), conforme a figura abaixo. 



Devemos ter d CA = d CB : 

Ąt- 2) 2 + (0- I) 2 - 7(f-3) 2 + (0- 0) 2 
Quadramos ambos os membros dessa igualdade: 

(t - 2f + 1 = (f - 3) 2 

jF 4r + 4 + 1 = t 2 - 6r + 9 
2r = 4 \ 1 = 2 

Assim, o centro de X e C(2,0) e o raio e a distancia entre 
Ce A (ou entre C e B)\ 

R = d a = V(2 — 2)- + (1 — 0) ? =1 


Logo, temos: 


C(2, 0) 

R - 1 


(A - 2) 2 + y 2 = 1 



























Jr EXERCfCIOS &ASICOS 

B.7 (Cesgranrio) A eąuaęao da circunferencia cuja represen- 
taęao cartesiana esta indicada pela figura abaixo e: 



a) x 2 + V 2 - 3r — 4y = 0 

b) x 2 + y 2 + 6x + 8y — 0 

c) x 2 + v 2 + 6x — 8y =• 0 

d) x 2 + y 1 + 8x — 6y = 0 

e) x 2 + y 2 - 8x + 6y = 0 

B.8 (U. E. Londrina-PR) Seja P um ponto do eixo das orde- 

nadas pertencente a reta de eąuaęao 2x — 3 y — 6 = 0. A 
eąuaęao da circunferencia de centro em Pt tangente ao 
eixo das abcissas 6: 

a) je 2 + / — 4 

b) x 2 + + 4.v = 0 

c) x 2 + .y 2 4 4y - 0 
d ) x 2 + / - 4x = 0 
e) x 2 4- y 2 — 4y = 0 

B.9 Aplicando o metodo da comparaęao, obtenha o centro e 
o raio da circunferencia de eąuaęao: 

a) x 2 4- y 1 — 2x 4- 4y — 4 = 0 

b) x 2 4” y 2 + 6x 4*6 — 0 

c) x 2 4- y 2 — 6x — 2 v = 0 

d) 36x 2 4- 36 y 2 - 36x - 24 y - 23 = 0 

e) X 2 4- / 4- 10x — 2y + 22 = 0 

f) X 2 4- y 2 - 2y - 5 = 0 

g) 3x 2 4- 3y 2 — 3x 4- 6y 4- 3 = 0 

B.10 Atraves do metodo da reduęao, determine o centro e o 
raio da circunferencia de eąuaęao: 

a) x 2 4- y 2 4- 2x — 8y + 8 = 0 

b) x 2 + y 2 - 6y 4 - 4 = 0 

c) 4x 2 4- 4y 2 4- 4x — 8y 4- 1=0 

d) x 2 + y 2 4- 10x - 20^ 4 - 121 = 0 

e) x 2 4- y 2 — I2x = 0 

f) 25x 2 4- 25/ - 10x - 50y +1 = 0 

B.ll Obtenha uma eąuaęao da circunferencia X que passa 
pelos pontos A(3, 6) e S(4. — 1). cuja centro pertence ao 
eixo das ordenadas. 

B.12 Determine uma eąuaęao da circunferencia X que passa 
pelos pontos A(0.5) e B(l , 0), cujo centro pertence a reta 
bissetriz dos ąuadrantes nnpares. 

B.13 Uma circunferencia X passa pelos pontos A(2.3) e B( 3,2) 
e tem como centro um ponto da reta r. y — 2x — 1 . Ob- 
tenlia a eąuaęao reduzida de X. Sugestao. Um ponto ge- 
nerico da reta r e obtido atribuindo-se um valor generico 
para x. Por exemplo, fazendo x = a, obtem-se y = 2a — 1. 
Logo, o centro da circunferencia e um ponto da forma 
(a, 2a-l). 


B.14 (UDESC) Determine a eąuaęao normal da circunferSn- 
cia que passa pelos pontos A(4,4). S(6. 0) e C(0, 0). Su¬ 
gestao. O centro da circunferencia e o ponto de encontro 
das mediatrizes dos segmentos AB, AC e BC. Obtenha as 
eąuaęoes de duas dessas mediatrizes e resolva o sistema 
formado por essas eąuaęoes, determinando, assim, o 
centro da circunferencia. 

Exercfcios complerhentares de C.4 a C.9 


3. RECONHECIMENTO DE UMA 
CIRCUNFERENCIA 

Chama-se eąuaęao do 2 9 grau em duas variaveis x 

e y toda eąuaęao que pode ser apresentada sob a seguinte 
forma; 

Ax 2 4- By 2 4- Cxy + Dx + Ey + F = 0 (I) 

com {A, B, C, D\ E,F} C IR, sendo que A, B e C nao sao 
simultaneamente nulos. Para que essa eąuaęao represente 
uma circunferencia e necessario e suficiente que sejam 
obedecidas as condięoes: A = 1? ^ 0, C=0ea forma 
reduzida da eąuaęao, isto e. (x — a) 2 4- (y — b) 1 — k, apre- 
sente um numero positivo como valor de k. 



EXERC(CI0 RESOLV\DO 


R.l 1 Qual das eąuaęoes a seguir representa uma circunferencia? 

a) 2x 2 4- 3v 2 - 2x 4- 4y 4- 1 = 0 

b) x 2 - y 2 4- 3x - 6y +8 = 0 

c) x 2 + y 2 — 2xy + 2x — 1 =0 

d) 3x 2 + 3y 2 - 6x + 24y + 24 = 0 


Resoluęao 

a) Nao e eąuaęao de uma circunferencia. pois os coefi- 
cientes de X 2 e y 2 sao diferentes. 

b) Nao e eąuaęao de uma circunferencia, pois os coefi- 
cientes X 2 e y 2 sao diferentes. 

c) Nao 6 eąuaęao de uma circunferencia, pois o coefi- 
ciente do produto xy 6 diferente de zero. 

d) E eąuaęao de uma circunferencia. pois sao obedecidas 
as tres condięoes: 


• A = B + 0, ou seja, os coeficientes de X 2 e y 2 sao 
iguais e nao-nulos. 

• C = 0, ou seja, o coeficiente do produto xy e zero. 

• A fonna reduzida da eąuaęao 

(a' — a) 2 + (y — b) 1 — k apresenta o numero k posi- 
tivo. Observe; 


3x 2 + 3/ — 6x + 24y + 24 = 0 
x 2 + y 1 - 2x + 8y + 8 = 0 
(x 2 - 2x) + (y 2 + 8y) = -8 
(x 2 - 2x + 1) + (y 2 + 8y + 16) = -8 + 1 + 16 
(x - l) 2 + (y + 4) 2 = 9 


Como 9 > 0. temos que a eąuaęao representa uma 
circunferencia. 
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B.15 Qual das eąuaęoes representa uma circunferencia? 

a) x 2 + 3 y 1 — 6a + 4> — 9 = 0 

b) X 2 + 6a - 4 y +1=0 

c) x 2 + y 2 + 4xy — 2 = 0 

d) x 2 + y 2 — 2x + 4y + 6 = 0 


e) 




f + 8.v - 7 = 0 


B.16 (UFRS) A eąuaęao x 2 + V 2 + 4a — 6y + m — 0 repre 
sen ta uma circunferencia $e, e somente se: 

a) m >0 c) m > 13 e) m < 13 

b) m < 0 d) m > —13 


Exerctcios complementares C.10 e C.ll 



C.2 


' EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


(Fesp-SP) A reta r passa pelo centro da circunferencia 
x 2 + (y + 1 ) 2 = 4 e e paralela h reta 3x — y + 7 = 0. A 
eąuaęao da reta re: 

a) v = 3 a + 1 d) y = —3jc + 2 

b) y = 3.i‘ + 2 e) y — — 3x — 1 

c) y = 3a — 1 

Pai'a que va!or real de A: a eąuaęao 

(a — l) 2 + (v - 2) 1 = k - 1 representa uma circunfer6n- 

cia que passa pela origem do sistema cartesiano? 

(Covest) Determine o maior valor de r de forma que as 
circunferencias (a — l) 2 + (y — I) 2 = 1 e 
(a — 3) 2 + (y - 3) 2 = r 2 tenham um unico ponto de in- 
tersecęao. Indiąue o inteiro mais próximo de lOr. 

(Unisinos-RS) A eąuaęao da circunferencia com di&ne- 
tro AB, sendo A(- 1,3) e B{ 5. I) 6: 

a) X 2 + y 2 — x + 3y — 6 — 0 

b) x 2 + y 2 + 5x + y~ 3=0 

c) a 2 + y 2 — 4a — 4y — 2 = 0 

d) a 2 + y 2 I 4a 1 4>*+ 4=0 

e) a 2 + y 2 — 2x — 2y — 4 = 0 


C.3 


C.4 


C.S (UFSE) Considere as circunferencias X,, dada por 
x 2 + y 1 = 1, e X 2 , dada por a 2 + y 2 — 4x — 4y + 4 = 0. 
A distancia entre seus centros e; 


a) 3 

b) 2j2 


c) M 

d) 2 


e) 


75 


C.6 Determine a eąuaęao reduzida da reta r que passa pelo 
centro da circunferencia X; a 2 + y 2 — 2y — 7 = 0 e e 
perpendicular a reta s: x — 2y + 5 = 0. 

C.7 (UEPA) O lado do quadrado circunscrito a circunferen¬ 
cia a 2 + y 2 — 6a — 4y — 10 = 0 mede: 

a) 46 C ) J46 e) 23 

b) 723 d) 2^23 

C.8 (Fuvest-SP) O segmento AB e diametro da circunfe¬ 
rencia de eąuaęao a 2 + y 2 = lOy. Se A e o ponto (3, 1), 
entao Beoponto: 

a) (-3,9) c) (0,10) e) (1,3) 

b) (3, 9) d) (—3,1) 

C.9 (Mackenzie-SP) Se P(x. y) e o ponto de maior ordenada 
do piano tal que x 2 + y 2 = x, entao a + y vale: 
a) — 1 c) 0 e) 1 


b) -T 


d) T 


C.10 (Ulbra-RS) Das eąuaęoes seguintes, indiąue aąuela que 
e eąuaęao de circunferencia. 

a) a 2 + y 2 + 2x — 3y — 4 = 0 

b) 2A 2 + _y 2 — x — y + 2 = 0 

c) x 2 + y 2 + 3a7 — 2a — 1 = 0 

d) Todas sao eąuaęoes de circunferencia. 

e) Nenbuma e eąuaęao de circunferencia. 

C.ll (UDESC) Para que a eąuaęao a 2 + y 2 — 4x + 8y + k = 0 
represente um ponto, devemos ter: 

a) k — 20 c) k = 12 e) k = 10 

b) k = 13 d) fe = 12 
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Copftulo 59 

RETA E CIRCUNFERENCIA 


1. POSięÓES RELATIVAS ENTRE RETA E 
CIRCUNFERENCIA 

No piano, temos tres posięoes relativas possfveis entre 


uma reta r e uma circunferencia k: 

/ s 


/s 

7 (kT) 

/pKc 

C\ 

X\ R 

>c 

$ e exterior a K 

s e tangente a X, 

s e secante a K t 

se e somente se, 

dc* > fi 

se e somente se, 
d Cs = R 

se e somente se, 
d Cs < R 


Sendo C(x Qi v 0 ) e R o centro e o raio da circunferencia 
X, respectivamente, e ax + by + c — 0 a. equaęao geral 
da reta s, vimos no capftulo 56 que a distancia d Cs e 
calculada por: 



|a.* G + by 0 + c 



% 

r EXERC!CIOS RESOLYIPOS 


R.1 


Qual e a posięao da reta s em relaęao a circunferenciaX, 
em cada um dos casos a seguir? 

a) s: 3jc + Ąy + 4 = 0 e X: (x — l) 2 + (.y — 2) 2 = 1 

b) j: 12x - 5y - 5 = 0 e X: (ac - 3 f + (y - l) 2 = 4 


, 4x , 10 

c) s: y = — + — e 

X: x 2 + y 2 - 2k + 4y - 20 = 0 


Temos que d Cs > R. pois 3 > 1; logo, a reta s e exte- 
rior a circunferencia. 

b) O centro C e o raio R de X sao C(3, 1) e R = 2. A 
distancia entre C e s e: 

H = 112 * 3 - 5 • 1 -5] = |26| „ 26 _ 2 

Cs Vl2 2 + (~5) 2 7169 13 

Temos que d Cs = R, pois 2 — 2: logo, a reta s e 
tangente a X. 

c) Para obter o centro Ce o raio R de X, vamos apliear o 
metodo da reduęao: 

(x 2 -2x) + (y 2 + 4v) - 20 

(x 2 — 2x + 1) + (y 2 + 4y + 4) = 20 + 1+4 
Ł|x ~ l) 2 -l- (y + 2) 2 - 25 C(l, -2) e R = 5 

i- 

Passamos para a forma geral a equaęao da reta 
s : 4x — 3 y +10 = 0 
A distancia entre Ceje: 

A = 14- 1 — 3(—2) + 101 
Ci . V4 2 + (~3) 2 

_ | 20 | = 20 

J25 5 

Temos que d Cs < R, pois 4 < 5; logo, a reta e secante 
b circunferencia X. 


R,2 


Obter as eąuaęoes das retas paraleias a reta 
t: 4x + 3y — 1 = 0 e tangentes a circunferencia X de 
equaęao (je + 2) 2 + (y - l) 2 = 4. 

Resoluędo 

O centro C e o raio R de X sao C(— 2, 1) e R = 2. 

No piano cartesiano, as eąuaęoes de todas as retas para- 
lelas a t podem ser colocadas sob a forma 
s: 4x + 3y + k — 0, com k E IR. Notę que para qualquer 
valor real de k a reta s tem o mesmo coeficiente angular 
de t, e, portanto, s // t. A reta s e tangente a X se 5 e so- 
mente se, d Cs = R: 

]4 - (-2) + 3 • 1 + k 

J4 2 + 3 t 


= , • l*-s| = , 

jL m * - J— 

J25 


|jt — 5|= 10 



Resoluędo 

a) O centro C e o raio R de X sao C(l, 2) e R — 1. A 
distancia entre C e s 6\ 

[3-l+4-2 + 4| ]15l 15 _ 

73^+4 T J25 5 


Temos que: 

k- 5 = 10=>Jt= 15 ou k-5 = ~10=>k= -5 

Assim, obtivemos duas retas s e s’ paraleias a t e 
tangentes a X. Sao elas: 

s : 4x + 3y + 15 = 0 e j' : 4x + 3y — 5 = 0 
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Graficamente, temos: 



R.3 Determinar u ma equaęao da reta y que passa pelo ponto 
P(5. 4) e langencia a circunferencia 

X: y 2 4- — Ax — 6v + 3 = 0 

Resoluęao 

O ponto P pertenee a circunferencia X, pois: 

5 2 + 4 :_ 4 . 5_ 6 . 4+ 3 = 0 

Logo, existe u ma ilnica reta s que passa por Peó tangente 
aX. 

Vamos obter o centro C e o raio R de X pelo metodo da 
rednęao: 

(a- 2 - 4x) + (y 2 - 6v)-3 

/. (y 2 - 4x + 4) + (y 2 - 6y + 9) = -3 + 4 4- 9 

•\ (* - 2) 1 + (y - 3) 2 =10 C(2, 3) eR= 

A reta s tangente a circunferencia X em P e perpendi- 
cular ao raio no ponto de tangencia: 



Assim, o coefi cierne angular da reta s e o oposto do 
inverso do coeficienle angular da reta CP. oli seja: 


m. 


1 

ntcp 



EXERCICI05 BA51C06 



B.l De a posieao da reta s em relaęao a circunferencia X, em 
cada um dos casos a seguir. 

a) śi x + y — 4 = 0 e X: (y — 2 ) 2 4 (y — 4 ) 2 = 2 

b) s: 2x + y — 4 = 0 e X: (x + 5 ) 2 4- (y 4- l ) 2 - 20 

c) s: x — 3y + 8 = 0 e X: y 2 + y 2 — 4,v — 12 = 0 

d) y: 3 y - 4y 4- 15 - 0 e X: (x - l ) 2 4- (y - 2f = 4 

e) 5: 2x - y + 1 = 0 e X: (y + I) 2 4- (y - 4 ) 2 = 9 

f) s: 4x 4- 3y 4- 8 = 0 e X: y 2 + y 2 + 2v — 4t r + 4 = 0 

B.2 (PUC/Campinas-SP) Considere a circunferencia dada 
por x~ 4- v 2 + 2x 4- 2y — 7 = 0 e as retas de equaęao 
y — x 4- k = 0. Uma dessas retas e tangente a circunfe- 
rencia se o valor de k for: 

a) 3 Jl c) -3 e) -4</3 

b) 3 d) -2^3 


B.3 Obtenha as equaęoes das retas paralelas a reta 

t: 3 y 4- 4y 4- 1 = 0 e tangentes a circunferencia 
X: y 2 i y 5 1- 2 y • 7 = 0. 

B.4 (COVEST) Determine as equaęóes das retas tangentes a 
circunferencia de equaęaOY 2 + y 2 — 1 e pai-alelas a reta 
de equaęao x - y = 0. 

B,5 (FE1-SP) Qual deve ser o raio da circunferencia com cen¬ 
tro no ponto O = {0, 0) para que a reta x — 2 v —10 = 0 
seja tangente a essa circunferencia? 

a) 4 a/2 c) 20 e) 4*fs 

b) 2j5 d) 5j2 


B.6 (Unifor-CE) Uma circunferencia X e tal que seu centro 
pertenee a bissetriz dos quadrantes pares e a reta de 
equaęao 2.v - v - 6 = 0. Se X e tangente aos eixos 
coordenados. a su a equaęao e: 

a) y 2 + v 2 + 4y — 4y 4 8 = 0 

b) y 2 + f - m ~ 4y + 8 = 0 

c) y 2 4 v 2 4- 4y — 4v + 4 = 0 

d) y 2 4- _v 2 — 4y + 4y +4 = 0 

e) y 2 + y 2 4- 4y 4- 4y 4 4 = 0 

B.7 (U. Católica de Salvador-BA) A circunferencia X tern 

equaęao x 2 4 y 2 + 2x — 3 = 0. A reta 1 e tangente a X no 
ponto (1, 0). A equaęao de t e: 

a) x — ! c) x 4- y = 1 e) — x — y — 1 

b) y — 1 d) 3 y — 3 ’ = 2 

Exercfcios complementares de C .1 a C.4 


2. INTERSECęAO DE RETA E 
CIRCUNFERENCIA 

O conjunto intersecęao de unia reta s com uma circun¬ 
ferencia X, contidas em um mesmo piano, pode ser vazio, 
unitario ou binario. 


Como m Cf , = i _ ^ — — conelu/mos quem t = -3. 
Logo. pela equaęao fundamenta! da reta: 


)■ ~ 3’n -mU — -r f ]), temos: 
r P(5,4) 
m s = -3 
i-: 3 y 4 - y - 19 = 0 




y — 4 ~ - 3 {y — 5 ) 



snx = 0 

{s © extenor a X) 


s n X = {T} 

($e tangente a X) 


s n X = {A, B} 

(s e secante a X) 







Em qualquer urn dos tres casos, sendo conhecidas as 
eąuaęoes de 

s : ax + by 4- c = 0 e X: (a - — x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 = R 2 
o conjunto s Pi X e o conjunto soluęao do seguinte sistema: 

ax + by + c = 0 

(a- - x 0 ) 2 + (y - jo ) 2 = R 2 

Esse sistema: 

• e impossivel se, e somente se, s e exterior a X.; 

• tem uma linie a soluęao se, e somente se, s e tangente 
a X; 

• tem exatamente duas soluęoes se, e somente se, s e se- 
cante a X. 

Conclusao sobre a posięao relativa 
entre reta e circunferencia a partir do 
sistema formado por suas equaęóes 

Sejam ax 4- by + c ~ 0 e (a — x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 = R 2 
as equaęoes de uma reta s e de uma circunferencia X, 
respectivamente. Para resolver o sistema: 

' ax 4- by 4- c = 0 
(x ” x Q ) 2 + (>'- Jo)? = R 1 

isolamos uma das variaveis na equaęao da reta s e a subs- 
tituimos na eąuaęao da circunferencia X. Se com essa 
substituięao obtivermos: 

• uma eąuaęao do 2- grau com discriminante positivo, 
entao a reta s e secante a circunferencia X; 

• uma eąuaęao do 2- grau com discriminante negativo, 
entao a reta ,r 6 exterior a circunferencia X; 

• uma eąuaęao do 2- grau com discriminante nulo, en¬ 
tao a reta s e tangente a circunferencia X. 

R.4 Obter a intersecęao da reta s: x — y + 1 = 0 com a 
circunferencia X: (x — 2) 2 4- (j — 3) 2 = 2. 

Resoluęao 

O conjunto s fi X e o conjunto soluęao do sistema: 

x — y 4* 1 = 0 => x = y — 1 (I) 

' (x - 2) 2 + (j - 3) 2 - 2 (II) 

Substituindo (I) em (II). obtemos: 

(y- i- 2f+Xy-m =2 

(j - 3) 2 + (j - 3) 2 = 2 
2(j - 3? = 2 (j - 3) 2 = 1 
/. j — 3 = 1 ou v - 3 = —1 j — 4 ou v = 2 

P 

Substituindo y = 4 em (I), temos x — 4 — I x = 3. 

Substituindo y — 2 em (I), temos x — 2 — [ x = 1. 

Logo. jO X = {(3,4), (1,2)}. 


Graficamente, temos: 



EXERCIC10S BASIC06 

B.8 Detennine a intersecęao da reta s com a circunferencia X. 
nos seguintes casos: 

a) s: x - v — 3 = 0 e X: (x — l) 2 4- (j — 4) 2 = 20 

b) s: x — 2y 4- 1 = 0 e X: X 1 + j 2 4- 4j — 1 = 0 

c) s: y = 2x + 1 e X: (x — 3) 2 4- (y — 2) 2 = 2 

d) s : 3x — y = 0 e X: x 2 + y 2 — 8x 4- 2y — 8 = 0 

B.9 Obtenha a intersecęao da circunferencia 

X: (.v — 3) 2 4- (y — 2) 2 = 20 com o eixo das abscissas. 
Sugestao. A eąuaęao do eixo das abscissas ey = 0. 


B.10 Determine a intersecęao da circunferencia 

X: x 2 4- y z — 10x — 2y + 22 = 0 com o eixo das ordenadas. 


B.ll (Fuvest-SP) Existem dois valores de m para os quais tem 


soluęao unica o sistema 


x 4- y — m 
x 2 + y 2 = 4 


A soma desses 


dois valores de m e: 


a) -2 c) 0 e ) ijl 

b) ~%M d ) 2 


B.12 (UFPA) A reta de eąuaęao x 4- 2j = 0 intercepta a 
circunferencia x 2 4 y 2 4- 2x + 4y — 20 = 0 de centro C, 
nos pontos At B, Dete nnin e: 

a) os pontos A, B e C; 

b) a area do triangulo ABC. 


B.13 Calcule o comprimento da corda que a reta 

s: x 4- y — 4 = 0 determina na circunferencia 
X: (x - 2) 2 4 (y - I) 2 = 1 . Sugestao. Inicialmente, de¬ 
termine os pontos A e B de intersecęao da reta s com a 
circunferencia X. A distancia entre os pontos Aefieo 
comprimento da corda AB. 


B.14 (UFRS) O eixo das abscissas determina na circunfe¬ 
rencia X 1 + y 2 ~ 6x + 4y — 7 = 0 uma corda de 
comprimento: 


a) 2 J5 c) 6 e) 8 

b) 5 d) 7 


Exercicios complementares de C.5 a C.7 
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C.l 


C.2 


EXERCICI06 COMPLEMENTARES 




m 


(U. F. Santa Maria-RS) Os vaIores de m, para que a reta 
v = rnx + 1 seja tangente k circunferencia 
(x — 2) 1 + (v — 2) 2 = 1, sao: 


a)-2e| 


b) 1 e2 


d)Oe± 


e) 1 e 


c) 


le “T 


(FEI-SP) Uma das retas tangentes a circunferencia 
.v 2 -f- y 1 = 9 traęada a partir do ponto (O, 5) tem equaęao: 

a) Ax + 3y — 15=0 d) 3x -y = 0 

b) 3x + 4y — 20 = 0 e) x = 0 

c) x + y — 1 = 0 

Sugestao. Como o centro Ce o rai o R da circunferencia 
sao C(0, 0) e R = 3, conclui-se que a reta que passa por 
(0, 5) e tangencia a circunferencia nao e vertical, e, 
portanto, tem coeficiente atigular tn. Sendo assim, a 
eąuaęao dessa reta 6 da forma y — 5 = m{x — 0). isto e, 
mx — y + 5 = 0. 

C.3 (Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular m > 0 passa 

pelo ponto (2,0) e e tangente a circunferencia inscrita no 
quadrado de vertices (1.1), (5, 1), (5, 5) e (1. 5). Entao: 

a) 0 < m < Ą- 

b > m= T 

c) y <m< l 

d) m = 1 

e) 1 < m < -|- 



C.4 (Fuvest-SP) Uma circunferencia de raio 2. localizada no 
primeiro quadrante, tangencia o eixo x e a reta de equa- 
ęao 4x — 3v = 0. Entao a abscissa do centro dessa 
circunferencia e: 

a) 1 c) 3 e) 5 

b) 2 d)4 

C.5 (UFRS) O comprimento da corda que a reta r definida 
pela equaęao 2x — y = 0 determina na circunferencia de 
centro no ponto C(2, 0) e raio r ~ 2 e: 

JJo 


C.6 


a) 0 

b) 2 

c) 5 


d) 


e) 


5 

4^5 


(Cefet-RJ) Em um sistema de coordenadas cartesianas 
retangulares. considera-se a circunferencia de centro 
sobre a reta x — y + 3 = 0 e que passa pelos pontos 
A(—2, 4) e 5(1, 7). O comprimento da corda que a 
bissetriz dos quadrantes (mpares determina sobre a 
circunferencia 6, em u.c., igual a: 

a) 2 d) 372 

b) 272 e) 572 

c) 3 

C.7 (ITA-SP) Sabendo que o ponto (2, 1) e o ponto mćdio de 
uma corda AB da circunferencia („v — l) 2 + y 2 = 4, entao 
a equaęao da reta que passa por A e 5 e dada por: 

a) y = 2x — 3 

b) y = x- 1 

c) y - — x + 3 
3x 


d) V = 


e)v= ~ 


- 2 


+ 2 
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Copitulo 60 



AS CÓNICAS: ELIPSE, HIPERBOLE E PARABOLA 


1. O QUE E UMA CÓNICA? 

Qualquer figura geometrica obtida pela intersecęao de 
urn piano a com uma superffcie cónica C de duas folhas 
infinitas e eharaada de cónica. Neste capitulo estudare- 
mos as seguintes cónicas: 


2. ELIPSE 

Fixados dois pontos F, e F 2 de um piano a, tal que 
FjF 2 = 2c, c > 0, chama-se elipse o conjunto dos 
pontos P de a cuja soma das distlncias PF X e PF 2 6 
uma constante 2 a, 2a > 2c: 

PF X + PF 2 = 2 a 



e 



Elipse: a nao passa pelo 
vertice V e intercepta to- 
das as geratrizes de C 
obliquamente ao eixo de 
rotaęao e. 



Hiperbole; a nao passa 
pelo vertice V e intercepta 
as duas folhas de C. 



Parabola 


Parabola: a nao passa 
pelo vertice Vee paralelo 
a uma geratriz de C. 




• Os pontos F] e F 2 sao os focos da elipse; a medida 2c e 
a distancia foeal; e a medida c e a semidistancia focaL 

• Qualquer segmento de reta cujos extremos sao pontos 
da elipse e chamado de corda da elipse. 

• A corda A X A 2 que passa pelos focos e chamada de eixo 
maior da elipse e sua medida e 2 a. 





• O ponto medio C do eixo maior (e tambem do segmen- 
toF,F,) e chamado de centro da elipse, sendo A X C e 
A 2 C os semi-eixos maiores. 



A 
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• A corda B X B 2 , que passa por Će e perpendicular a o eix o 
maior, e o eixo me nor da elipse. Os segmentos fi,C e 
B 2 C sao os semi-eixos menores. Esses semi-eixos tern 
medidas iguais que serao indicadas por b. 

• B ] F l — B\F Z — a 

• a 1 — b 2 + c 2 



• O numero e = —, chamado de excentricidade da 

a 

elipse. e tal que O < e < 1. 



EXERC1CI0 RESOLVIDO 


R.l Obter unia equaęao da elipse de focos F r (— 1, 0) e 
F 2 (l. 0), cujo eixo maior mede 4 unidades. 


Resoluęao 



Obtem-se uma equaęao da elipse considerando uni ponto 
generico P(x, y) e impondo que PF, + PF, — 4, ou seja: 


■J(x - (-1)) 2 + (7- O) 2 + J(x - 1) 2 + (v - O) 2 = 4 
J(x + 1 T 2 + .V 2 + J(x - l) 2 + y 2 = 4 
J(x + l) 2 + y 2 = 4 - J(x - l) 2 + y 2 


As trajetdrias dos planetas 

O astrónomo alemao Johannes Kepler (1571- 
1650) prouou que cada um dos planetas descreue 
uma orbita ellptlca em torno do 5ol e que este e um 
dos focos da elipse descrita. 




Plutao r 


i U rano 


Neiuno 



Equaęao reduzida de uma elipse 

Se uma elipse de centro C(a 0 , v 0 ), com eixo maior de 
medida 2 a e eixo menor de medida 2b, tem: 

* o eixo maior paralelo ao eixo das abscissas, entao sua 
equaęao pode ser apresentada sob a forma: 


(* “ x 0 ) 2 , (y - y 0 ) 2 _ 

— - F - 1 


Primeiro caso 



• o eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas, entao sua 
eąuaęao pode ser apresentada sob a forma: 


Quadrando ambos os membros, obtemos: 

+1) 2 + y 2 ) 2 - (4 - Ąx - ly + y- 
(x + l) 2 + ,r =16 — 8 /(x - 1 ) 2 + y 2 + 

+ (x - l) 2 + y 2 ' 

+2x+ ~ 16 - S J(x- l) 4 + y 2 + 

+ x A — 2x + ,1 
8 J(x- 1 ) 2 + y 2 = 16 - 4x 
2 Ąx - 1 ) 2 4- y 2 — 4 — x 

Quadrando ambos os membros, obtemos: 

(2j(x~ l) 2 + y 2 ) 2 = (4 - x) 2 =$ 

=> 4[(x - l) 2 + y 2 ] = (4 - xf 

4(x 2 - 2x + I + y 2 ) = 16 - 8x + x 2 
~x~ - M + 4 + 4v 2 - 16 + M - x 2 = 0 
/. 3a 2 + 4y 2 - 12 = 0 


(x - x 0 y- 

b 1 


+ 


(f ~ Jo) 

a 2 



Segundo caso 



j 
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Essas duas equaę5es sao denominadas equaędes reduzi- 
das das elipses. 










































EXERCICIO RESOLWDO 


R.2 Obter a equaęao reduzida da eiipse % em cada Lim dos 
seguintes casos: 


B.2 Oblenha a equaęao reduzida da eiipse % em cada um dos 



Resoluęao 

a) Temos, pelo grafico. que: 

• o centro da eiipse e o ponto C(5. 4); 

• a medida do semi-eixo maior (metade do eixo 
maior) € a — 5 — 2 — 3: 

• a medida do semi-eixo menor eb —6 — 4 = 2: 

• o eixo maior e paralelo ao eixo das abscissas. 

Logo, a equaęao da eiipse e dada por: 


(x ~ A 0 ) 


1 + _(j ~ jo) 2 


a* b 2 

em que a 0 = 5, v n = 4, a = 3 e b — 2, ou seja: 

(x-sr + (j — 4) 2 = 


b) Temos, pelo grafico, que: 

• o centro da eiipse e o ponto C(— 4, 3); 

• a medida do semi-eix.o maior 6 a = 7 — 3 = 4; 

• a medida do semi-eixo menor €b = —3 - (—4) = 1; 

• o eixo maior e paralelo ao eixo das ordenadas. 
Logo, a equaęao da eiipse e dada por: 

(a: - .t 0 ) 2 (j ~ Jo ) 2 _ j 


b 2 r 

em que a 0 — —4, y 0 = 3. b = 1 e a = 4, ou seja: 

(x + 4) 2 , (j-3) 2 




d) 



B.3 Esboce o grafico da eiipse % em cada um dos seguintes 
casos: 


o * ^4 + - 

16 1 


= 1 


16 


1 


hi y- (' v “ 6) 2 + 0 ’ + 2 ) 2 _ 

b) *' - 4 + 25- 1 

d) * : 3F +J T-=‘ 

B,4 (EESCUSP-SP) O centro (a 0 , v 0 ), a medida do eixo maior 

2a e a medida do eixo menor 2 b da eiipse 

(x~2)' , (y — 3) 2 , , , , 

-;- + —— - — 1 sao dados por: 

4 16 

a) a 0 — 4, y 0 = 16, 2a = 6 e 2 b = 4 

b) a 0 = 0. y n = 0, 2a = 4 e 2b = 2 

c) ,r 0 = —2, v t ) — —3, 2a = 16 e 2 b — 4 

d) a 0 = 1, J 0 = 2, 2a = 20 e 2b — 10 

e) a 0 = 2, y 0 = 3, 2a = 8 e 2/? = 4 

Exercicios conipJementares de C.1 a C.4 

3. HIPERBOLE 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l Calcule a distaucia focal. a excentricidade e a medida do 
eixo menor da eiipse de focos F, e F 2 , cujo eixo maior 
mede 2 a, em cada um dos seguintes casos: 

a) F,(7, 2), F 2 ( 13, 2) e la = 10 

b) Fj(3 t 4), J? a (3, 14) e 2 a = 26 
Sugestao. a 2 = b 2 + c 1 . 



Fixados dois pontos Fj e F z de um piano a tais que 
FjF 2 = 2c, c > 0, chama-se hiperbole o conjunto 
dos pontos P de a cujas diferenęas, em módulo, das 
distancias PF ] e PF 2 sao urna constante 2a, 

0 < 2a < 2c, ou seja: 

| PF X - PF 2 \ = 2a 



375 


GEOMETRIA ANALITICA 










































UNIDADE 10 



Os pontos T,TGol, tais que TF X — TF 2 ~ 2 a determi- 
nam urn ramo da hiperbole, e os pontos S, S £ a, tais que 
SF 2 — SF { = 2a determinam o outro ramo. 

• Os pontos F y e F 2 sao os focos da hiperbole; a medida 2 c 
e a distancia focal; a medida c 6 a semidistancia focal. 

• A intersecęao da hiperbole com o segmento F\F 2 ź o 
conjunto {A Ł , A 2 }, send o A, e A 2 os vertices da hiper¬ 
bole. O’ segmento A X A 2 e chamado de eixo real da hi¬ 
perbole e sua medida e 2 a. 



• O po nto medio C do eixo real (e tambem do segmento 
FjFj) ś chamado de centro da hiperbole, sendo A L C e 
A 2 C os semi-eixos reais. 



• Chama-se retangulo referenda da hiperbole o retan- 
gulo MNPQ de centro C, com MQ e NP perpendicu- 
lares ao eixo real em A, e A 2 , respectivamente, e 
CN = CQ = c. O segmento B X B 2 perpendicular a A,A 2 
em C, com B { £ MN e B 2 £ PQ , e o ei xo imaginario 
da hiperbole. Os segmentos S,C e B 2 C sao chamados 
de semi-eixos imaginarios. Esses semi-eixos tem me- 
didas iguais que serao indicadas por b. 



Quando o retangulo referencia e um quadrado, a hiper¬ 
bole e classificada como equilatera. 

As retas MP e NQ que contem as diagonais do retangu¬ 
lo referencia MNPQ sao denominadas assmtotas da 


hiperbole. A hiperbole aproxima-se indefinidamente 
de cada assmtota, sem jamais toca-la. 




c 

• O numero e = —, denominado excentricidade da 

a 

hiperbole, e tal que e > 1. 



EXERCICIO RE50LVID0 



R.3 Obter urna eąuaęao da hiperbole de focos F,(0, 3) e 
F 2 (0, —3), cujo eixo real mede 2 unidades. 

Resoluęao 



Urna equaęao da hiperbole e obtida considerando-se um 
ponto generico P(x. y) e impondo que |FF, — PF 2 \ — 2, 
ou seja: 

- W + (y - 3)2 - Ąx - O) 2 + [y - (-3)P | = 2 
J?- + (y- W ~ + (y + 3) 2 = ±2 

Jx 2 + (y - 3) 2 = ±2 + Jx 2 + (y + 3) 2 
Quadrando ambos os membros, temos: 

W(* 2 + (y - 3) 2 )) 2 = (±2 + Jx 2 + (> + 3} 2 ) 2 
^ +(y~ 3) 2 = 

= 4. ± 4 V* 2 + (y+ 3) 3 + X- 2 " + (y + 31 2 
y 2 '' — 6y + > — 

= 4 ± 4 V* 2 + (y + 3) 2 + y y + 6y + 9 
.*. ±4 + (y + 3) 2 = 12y + 4 

.\ ± Vx 2 + (y + 3) 2 = 3y + 1 


A 
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Quadrando ambos os membros. obtenios: 


(±V* 2 + 0>+3) 2 ) 2 = (3y 4- l) 2 
x 2 + (y + 3) 2 - (3 y + I) 2 
x 2 4- y 2 + 6y + 9 — 9y 2 4- 6v 4-1 
Sy 1 — a,' 2 — 8 — 0 


Graficamente. temos: 



Se uma hiperbole de centro C(.r 0 , y 0 ), com eixo real de 
medida 2 a e eixo imaginario de medida 2b , tem: 

• o eixo real paralelo ao eixo das abscissas, entao sua 
eąuaęao pode ser apresentada sob a forma: 


(x - x Q ) 2 (y - .y u ) 2 
a 2 b 2 

Primeiro caso 



• o eixo real paralelo ao eixo das ordenadas, entao sua 
eąuaęao pode ser apresentada sob a forma: 


(y “ yo) 2 __ (* - *o) 2 
a 2 b 2 

Seguudo caso 



Essas duas eąuaęoes sao denominadas ‘eąuaędes redu- 
zidas das hiperboles”. 



EXERCICIO RESOLYIDO 


R.4 


Obter a eąuaęao reduzida da hiperbole M em cada urn 
dos seguintes casos: 


S 


a ) Kł 



b) 




Resoluęao 

a) Temos, pelo grafico. que: 

• o centro da hiperbole e o ponto C{4, 6): 

• a medida do semi-eixo real €a = 1 — 4 — 3; 

• a semidistancia focal ec = 9- 4 = 5; 

• a medida b do semi-eixo imaginario e obtida por: 

c 2 = a 1 + b 2 5 2 = 3 2 + b 2 
b 2 = 16 b = 4 

• o eixo real e paralelo ao eixo das abscissas. 

Logo, a eąuaęao da hiperbole e dada por: 

0* ~ -Vo) 2 _ (.V - y Q ) 2 _ . 
a 2 b 2 1 

em que .v 0 = 4, y 0 = 6, a = 3 e b = 4, ou seja: 

U-4) 2 _ (v - 6) 2 = 

9 16 

b) Temos, pelo grafico, que: 

• o centro da hiperbole e o ponto C(—5. 4); 

• a medida do setni-eixo real e a = 5 — 4 = 1; 

• a semidistancia focal ec = 7 — 4 = 3; 

• a medida b do semi-eixo imaginario e obtida por: 

c 2 ■= a 2 + b 2 3 2 = l 2 4 -b 2 

b 2 = 8 b = 2 Jl 

• o eixo real e paralelo ao eixo das ordenadas. 

Logo, a eąuaęao da hiperbole e dada por: 

(.V ~ ya) 1 _ (* - *»)- _ , 

a 2 b 2 

em que .v„ = —5, >' 0 = 4, a = 1 e b = 2*j2, ou seja: 

(y - 4)- _ (A- + 5) 2 = 

1 8 
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A hiperbole e a lei de Boyle 

ho estudo dos gases, o clentista brltanico Robert 
Boyle constatou que, mantendo-se constantę a tem¬ 
peratura de uma certa quantidade de gas, a pressao 
y e o uolume x desse ga5 uariam de modo inuersa- 
mente proporcionais, isto e: 

yx = k ou y — — (h representa um ualor nume- 

rlco eon 5 tan te) 

O grafico de y em funęao de * e um ramo de uma 
hfperbole egullatera. 



Robert Boyle (1627-1691). 



EXERCICIOS BASICOS 


B.5 Calcule a distancia foeal, a excentricidade e a medida do 
eixo imaginario da hiperbole de focos F, e F ; . cujo eixo 
reai mede la, em cada um dos seguintes casos: 

a) F l ( 5, 0). F,(15. 0) e 2a = 6 

b) F (t, 1), F 2 (l. 13) e 2« = 2 
Sugestao. c 1 = a 1 + b~. 



B.6 Obtenha a eąuaęao reduzida da hiperbole em cada um 
dos seguiutes casos: 



B.7 Esboce o grafico da hiperbole % em cada um dos seguin- 
tes casos: 


a)?e 


. (x - 3 ) : 

16 


(>■- D 2 _ j 


b) 3C: (y + l) 2 


8 


= 1 


c) P 


64 


36 


- I 


d)3f: y 2 - {x ^ - I 


B.8 (UN1R) Hiperbole eąuilatera e loda aquela em que o eixo 
real tem a mesma medida do eixo imaginario. Qual das 
equaę5es abaixo tem como grafico uma hiperbole equi- 
lśtera? 


X 1 


•i 

1 

II 

xr 

b) V 

y2 

+ Ą- = 1 

4 

e) .v- - 

v 2 = 1 

o - v3 

1 

hj * 

LA ha 

ll 



36 




Exercicios complementares de C.5 a C.8 


4. PARABOLA 


Dados um ponto F e uma reta r de um piano. 
F £ r, chama-se parabola o conjunto dos pontos 
desse piano equidistantes de r e F. 




PF - PP' 

I P' e a projeęao ortogona! de Psobre r.) 


• O ponto F e a reta r sao o foco e a diretriz da parabola, 
respectivamente. 

■ A reta e que passa por Fee perpendicuiar a diretriz e o 
eixo de simetria da parabola. 

• O ponto V, intersecęao da parabola com o eixo e, e o 
vertice da parabola. 


w 
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• A dist&ncia p do foco a diretriz e chamada de para- 
metro da parabola. 

• A distancia entre o vertice V e o foco F e metade do 
pai ametro /?, pois V pertence a parabola e, portanto, V 
eqiiidista de F e r. 



Jr EXERCICIO RESOLVIPO 

R.5 Obter uma eąuaęao da parabola de foco F( 3, 5), cuja di¬ 
retriz e r:y — 3 = 0. 

Resohtęao 



Uma eąuaęao da parabola e obtida considerando-se um 
ponto generico G(x, y) e impondo que GF = Gr, ou seja: 

Ąx - 3) 2 + (y- 5) 2 - l —. Z y ~ ^ 

Vo 2 + l 2 

.*• Ąx - 3? + (y - 5) 2 - |y-3f 


Quadramos ambos os membros dessa igualdade: 

(VU-3) 2 +(y-5) ł ) 3 - Cly - 31 ) 2 
U' - 3) 2 + (y - 5) 2 « (>' - 3) 2 
jc 2 — 6x 4- 9 + y 2 — IOy + 25 — — 6y 4- 

X 2 - 6x - 4y 4- 25 = 0 


Graficamente, temos; 


* Notę que, se atribuirmos o valor zero a variavel y da 
eąuaęao da parabola: 

y = 0 =# X 1 — 6x - 4 ■ 0 4- 25 = 0 
x 2 — 6 * ~r~ 25 — 0 

obtemos uma eąuaęao do 2- gra u com discriminante 
negativo (A = —64). Isso significaąue a parabola nao 
tem ponto em comum com o eixo Ox, 


\ 


Eąuaęao reduzida da parabola 

Se uma parabola de vertice !/(% y 0 ) e parametro p tem: 

• a diretriz paralela ao eixo Ox e a concavidade voltada 
para o sentido positivo do eixo Oy (concavidade volta- 
da para cima), entao sua eąuaęao e: 


(x ~ x Q ) 2 = 2p(y - y Q ) 


Primeiro caso 



• a diretriz paralela ao eixo Ox e a concavidade voltada 
para o sentido negativo do eixo Oy (concavidade volta- 
da para baixo), entao sua eąuaęao e: 


(x - x 0 ) 2 - -2 p(y - y 0 ) 


Segundo caso 




• Para obter o ponto de intersecęao da parabola com o 
eixo Oy, basta substituirmos por zero a variavel x da 
eąuaęao: 

x = 0 => O 2 — 6 • 0 — 4y f 25 = 0 



• a diretriz paralela ao eixo Oy e a concavidade voltada 
para o sentido positivo do eixo Ox (concavidade volta- 
da para a direita), entao sua eąuaęao e: 

(y ~ >’o) 2 = 2p(x - x Q ) 


Terceiro caso 
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• a diretriz paralela ao eixo Oy e a concavidade voltada 
para o sentido negativo do eixo Ox (concavidade volta- 
da para a esąuerda), entao stia eąuaęao e: 


0 “ Jo) 2 = “2 p(x - x a ) 

Ouarto easo 



Essas quat.ro ecjuaęoes sao denominadas eąuaęóes 
reduzidas das parabolas. 

3 EXERCICIO RESOLVIDO 


R.6 Obter a eąuaęao reduzida da parabola S?em cada urn dos 
casos seguintes, seudo F. 7e r o foco. o verlice e a dire¬ 
triz de cada uma, respectivamente. 



a) O vertice da parabola e o ponto 7(15,12). 

A distancia do ioco F a diretriz r€ o parametro p, ou 
seja, Fr = p. 

Como a distancia do vertice a diretriz e inelade do 
parametro, temos: 

Vr ~ 12-9 = y p = 6 

A diretriz e paralela ao eixo Ox e a concavidade da 
parabola e voltada para eima. 

Assim. a eąuaęao da parabola e dada por: 

(x ~ x o y- = 2p(y - v'o), em que x 0 - 15, 
y„ = 12 ep = 6, isto e, (jc — I5) 2 = 12(y — 12) 

> 


b) O vertice 7 da parabola e o ponto 7(3, 6j. 

A distancia do foco F a diretriz ceo parametro p, ou 
seja, Fr = p. 

Como a distancia do vertice a diretriz e nietade do 
parametro, temos: 



8 - 6 = 


P_ 

2 


P= 4 


A diretriz e paralela ao eixo Ox e a concavidade da 
parabola e voltada para baixo. 

Assim, a eąuaęao da parabola € dada por: 

(* - *0- = -2p( v - y 0 ), em que || - 3, 
y 0 = 6 ep = 4, isto e, (x — 3) 2 = “8(,v — 6) 


c) Como a diretriz e paralela ao eixo Oy. temos que a 
ordenaday, do vertice 7e a mesma do foco F, ou seja, 
y v = 8, e a abscissa .v v -de 7e a mesma do ponto medio 
do segmento de extremos (-5, 0) e (-1, 0), ou seja. 


x v = 


-5 + (-l) 
2 


= -3. Assim, o vertice e o ponto 


7(—3, 8). 

O parametro pea distancia entre o foco e a diretriz: 


P ~ “I “ (“5) p = 4 


A concavidade da parabola e voltada para a direita. 
Portanto, a eąuaęao da parabola e dada por: 

(j “ Jo) 2 =2 p(x- x 0 ), sendo x 0 = - 3. v 0 = 8 e 
p — 4. ou seja, (y — 8) 2 - 8(.r + 3) 


d) O vertice 7 e o ponto 7(0, 0). 

A distancia do vertice ao foco e metade do parametro 
p, ou seja, VF = y /. U y p = 6. 

A diretriz e paralela ao elxo Oy e a concavidade da pa¬ 
rabola e vo!tada para a esąuerda. 

Logo, a eąuaęao da parabola e dada por: 

(J - y 0 ) 2 ~ ~2p(x - ,to) talque x 0 = 0, y 0 = 0e 
p — 6. ou seja, y 2 = — 1 2x 


Avióes supersonicos 

A5 ondas sortoras de choque provocadas por um 
auiao supereónlco formam as superficies de dols co- 
nes que se estendem da extrenriidade diantelra e da 
cauda do auiao. 

As ondas de choque, ao interceptar o solo, deter- 
mlnam duas curvas cónicas (no exemplo da figura, 
duas parabolas), ao longo das quais e possTvel ouuir 
os e5tampldo5. 
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EXERdcios bAsicos 


B.9 Calcu le o valor do parametro p da parabola de foco F e 
diretriz r em cada um dos seguintes casos: 

a) F(1, 3) e r: 3.v + 4y + 10=0 

b) F(6,4) e r: y - 2 = 0 

c) F{— 2, 3) e r: 5x + 12y = 0 

d) F(2, 5) e r: a + 4 = 0 


B.10 Obtenha a eąuaęao reduzida da parabola em cada um dos 
seguintes casos, em que F. V e r representam o foco, o 
vertice e a diretriz, respectiva menie: 







B.ll Esboce o grafico da parabola & em cada um dos seguin¬ 
tes casos: 

a) 3 P:(a-3) 2 = 4(y - 1) 

b) #:(.y - 2) 2 - —6 (a + 1) 

c) 3 >:(a + 5) 2 = — 2(y — 4) 

d) #>:(y - 5) 1 - 8a 

B.12 Obtenha o vertice V, o parametro p, o loco F, e a eąuaęao 
da diretriz r da parabola 3Pem cada um dos casos: 

a) ^ (y - 2) 2 - 12{a - 1) 

b) 2P: (a + l) 2 = 40’ - 2) 

c) & (a -2)2= -8y 

d) Sfc(y • 3) 2 = ł a - 4 

Exercicios complementares de C.9 a C.12 


; EKERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l 


Obtenha o centro C, a medida do eixo maior 2 o, a medt- 
da do eixo menor 2 b, a distancia focal 2 c, os focos F, e F, 
e a excentricidade e da ehpse % em cada um dos casos: 

a,* IfeS! + = , 


25 


9 


b) %\ 9(a — 3) 2 + 4(v + 1)- = 36 Sugestao. Divida por 
36 ambos os membros. 

c) %: 3a 2 + 2y 2 = 6 


C.2 (UEB) Determine a excentricidade da ehpse cuja eąua¬ 
ęao e 4 a 2 + y 2 + 2v — 3 = 0. 

Sugestao. Obtenha a eąuaęao reduzida dessa ehpse. 
Para isso, agrupe os termos em y e adicione urna mesma 
constante a esse agrupamento e ao segundo membro da 
igualdade, de modo a transformar o agrupamento em y 
num trinómio quadrado perfeito. 

C.3 A eąuaęao de urna ehpse % e: 

a 2 + 2y 2 — 2a + 4v + 1 = 0 


Escreva essa eąuaęao sob a forma reduzida e calcule a 
excentricidade de %. 

C,4 Encontre urna eąuaęao da ehpse que passa pelo ponto 
2(6, 5), cujo eixo maior A,A, e tal que A,(l, 2) e 
A 2 (ll,2). 

C.5 Obtenha o centro C, a medida do eixo real 2 a. a medida 
do eixo imaginario 2b, a distancia focal 2c\ os focos F, 
e F 2 e a excentricidade e da hiperbole leni cada um dos 
casos: 

a) X-. ^- S); - tZ ~ 2 > : = | 

' 16 9 

b) ‘cK: 4(y — 5) 2 - 5 (a - 2) 2 = 20 Sugestao. Divida 
por 20 ambos os membros. 

c) 5 a 2 - f ~ 5 

C.6 (UFPI) O centro da hiperbole de eąuaęao 
a 2 — 4 a - 4y 2 = 0 e o ponto: 

a) 0,0) 

b) (0, 0) 

e) (2, 0) 

d) (-2, 4) 

e) (4,4) 

Sugestao. Obtenha a eąuaęao reduzida da hiperbole. 
Para isso, agrupe os termos em a e adicione uma mesma 
constante a esse agrupamento e ao segundo membro da 
igualdade, de modo a transformar o agrupamento em a 
num trinómio ąuadrado perfeito. 

C.7 (PUC-SP) A eąuaęao de uma das assfntotas da hiperbole 

V 2 , l 

- —-— — 1 e: 

16 64 

a) y = 2x - 1 

b) y = 4 a 

c) y = a 

d) y = 2x + 1 

e) y = 2a 

Sugestao. As assfntotas da hiperbole contem as diago- 
nais do retangulo referenda. Esboce o grafico e obtenha 
dois pontos, ou um ponto e o coeficiente angular, de cada 
assmtota. 




r 

L 
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C.S 


C.9 


(UMC-SP) Determine a eąuaęao reduzida da hiperbole 

que passa pelo ponto P{6 , 473 ) e tem focos F,(-5, 0) 
e F 2 { 5, 0). 

(UFRO) O foco da pardbola de eąuaęao y = x 2 + 2x — 8 
e o ponto: 
a) F(-l, -9) 

35 


C.10 


b )F -1, 

c) P(l« 3) 

d) F( 0, 0) 

-ł) 

Sugestao. Obtenha a eąuaęao reduzida da parabola. Para 
isso, agnrpe os termos em x e adicione uma mesrna cons- 
tante a esse agrupamento e ao primeiro membro da igual- 
dade, de modo a transformar o agrupamento em x num 
trinomio ąuadrado perfeito. 

(Faap-SP) Obtenha os pontos de intersecęao da reta 
r. y =x + 4 com a parabola SA: y = x 2 — 2x. 

Sugestao. O conjunto r H SA e o conjunto soluęao do 


sistema 


y = x + 4 
^ y = x 2 - 2x 


C.11 


(UFMG) A reta de eąuaęao y — 3x + a tem um unico 
ponto em comum com a parabola de eąuaęao 
y — x 2 + x + 2. O valor de a e: 

a) -2 c) 0 e) 2 

b) - 1 d) 1 


C.12 (Fuvest-SP) Para que a parabola y = 2x 2 + mx 4- 5 nao 
intercepte a reta y = 3, devemos ter: 

a) —4 < m < 4 

b) m < — 3 ou m > 4 

c) rn > 5 ou m < —5 

d) m — — 5 ou m = 5 

e) m A 0 

C.13 (FGV-SP) Dadas a parabola cuja eąuaęao e 

y = X 2 — 4x + 8. a reta t tangente a parabola e a reta 
r. y = 2x — 12. paralela a t, podemos di zer que a reta / 
intercepta o eixo Oy no ponto: 

a) (0,3) 

b) (0, -4) 

c) (0, -1) 

d) (0, -2) 

e) (0, 2) 



A 
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Ccipitulo 61 

LUGAR GEOMETRICO (L.G.) 


1. CONCEITUAęAO 

Lugar geometrico (L.G.) e qualquer conjunto de pon- 
tos, podendo ale mesmo ser o conjunto vazio. 

2. DETERMINAęAO DE UM LUGAR 
GEOMETRICO 

Um L.G. e determinado por uma propriedade p se, e 
somente se: 

I. todos os pontos do L.G. satisfazem a propriedade p\ 
n. somente os pontos do L.G. satisfazem a proprieda¬ 
de p. 

Exemplos 

a) O L.G. dos pontos de um piano a que equidistam de 
dois pontos distintos Aefideaea mediatriz r do seg- 
mento AB, 


M e o ponto mści i o de AB. 

Notę que: 

• todos os pontos de r eqoidistam de A e B; 

• nenhum outro ponto do piano a eąuidista de A e B. 


b) O L.G. dos pontos de um piano a que distam 5 cm de 
um ponto 0,OEa,e uma circunferencia K de centro 
O e raio R — 5 cm. 



Notę que: 

* todos os pontos de X distam 5 cm do ponto O: 

• nenhum outro ponto do piano a dista 5 cm do 
ponto O. 

c) 0 L.G. dos pontos de um piano a eąuidistantes de 
uma reta rdeote de um ponto F de a, F (£ r, e uma 
parabola SI*. 


9 



Notę que: 

• todos os pontos de SP distam igualmente de F e r; 

• nenhum outro ponto do piano a eąuidista de F e r. 


Lugares geometricos: assim na Terra como no ceu 


05 meridianos e 05 paralelos sao linhas imaginarlas que de- 
marcam a superffcie da Terra. Os paralelos estao em planos per- 
pendlculares ao eixo de rotacao do nosso planeta e os meridia¬ 
nos estao em planos que contem esse eixo. Em geometria, es- 
sas linhas sao estudadas como lugares geometricos. 

Os astrónomos estabelecem lugares geometricos tambem 
no ceu. Imagine que a Terra seja uma pequena esfera cujo centro 
cotnclde com o centro de uma Imensa esfera, chamada pelos as¬ 
trónomos de esfera celeste. A superficie da esfera celeste tam¬ 
bem e diuidida por linhas imaginarlas: os paralelos celestes, que 
estao em planos perpendlculares ao eixo de rotaęao da Terra; e 
os meridianos celestes, que estao em planos que contem esse 
eixo. Essas linhas sao usadas para dar a localizaęao de estrelas: 
o que e tatitude na Terra, na esfera celeste recebe o nome de 
declinaęao, e o que e longitude na Terra, na esfera celeste e as- 
censao reta 
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3. EQUAęAO DE UM LUGAR 
GEOMETRICO NO PLANO 
CARTESIANO 

Se urn Lugar geometrico do piano cartesiano e determi- 
nado por uma propriedade p que indica urna igualdade, 
entao a equaęao desse L.G. e obtida do seguinte modo: 

♦ considera-se um ponto generico 0{x, v) de coordenadas 
variaveis x e y\ 

• impoe-se ao ponto Q(x, y) a condięao p, obtendo assim 
a equaęao do L.G. 


jjr EXERCICIOS RES0LVID0S 

8.1 Obter uma eąuaęao do L.G. dos pontos do piano caftesi- 
ano que equidistam dos pontos A{ 2, 4) e B(0. 1J. 

Resoluęao 

• Seja Q(x, y) um ponto generico do piano cartesiano. 

• Para que o ponto Q(x, y .) pertenęa ao L.G.. devemos 
impor: 

QA = QB 

JJx — 2) ; + (v-4.}- - 

- + (y- l ) 2 

Quadrando ambos os membros dessa igualdade, temos: 

(x - W + (v - W ~ (* ~ O) 2 + Cv - l) 2 

^ — 4x + 4 4- y* — 8y + 16 = x 2 + y~ — 2y + 1 
4x + 6y “ 19 = 0 

Assim, o L.G. e a reta de equaęao 4x -+ 6y — 19 = 0. 

R.2 Descrever o L.G. dos pontos do piano cartesiano que 
distam do ponto 4(3. 2) o tripio da distancia ao ponto 
B(~ 1,0). 

Resoluęao 

• Seja Q{x, y) um ponto generico do piano cartesiano. 

• Para que o ponto Q(x, y) pertenęa ao L.G., devemos 
impor. 

OA - 3 QB 

Ąx ~ W + (y - 2) 2 - 

- 3 *J(.x ■+ I ) 2 4 (y — 0)’ 


Quadrando ambos os membros dessa igualdade, obte- 


mos: 

(.v - 3) 2 4 (y - 2) 2 = 9 {(x 4- ! )- + (y- Oft 

a‘‘ * ■ 6jc 4 9 4 y 1 — 4y 4 4 = 9(.v~ 4 2.v + 1 4- y 2 ) 
.V 2 - 6.v + 9 4 y 2 - 4y + 4 = 9x 2 4 18.v + 94 9y 2 
8.r 2 + By 2 + 24* 4 4y - 4 = 0 

x 2 I y 2 I 3x 4 -=■ — 2- =0 


(a ? 4 3.v) -i- 4 =- 

|.v 2 + 3x + •— J + (y 2 








16 




45 

16 


Assim, o L.G. e a circunferencia de centro 

( 3 
C — — 
k 2 


n . jy 3 js 

— e raio R = —-— 
4 J 4 


R.3 Obter uma equaęao do lugar geometrico dos pontos equi- 
distantes das retas r: 7x 4 y — 1 = 0 e s: x 4 2y 4 3 = 0. 

Resoluęao 

* Seja Q(x, y) um ponto genćrico do piano cartesiano. 

• Para que o ponto Q(x, y ) pertenęa ao L.G., deveirtos 
impor: 


Qr ~ Qs /. 


\2x + y- 1| 


Jt- + i 2 

\lx -by - L] = |a 4 2y 4 3 


\x + 2y + 3 

Vl 2 4 2 2 


Entao, temos que: 


2x 4 y — 1 = x 4 2y 4 3 x — y — 4 = 0 ou 
2x 4 y — 1 = — x — 2y — 3 3jc 4 3y + 2 = 0 

Logo, o L.G. e constilufdo pelo par de retas 
t: x — y — 4 = 0 e u: 3a + 3.y + 2 = 0. 
Graficamente, temos: 



5 >- 

X 


As retas t e u contem as bissetrizes dos angulos formados 
pelas retas r e s. 



EXERClciOS BASICOS 





B.l Obtenha uma equaęao do L.G. dos pontos do piano car¬ 
tesiano, equidistantes dos pontos 4(1,4) e Z?( — 1, 2). 


B.2 Dados os pontos A(2, 0) e B(L 0), obtenha uma equaęao 
do L.G. dos pontos Q do piano cartesiano tal que 

(< qa > 2 - my = 2. 


B.3 (U.F.Uberlandia-MG/Paies) Em um piano .cartesiano a, 
Q ~ f.v, y) e um ponto arbitrario e P = (1, 0) e um ponto 
fixo. Denotamos por d{A, B) a distancia entre quaisquer 
dois pontos 4 e B pertencentes a ct. Considere o conjunto 
C = { Q £ a tal que Jl • d(G, O) ~ d(Q , P )}, ern que 
G — (0, 0) e a origem de a. Entao: 

a) C e a parabola de equaęaoy = —x 2 — \x. 

b) C e a parabola de equaęaoy = x 2 + 2. 

c) Ce a reta de equaęao y = ~.v - 

d) C e a circunferencia de centro em (1,0) e raio 1. 

e) C e a circunferencia de centro em (— 1 , 0) e raio Jl . 
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B.4 (Fnvest-SP) Num piano sao dados os pontos A = (— 1 ,0) 
e B = (1,0). Qual o iugar geometrico dos pontos P(x, y) 
desse piano tais que {APS 1 — (BP) 1 - 4? 

B.5 (Fuvest-SP) Determine a eąuaęao do Iugar geometrico 
dos pontos do piano cartesiano cuja distancia a origem e 
o dobro da distancia ao ponto (1, 1). 

B.6 Represente no piano cartesiano o L.G. dos pontos que 
distam 6 unidades da reta r: 4x + 3 y — 12 = 0. 

B,7 Encontre uma eąuaęao do L.G. dos pontos eąuidistantes 
das retas r: 3x - v + 2 = 0 e s: 3.v + v — 1 = 0. 

B.8 Dados a reta r:x — 3 = 0 e a ponto A(0,1), obtenlta uma 
eąuaęao do L.G. dos pontos do piano cartesiano que dis¬ 
tam da reta r o dobro da distancia ao ponto A. 


Jf EXERCfcl05 COMPLEMENTARES 

C.l fUFF RJ) Identifiąue, justificando, o Iugar geometrico 
dos pontos do piano definido pela eąuaęao 
~f~ 4.i- + 8 % ~ 12. 

Sugestao. Agrupando os termos em x e os termos em y, 
obtem-se (x 7 — 4x) — (y 2 — 8y) = 12. Adicionando ou 
subtraindo conslantes a ambos os membros da eąuaęao, 
transforme cada utn dos agiupamentos em trinómios 
ąuadrados perfeitos. 


C.2 


C.3 


C.4 


C.5 


C.6 


Sendo A(l. 0) e B(0, 2), represente graficamente no pia¬ 
no cartesiano o L.G. dos pontos Q(x, y) tal que o triangu- 
lo AB O tenha area igual a 3 unidades. 

Qual ć o L.G. dos pontos medios de todas as cordas de 
comprimento 8 na circunferencia X: x 2 + (y — l) 2 t= 25? 
De uma eąuaęao desse L.G. 

O L.G. dos pontos do piano cartesiano cuja soma das dis- 
tancias aos pontos A(l, 2) e 5(1. -2) e sempre igual a 6 
intercepta o eixo das abscissas nos pontos: 

a) (-2, 0) e (2, 0) 

b) (-4,0) e (4, 0) 

c) (1 + V3,0) e (1 - «/3 t 0) 

d) (1 + J5, 0) e (1 — JJ, 0) 



(Mackenzie-SP) Um segmento de reta de comprimento 
8 movimenta-se no piano manlendo suas extremidades P 
e Q apoiadas nos eixos Ox e Oy, respeciivamente. Entre 
os pontos do Iugar geometrico descrito pelo ponto medio 
de PQ, o de maior ordenada possui abscissa: 

a) -2 c) 0 e) 2 

b) — 1 d) 1 

(Fuvest-SP) Qual a eąuaęao do Iugar geometrico dos 
pontos eąuidistantes da reta y = 0 e da circunferencia 
x 2 + (>'- 2) 2 = 1? 
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Ccipftulo 62 

m 

CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS 


1. O QUE EXISTE ALEM DOS NUMEROS 
REAIS? — UMA INTRODUCAO 
HISTÓRICA 

Gerónimo Cardano, raedico e matematico italiano, 
publicou em 1545. era sua obra Ars magna , a resoluęao 
de equaęoes do tipo X 3 + px + q — 0. Essa resoluęao, 
relata Cardano, foi apresentada a ele por Nicolo Tartaglia. 



śŁ a- V4k / 

Geronimo Cardano 
(1501-1576). 



Nicolo Tartaglia 
(cerca de 1500-1557). 


O metodo proposto por Tartaglia eonsiste em substi- 
tuir a variavel x por u — v tal que o produto itv seja um 
teręo do coefkiente de x da equaęao. Cardano, resolven- 
do equaęoes cubicas atraves desse metodo, deparou-se 
com rafzes ąuadradas de numeros negativos, que ate 
entao nao eram aceitas pelos matematicos. Vamos per- 
correr o mesmo carainho feito por Cardano para perceber 
algo surpreendente. Resolvamos a seguinte equaęao: 

x 3 — 6x + 4 = 0 

Substituindo x por u — v de modo que o produto uv seja 
igual a um teręo do coeficiente de que e — 2, obtem-se 
o sistema 


(u — v) ł — 6(j,( — v) + 4 = 0 
uv = -2 


ou seja. 


u 


3 _ 


3u 2 v + 3 uv 2 — v l — 6u + 6v + 4 = 0 


Substituindo (U) em (I) chega-se a equaęao 
k 6 + 4« 3 +8 = 0, cuja resoluęao e feita atraves da 
mudanea de variavel u- = t, ou seja: 


f 2 + 4f + 8 = 0^r = — 4 ± 1 h 

2 


. , ir — 


— 4 ± J —16 


Nesse momento, Cardano concluiu: como nao cxiste 
raiz quadrada de numero negativo, temos que nao exis- 
tem u nem v e, conseąuentemente, nao existe x, pois 
x = u — v. Porem, espantosamente ele verificou que o 
numero real 2 e raiz da equaęao x 3 — 6x + 4 = 0, pois 
2 3 - 6 * 2 + 4 = 0. 

Essa constataęao levou Cardano a considerar a exis- 

tencia de novos numeros, como, por exemplo, J— 16 . 

Nessa mesma epoca, outro grandę matematico italiano, 
Ralael Bombelli (cerca de 1526-1573). teve o que cha- 
mou de "ideia louca‘\ operando com expressoes que 
envolviam rafzes quadradas de numeros negativos. Bom- 
belli admitiu, por exemplo, a identidade: 

2 + + 2 - = 4 

dando assim subsfdios para o infcio da construęao de um 
novo conjunto: o conjunto dos numeros complexos. 

2. A UNIDADE IMAGINARIA (/) 

Para ampliar o conceito de numero de modo que a 
radiciaęao seja sempre possrvel, defmimos o numero i, 
nao-real, denominado unidade iniaginaria, que satisfaz 
a seguinte condięao: 


■‘i „_ * 

r = i • i 


-1 


uv = — 2 


3. NUMERO COMPLEXO 

Definięao 


Fazendo uv = —2 na primeira equaęao e isolando v na 
segunda, obtem-se: 


u 


3 — ,,3 


v 3 + 4 = 0 (I) 


V = (II) 

u 


Numero complexo e todo numero da forma 
a + bi tal que a e b sao numeros reais quaisquer e i 
e a unidade imaginAria. 

A expressao a + bi, {a, b } C IR, e denominada forma 
algebrica do numero complexo, em que a e b sao. 
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respectivamente, a parte real e a parte imaginaria do 

complexo. 

Exemplos 

a) 6 — 3/ e um numero complexo com 
' parte real 6 
< e 

parte imaginaria — 3 

Todo numero complexo cuja parte imaginaria e dife- 
rente de zero e chamado de numero imaginario. O 
numero 6-3 i 6 imaginario. 

b) 5/’ e um numero complexo com 
parte real 0 

e 

parte imaginaria 5 

Todo numero complexo cuja parte real e zero e a parte 
imaginaria e diferente de zero e chamado de numero 
imaginario puro. O numero 5i e imaginario puro. 

"parte real 8 

c) 8 e um numero complexo com 


parte imaginaria 0 


Todo numero complexo cuja parte imaginaria e zero e 
chamado de numero real. O numero 8 e real. Observe, 
portanto, que todo numero real a e tambem complexo, 
pois pode ser escrito como a + 0 i. 

Denotamos por € o conjunto dos numeros complexos, 
i sto e: 

C = {a + bi | [a, b } C IR} 


EXERCICIOS RESOLVIPOS 





R.l 


R.2 


Obter x, x E IR, de modo que o numero complexo 
5 + (a 1 — 9)r seja real. 

Resoluęao 

O numero 5 + (a 2 — 9)/ e real se, e somente se, 
a 2 -9=0 a- 2 = 9 a- m ±3. 

Logo, o numero e real se, e somente se, x = 3 ou x = —3. 

Determinar a, x E IR, para que o numero complexo 
(a 2 — 25) + (a* — 5)i seja imaginario puro. 

Resoluęao 

O numero ( x 2 — 25) + (a — 5)i e imaginario puro se, e 

\x 2 - 25 = 0 \x = ±5 
somente se, \ \ 

[a - 5 + 0 1 a + 5 

Logo, x — —5. 

Assim, o numero e imaginario puro se, e somente se, 
x = —5. 


4. IGUALDADE ENTRE NUMEROS 
COMPLEXOS 

Sendo a + biec + di, com {a, b, c,d) C R, define-se: 


a +bi = c + di o 


a = c 



EXERCICIO RESOLVIPO 

R.3 Obter os numeros reais a e y de modo que 
a + 2y + 4i =11+ (9a - y)i. 

Resoluęao 

x + 2> + 4/ = 11 + (9a — y)/ •» 

x + 2y — 11 m f a + 2y =■ 11 (I) 

9x - y = 4 { 18a - 2y = 8 (II) 


& 


Somamos membro a membro (I) e (U): 
19x= 19 => x = 1. 

Substitumdo a 1 em (T), temos 1 I 2v 
Logo, os reais a e y sao a = 1 e y = 5. 


= 11 y = 5 


5. NUMEROS COMPLEXOS 
CONJUGADOS 

Definięao 

O conjugado de um numero complexo z ~ a + bi, 
{a, b } C IR, e o numero * z (le-se “conjugado de i”) 
tal que z = a — bi. 


Exemplos 

a) O conjugado de z 

b) O conjugado de z 

c) O conjugado de z 

d) O conjugado de z 


3 + 2i e z ~ 3 — 2 i. 
6 — 3i ej — 6 + 3 i. 
8 iez = ~8t. 

6 e z = 6. 


mu 


EXERCIC10 RES0LViP0 

R.4 Demonstrar queT = z. V z, Z E C. 
Resoluęao 

Seja z = a + bi, com {ci, b J C IR. 


Z—a + bi— a — bi — a + bi — z 


(c.q.d.) 


6. ADICAO DE NUMEROS COMPLEXOS 

Sendo Zi = a + H e z 2 =■ c + di, {a, b, c, d) CR, 
define-se: 


Z] + z 2 — (a + c) + (b + d)i 

Exemplos 

a) Sendo z t = 4 + 2i e z 2 = 3 + 6i, tem-se que 
Z\ + Z% — (4 + 3) + (2 + 6)/' — 7 + 8/. 

b) Sendo Z\ — 3 + 4i. e z 2 — — 9i, tem-se que 
Z\ + Zj — (3 + 0) + (4 — 9)i — 3 — 5i. 
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Propriedades da adięao de numeros 
complexos 


R.6 


A.1 


Associativa 


(m + Z 2 ) + Z ? — Z| + (z 2 + z 3 ), V$%» %, z 3 } C € 


A.2 


A.3 


Comutativa 


Zt + z 3 = z 2 + Ził V{z )5 z 2 } C C 


Elemento neutro 


Existe e, e £ C, tal que z + e = e + z = z, VzGC 

O numero e e denominado elemento neutro da adięao 
de numeros complexos e e = 0 + OL 


A.4 


Elemento oposto 


Para cada numero complexo z existe o numero 
comp!exo w tal que z + w — w + z = 0 + OL 

Os numeros z = a + bi e w = —ci — bi sao denomi- 
nados numeros opostos. Indieamos esse fąto por 
w =~z ou por z = —w. 

Exemp!o 

O oposto de z = 6 — 3/ e — z = — 6 + 3L 

7. SUBTRAęAO DE NUMEROS 
COMPLEXOS 

Sendo ą = a + bi ę z 2 = c + di, {a, b,c,d) C IR, 
defme-se Z\ — z 2 = Z\ + ( z 2 ) »ou seja: 

Z] ” z 2 — Z: + = (a + bi) 4- (—c — di) = 

= (a — c) + (b ^ d)i 

Exemplo 

Sendo z, = — 8 + i e z> — 4 — 10?, tem-se que: 

% - z 2 = Zi + (~z 2 ) = (-8 + i) + (-4 + 10/) = 

= (-8 - 4) + (1 + 10)/ = -12+11/ 


SI 



EXERCICIOS RE50LV1D0S 


R.5 Determinar o numero complexo z = 2 + yi, y G IR, tal 
que z ~ Z + 8 i. 

Resoluęao 

2 + yi = 2 — yi + 8/ 2 + yi = 2 + (— y + 8)/ 

.*• V — ~y + 8 => 2y = 8 y == 4 

Logo, o mimero z e z = 2 + 4/. 


Determinar os numeros reais x e y tais que 
(2x + 2i) + (3 + yi) = 5 + li. 

Resoluęao 

(2x + 2 i) + (3 + yi) = 5 + 7/ 

(2x + 3) + (2 + y)t = 5 + 7/ 


2jc + 3 = 5 
2 + y = 7 


x = 1 

y = 5 


a 


B.l 


Logo, os reais x e y sao r = 1 e v = 5. 


EXERCICIOS BASICOS 


(U. Taubate-SP) Determine o valor real de k, de modo 

k 1 . . . 

que z = — — -y + / seja lmagmario puro. 


a) “T 

b) -l 


c) 0 


d) 


e) 1 


6.2 


B.3 


B.4 


B.5 


(UFRS) Sendo m G IR, o numero complexo 

z = (m — 3) + (m 2 — 9)/ sera um numero real nao-nulo 

para: 

a) m = -3 d) m = 3 

b) m < —3 ou m >3 e) m > 0 

c) —3 <m < 3 

Encoatre os numeros reais .v e y de modo que; 

a) 2x — y + (x + y)/ = 7 + 8/ 

b) .* 2 - 8 + (y + 2x)i = 1 + 11/ 

c ) z 7 + f 3jr + ytf = 6 + 2 y* 

Dados Zi — 8 + 6/, z 2 = —4 + 2/, z$ = 9 + iczą — —3+ 
calcule: 

a) z, + z 2 _ e) Zi + £i 

b) Z| + z 2 + Zj f) z, - Ę 

c ) Zi “ % g) z 2 + u 

d) z, - z 2 ~ + z 4 ) h) H - z 2 + % 

Encontre os numeros reais x e y de modo que: 

a) (3x + 4yi) + (5 + 60 = 11 + 18/ 

b) (2x + 3y/) + (y + xi) = 6 + 13/ 


8. MULTIPUCAęAO DE NUMEROS 
COMPLEXOS 

Sendo ą = a + bi e z 2 — c + di, { a , b, c, cl) C IR, 
define-se: 

Z\h ~ (kić ~ bd) + (ad + bc)i 

Exemplos 

a) Sendo z, = 4 + 2/ e z 2 = 3 + 5/, tem-se que: 

ZjZz = (4 ■ 3 - 2 ■ 5) + (4 ■ 5 + 2 • 3)/ = 2 + 26/ 

b) Sendo z, = —3i e z 2 — 6 + 21, tem-se que: 

Z!Z 2 = [0 ■ 6 - (-3) • 2] + [0 • 2 + (-3) * 6]/ = 

= 6 — 18/ 

Voee deve estar assustado com essa estranha defmięao 
de multiplicaęao. Porem, sua origem e extremamente 
simples. 
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Ao definir a adięao e a multiplicaęao em C, pretende- 
se que estas sejam extensoes dos conceitos de adięao e 
multiplicaęao em IR e que as propriedades associadva, 
comutativa, elemento neutro, elemento oposto, eJemento 
inverso e distributiva sejam preservadas. Ora, para que 
isso ocorra deve-se ter: 

= ac + ad i + bci + bdi 2 = 

= ac 4- ad i + bci — bd — {ac — bd) + {ad + bc)i 


Propriedades da multiplicaęao de 
numeros complexos 


M.1 


r 


M 2 


A 

M 3j) 


Associativa 

(ZiZ2>Zs = Zifazd, V{Zi, Z 2 > Z 3 } C C 

Comutativa 

Z\Z 2 ” Mk V{zi>z 2 } CC 
Elemento neutro 


Existe u, u E €, tal que zu = uz = z, V z GC 

O numero u e denominado elemento neutro da multi¬ 
plicaęao de numeros complexos e u — I +0/, 


M.4 


Elemento inverso 


Para cada numero complexo z, z =£ 0 + Ot, existe 
o numero complexo v tal que zv = vz = 1 + 0i. 

Os numeros z e v sao chamados de numeros inversos. 

O inverso de z e indicado por z~ ] ou por —. 

z 

Exemplo 

O iiwerso de z = 4 + 2i e indicado por z -1 = 


1 


4 + 2 i 

(No exercicio R, 11 vamos obter a forma algebrica desse 


Cólculo do produto de numeros 
comp!exos atraves de propriedades 

Para efetuarmos a multiplicaęao de dois numeros 
complexos z x = a + bi e z 2 = c + di, {a, b,c, d } C R, 
podemos simplesmente aplicar as propriedades opera- 
tórias, evitando assim a definięao, que e confusa e de 
dificil memorizaęao. 

Exemplos 

a) Para calcuIai* o produto do complexo ż x = 3 + 2/ por 
z 2 — 5 + 4/. aplicamos a propriedade distributiva e, a 
seguir, as comutativas da multiplicaęao e da adięao: 

(ą^+^^+^4?) = 15 + 12/ + 10/ + 8/ 2 = 

= 15 + 12/ + 10/ - 8 - 7 + 22/ 


b) Analogamente, efetuamos o produto de Z\ 
por z 2 — 2 — 6 i: 

-4/(2 - 6/) m -8/ + 24/ 2 = -8/ - 24 


= - 4 i 




* 

— y + 2a = 4 

y. / 

mm < 

A; 

a - 2y = - L 

M.5 

* 

Distributivas 

r 

^ /T\ ,’TTT. 


Z]{z 2 + Zi) = ZiZ 2 + ZłZs, V{z t , z 2y 23 } c C e 
(Z 2 + ^ 3)^1 — Z 2 Z\ + Z 2 Z\, V{Z|, Z 2 , £3} c € 


EXERCICIOS R£e0LV\D06 


R.7 Sejam os numeros eomplexos z t = 3 + 2i, q ~ 4, 
z 2 = 5/, Z 4 = 6 — 2/. Calcular: 

a) Z\Z 2 

b) Z\ z 2 

c) Z\Zą 

d) z 2 s 3 + ju 

e ) Z 3 Z 4 ZnZ] 

Resoluęao 

a) z x % ={3 + 2i)4 = 12 + Si 

b) “ (3 + 2/)5i = 15/ + 10i- = -10 + 15/ 

c) ZyU ~ (3 + 20(6 - 20 = L8 - 6/ + 12/ - 4F = 

- 18 - 6 i + 12 / + 4 = 22 + 6 / 

d) z& + Za = 4 ■ 5/ + 6 - 2/ = 20 / + 6 - 2 / = 6 + 18 / 

e) - z 2 z t — 5/(6 - 20 — 4(3 + 20 = 

- 30/ - 10/ 2 - 12 - 8/ = 30/ + 10 - 12 - 8/ - 
= -2 + 22 / 

R.8 Determinar o numero z = A' + yi, {x, y } C IR, tal que 
zi + 2z — 4 — i. 

Resoluęao 

(x + y/)/ + 2 (a — yi) = 4 — i 
xi + yi z + 2x — 2yi = 4 — i 
(-V + 2x) + {X - 2 y)i = 4 - / 

y = 2x -4 (I) 
x - 2 v = - I 01) 


1 

4 => v — 2. 


A' — 2(2a — 4) = - 1 x — 4x + 8 = 

-3* = -9 /. x = 3. 

Fazendo a = 3 em (0, temos v = 2 • 3 
Logo, z — 3 + 2r. 
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BXERCICiOS BASICOS 



JP EXERCICIOS RES0LWD09 


B.6 Sejam as numeros complexos 

Zi — 6 , z 2 — 3 i, z 3 = 5 — 7/, z 4 = 8 + 3/. Calcule: 

a) Ziz 2 c) z 2 z 3 e) ZjZ 4 +"z 3Z4 

b) Z\Zj d) Z3Z4 f) Z3Z3 

B.7 (UFPA) Qual e o valor de m, w f= IR, para que o produto 

(2 + m/)(3 + 0 seja um numero imaginario puro? 
a) 5 b) 6 c) 7 d) 8 e) 10 


R.9 Sejam Z\ = 2 e z 2 = 3 4- 5/. Efetuar Z!: z 2 - 
Resoluęao 


Z\ _ 2 

Zl: 22 “ zT _ 3 + 5/ 

Multiplicando o numerador e o denominador pelo conju- 
gado do denominador, temos que: 


B .8 (PUC-MG) O numero complexo z tal que 
5z +z = 12 + 16/ e igual a: 

a) —2 + 2 i c) 1 + 2 / e) 3 + / 

b) 2 - 3/ d) 2 + 4i 

Sugestio. Substitua o numero complexo z por x + yi, em 
que x e y sao numeros reais. 

B.9 Determine o numero complexo z — x + yi, {x, y} C IR, 
tal que: 

a) 3z + 2z — 10 — 5/ c)z + 2 z — z{ 1 + 2/) 

b) ~zi + 5z = 2 z 

Exercicios complementares C.l e C.2 



2 _ 2 3 — 5/ 

Z>:Z2 3+5 / 3 + 5/ 3-5/ 

2(3 - 5/J _ 2(3 - 5/) _ 3-5/ 

3 2 — (5 /) 2 34 17 

T 3 5/ 

Logo, z,: Zi = ~r=- - - 7 =-. 


R.10 Sejam Zi = 1 + 2/ e z 2 — I — /. Efetuar z x : z 2 . 
J?eso/«pao 


■1 : ^2 


-I 


Z? 


I + 2 Z 
1 - / 


9. DIVI$AO DE NUMEROS COMPLEXOS 

Definięao 

O quociente de um complexo z por um complexo 
nao-nulo weonumerocomplexo k se,esomente se, 

kw = z. Indica-se esse auociente por — ou por z : w. 

w 

Assim, temos: 

— = k <=> kw = z 
w 


ExempIo 

Observando que (3 + 2/)(l + /)=!+ 5i, pode-se 

concluir que \ — ~ = 3 + 2i. 

1 + 1 


Propriedade da divi$ao de numeros 
complexos 

Para obter o quociente de dois numeros complexos, 
aplicaremos a propriedade a seguir. 

Sendo z, w cc numeros complexos tais que w A 0 

e c A 0, tem-se — = . 

w wc 

Isto e, multiplicando o numerador e o denominador da 
fraęao — por um mesmo numero diferente de zero, 

W 

z 

obtem-se uma fraęao equivalente a —. 

w 


Multiplicando o numerador e o denominador pelo conju- 
gado do denominador, temos que: 

1 + 2 / _ 1 + 2 / 1 +/ 

Z\ ' Z 2 ~ 7 “ 7 " , . * 

1—1 1 — l 1 + l 

1+1 + 2i + 2i 2 _ 13 i 

1 2 -z 2 2 2 


R.ll Determinar o inverso do numero complexo z = 4 + 2i. 
Resoluęao 

1 

Z z 4 + 2/ 

Multiplicando por 4 — 2/ o numerador e o denominador 

de -- obtemos a forma algebrica de z -1 : 

4 r 2 1 


1(4-2/) 4-2/ 4-2/ 

(4 + 21)(4 - 20 4 2 - 2 2 / 2 20 


Logo, z~ l — 


4 

20 


2 1 _ J. 
20 5 



^ EXERCICIOS BASICOS 

B.10 Dados t\ — 3 + 2/, z 2 = 4 — 



/, Z 3 — / e Zą — 5, efetue: 


a) z, : z 2 e) 3z, : 2 z 2 

b) Zi : z 3 f) (zi + z 2 ): fe - Z 4 ) 

c) z 4 :zi g)(3z, + z,): (z 3 - z,) 


d) z 3 : z 2 


B.l 1 (FEI-SP) O resukado da expressao complexa 

1 3 

2 + / 1 — 2 / 

a) l - i c) 2 + / e) 3 + 3/ 

b) 1 + / d) 2 - 2 





































B.12 Determine o inverso de cada Lim dos seguintes numeros 
compiexos: 

a) z{ = 2 +3/ ej =■ i 

b) z 2 — 4 -f i f) 4 = i 

c) z, = 6 - 2 i g) ii = 3i 

d) z 4 = 1 - i 


B.13 ( Fuvest-SP) Sabendo que aeum nu mero reaJ e que a 


parte imaginaria do numero compiexo 


2 + / 


entao a e; 

a) -4 

b) ~2 


c) 1 

d) 2 


a + 2 i 
e) 4 


r e zero. 


Exerci'cios complementares de C.3 a C.8 


10. POTENCIAS DE NUMEROS 
COMPLEXOS COM EXPOENTES 
INTEIROS 

Sen do w om numero compłexo qualquer, definem-se: 
I. w° = 1 

11. w 1 — w 

III. w n — w * w • w * ... • w, V« G 21, w 3= 2 


n fatores 


1 


IV. w " = —, vt' A 0, Vn G 2 
w" 

Exemplos 

a) P = i • i ‘ i • i — (i • /)(/ • i) = 7- • i 2 = 

= (-!)(-D= 1 

1 1 1 


b) (2*r 4 ^ 


1 


(2i) 4 

1 


2t * 2/ • 2f • 2/ 


16/ 4 


16 • 1 


16 


Nota 

Como ja dissemos no capftulo 1, nao ha unanimidade 
entre os matematieos quanto a adoęao do valor 1 para a 
potencia 0°. 

Propriedades das potencias de 
numeros complexo$ 

Atraves da definięao de potencia e das propriedades da 
multiplicaęao, demonstra-se que: 


P.1 


w" ■ w m — w 


n + m 


P.2 


w n : w m = w 


n — ni 


/ 


(w*)" 1 - w" m 
(wv) D = w n v n 


P.4 


D 


P.5 


f w V 


y v ; 


H' n 

V" 


para quaisquer complexos w eve quaisquer inteiros m e 
n, obedecidas as condięoes de existeneia 



i 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.12 Calcular (I + i) 10 . 

Resoluęao 

(1 + o 10 = [(i + O 2 ] 5 = LI + 2i + i 2 ] 5 = 

- [Ą + 2i - 1 ] 5 = (2i) 5 = 2 5 • i 5 - 
= 32/ 4 ‘ / - 32(F) 2 • i - 32(—l) 2 / - 32r 


Potencias de / 


Teorema 


Existem quatro e somente quatro valores para 
potencias de i com expoentes inteiros. Sao eles: 




‘T 

l- 


= -1 


i 3 = -i 


Demonstracao 

Calculemos a potencia i” com n inteiro. 

Primeira parte: n 5 4 

Dividindo n por 4, obtemos um quociente inteiro ą e 
um resto r, r inteiro e 0 5 r < 4, isto e, n — 4q + r. 
Assim, temos que 

i r = (i Ą f ■ i r = f ■ i r = 1 • i r = i". 
Como r e inteiro e 0 r < 4, temos que i" e um dos 
quatro valores, f°, i\ i 2 ou i 3 . 

Segunda parte: n < 0 


i* = (i l ) 


1 


Notę que i 1 = Multiplicamos o numerador e o de- 
nominador dessa fraęao por —i: 


— _ — 


l * (- 0 


i' (-i) 


— i 2 




Assim, temos que i' 1 — (—i)~ n — (—1)‘" • iTK Como n < 0, 
temos que ~n > 0; logo, e um dos quatro valores, 
/o — i j\ — ^ / 2 = — l e p. = e, portanto, (— l) _n • i~ n 
tambem assume esses quatro va!ores. 


(c.q.d.) 


Conseąiieiicia 


Para o calculo da potencia i n com n inteiro e n 5= 4. 
divide~se n por 4, obtendo-se resto inteiro r. Tem-se 
entao i” — i r . 
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EXERCICIO RESOMDO 

R.13 Calcular: 

a) i 10 b) i 53 

Resołuędo 

• a > 10 1 4 

2 2 


c) i 


12 


d)i 


,-37 


b) 


i m = i 2 = -1 


53 

1 


13 


. Z 53 = 


P = i 


c) 72 

0 18 

,-ni 

d) /-» = 


,*37 


37 

1 


i- 37 - 


1 _ 1 • (~0 _ -i _ 


■37 


i(-i) 


r- 


~i 


% 





EXERCICI05 BASICOS 


B.14 Calcule: 

a) Z 42 
bj Z 743 

B.15 Calcule: 

a) (3 + i) 2 


c) Z 1024 

d) Z- 18 ' 


e) Z 


;-97 


b) (2 - 5Z ) 2 


B.16 (UEMA) O numero complexo (1 — Z) 1 - e igual a: 

a) 64 c) —64 e) —64 -i- Z 

b) 64Z d) -64 -Z 

Sugestao. Veja exercicio R.12. 

B.17 (FGV-SP) Sendo Z a unidade imaginaria, o valor de 

i-HH-r* 

e) 2Z 


a) 1 

b) Z 


c) -1 

d) —Z 


Exercfcios complementares de C.9 a C.11 



C.1 


C.2 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(UFSCj Detennine o valor de x para que o produto 
(12 - 2Z)[ 18 + (,v - 2)Z] seja um numero real. 

(U. F. Vięosa-MG) Os numeros complexos z e w sao tais 
que w 4- iz = — 2 — Z e z + iw = 5 + 2Z, Entao z e w sao. 
respectivamente: 

a) —2 + 2Z e 3i d) —2 — 2Z e —3Z 

b) 2 + 2Z e —3Z e) —2 — 2Z e 3/ 

c) 2 4- 2Z e 3Z 


C.3 Para que valor real de a os numeros complexos 

1 


C.4 

C.5 


z — 1 + 2 / e w = -j- + ai sao inversos entre si? 

Sendo z — 1 + xi, x EE [R. obtenha x tal que z ~ 2z 
(FE1-SP) Se =l+i, entao o numero complexo s e: 


a) 1 - 2Z 

b) -1 + Z 

c) 1 — Z 


d) 1 + Z 

e) -1 + 2Z 


C .6 Determine x, x E IR. de modo que o numero z = 


1 + Z 
x — Z 


seja imagjnano puro. 

C.7 Obtenha x, a* E (R, de modo que o numero 

2 + Z Z . . 

^ — -r — — seja real. 

a + i x 

C .8 (Fuvest-SP) Ache os valores reais de x de modo que a 


parte real do numero complexo 
va (Z e a unidade imaginaria). 


x ~ i 


X + I 


r seja negati- 


C.9 (UFC) Se Z representa o numero complexo cujo quadra- 
do e igual a — 1 , detennine o valor numerico da soma 
1 + Z + Z 2 + P + ... + Z 27 . 

C.10 (Fatec-SP) Determine a forma algebrica do numero 


complexo z ~ 


unagmana. 


i‘3 + 4 ft 


1 - i 


. era que n e natura! e Z e a unidade 


C.ll (U. E. Londrina-PR) Seja o numero complexo 

z = a* + yi. no qual {a, y} C ER. Se z ■ (1 — Z) = (1 + Z) 2 , 
entao: 


a) a ~y 

b) a - y — 2 

c) a * y — 1 


d) a + y = 0 

e) y = 2 a 
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Capftulo 63 

REPRESENTAęAO GEOMETRICA E FORMA 
TRIGONOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO 


Assim, temos: 

Im (eixo imaginario) 


a —l 




J L 




J L 


-6-5-4-3-2 — 1 


1 2 3 4 5 6 Re (eixo real) 


-1 

-2 

-3+z 
-4 
-5 


2. MODULO DE UM NUMERO 
COMPLEXO 


Definięao 


1. PLANO DE ARGAND-GAUSS 

A cada numero complexo z = x + yi vamos associar o 
ponto do piano cartesiano determinado pelo par ordenado 
de numeros reais (.*, y). Essa associaęao e biumvoca, i sto 
e, cada numero complexo esta associado a um unico pon¬ 
to do piano cartesiano e cada ponto desse piano esta asso¬ 
ciado a um unico numero complexo: 



Atraves dessa associaęao, representa-se geometrica- 
mente o conjunto € pelo piano cartesiano, que e chamado 
de piano de Argand-Gauss, em homenagem aos mate- 
maticos que o eriaram. No piano de Argand-Gauss o eixo 
das abscissas e chamado de eixo real (Re) e o das ordę- 
nadas e denominado eixo imaginario (Im). Cada ponto 
P(x, y) desse piano e a imagem ou afixo do numero com- 
plexo x + yi, 

jf' EXERCICIO RESOLVIDO 

R.1 Represenlar no piano de Argand-Gauss as imagens dos 
seguintes numeros complexos: 

Zi = 3 + 2; 

Zi ?= —5 + 8 / 

Zj = 4 i 

Z A = 1 - 4 i 

Zs = 3 
Z 6 = -2 
z 7 _ 4i 
z 8 = ~3i 

Resołuęao 

Aos numeros Z\, z 2 , z$. Za, Zj, z 6 , z 7 e z 8 associamos os 
pontos determinados pelos pares ordenados de numeros 
reais (3, 2), (-5, 8), (-4, -1), (1, -4), (3, 0), (-2, 0), 
(0, 4) e (0, -3), respectivamente. 


O módulo de um numero complexo 
z = x 4- yi, {x, y} C IR, e a distóncia do ponto (x, y) 
ao ponto (0. 0) do piano de Argand-Gauss. 



Z = x + yi => p = \z\ = Jx 2 -b y 2 


J|' EXERCICIOS RES0LVID0S 

R.2 Calcular o módulo de cada um dos seguintes numeros 
complexos: 

a) Zi — 3 + 4i c) Zł — 4 i 

b) z z = — 5 + 12 i d)z 4 = -5 
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Resoluęao 

a) |z,| = JV 4- 4 3 & 425 = 5 

b) Jg|| = V(-5) 2 + 12 2 - /169 = 13 

c) |z 3 | = JO 2 4 4 2 = 4 

d) |z«] - V('-5) 3 + 0 2 - 5 

R.3 Representar no piano de Argand-Gauss o lugar geome¬ 
trico das imagens dos numeros comp!exos z tais que 
jz — 3/ = 2. 

Resoluęao 

O lugar geometrico e o conjunło formado pelas ima¬ 
gens dos numeros complexos z que satisfazem a equa- 
ęao. Fazendo z = x 4- yi com (r, y} C [R, temos que: 

\z — 3t| = 2 =4- jx + yi — 3rj = 2 

|x + (y - 3>’| = 2 4x 2 4- (y ~ 3) 2 = 2 

x 2 + (y~ 3) 2 = 4 

que e uma eąuaęao da circunferencia de centro (0, 3) e 
raio 2. 


R.5 



Propriedades do módulo de um 
numero complexo 

Sendo z, Z\ e Z 2 numeros complexos ąuaisąuer, e n um 
numero inteiro, tem-se que: 


D.1 


z\ ^ 0 


D.2 


zz = \z 


D.3 




Z 1 Z 2 I - |Z|| * \z 2 \ 


D.4 


/ 


Zł 


= kil 


, cóm z, ^ 0 




D.5 


14" = \z n \, para todo n se z =£ 0 ou 
para n > 0 se z =0 



' EXERCICIOS RESOLYIPOS 

R.4 Demonstrar a propriedade D.2, isto e, zz = |z| 2 . para 
qualquer numero complexo z. 

Resoluęao 

Seja z = x + yi, com {x, y} C tR, 

ZZ = (x 4- yi')(x - yi) — x 2 4- y 2 = 

= (V* 2 -F? 2 ) 2 = \z \ 2 


Calcular: 

a) |(3 + 40(5 - 12/) 

b) f 1 + 2 i 


3-4 1 
c) |(2 + i) ! | 

Resoluęao 

a) Por D.3, temos que 

|(3 + 40(5 - 120| = ]3 4- 4i| • |5 - 12 i 
= V3 2 + 4 2 • V5 2 + (-12) 2 = 5'13 

U +2i| 

13 - 4i| 


— 65 


1 +2i 


3-4 i 

45 


b) Por D.4, temos que 

_ 7l 2 + 2 2 _ 

4V- 4" (—4) 2 3 

c) Por D.5, temos que |(2 + r) 8 | = |2 4- /| s — 
- (V2 2 + 1 2 )“ = (45 f - 5 4 - 625 



EXERCICIOS BASICOS 

Represente no piano de Argand-Gauss as imagens dos 
seguintes numeros complexos: 

a) Z\ - -3 4- 4/ e) z 5 — 6 i 

b) z 7 = -5 - / f) *6 = 4 

c) z 3 = 4 - 4/ g) Zj - ~2i 

d) z 4 — 2 4- 5/ h) z s = 4/ 


B.2 Que figura e o lugar geometrico das imagens dos nume¬ 
ros complexos z Lais que z = zil 
Sugestao. Substitua o numero complexo z por a 4- yi, em 
que X e y sao numeros reais. 

B.3 Represente no piano de Argand-Gauss o lugar geo¬ 
metrico das imagens dos numeros comp!exos ~ tais que 
zz = 9. 

B.4 (Cesgranrio) O lugar geometrico das imagens dos com- 
plexos z tais que z 2 e real e: 

a) um par de retas paralelas. 

b) um par de retas concorrentes. 

c) uma reta. 

d) uma circunferencia. 

e) uma parabola, 

B.5 Cale ule o módulo de cada um dos seguintes numeros 
complexos: 

a) z, = 6 - 8/ f) Ze = -3 

b) z 2 = 1 4- li g) z 7 = 1 - i 

c) z$ — 4l + i h) z s = i 

d) z* = -3 4- 4f i i) z 9 - 1 

e) z 5 = Si j) Zjo = -9/ 

B.6 (U. F. Vięosa-MG) O lugar geometrico das imagens dos 

numeros complexos z tais que |z — 1 4- 2/f = 5 6: 

a) uma reta que passa pela origem (0. 0). 

b) uma reta que nao passa pela origem <0, 0). 

c) um ponto. 

d) uma parabola. 

e) uma circunferencia. 
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Calcule: 

a) 

b) 

c) 


e) |(5 + \2i)~ 2 


c)Zi = 5 


2. + i 

f) 

( 3 + i Y 

-4 + 3 i 

l 2 + i J 

2 


g) 

f 2 y 

1 4- i 


Ll -i) 


4 + 3 i ¥ 

5 + 5i J 

d) |(V2 + 0 4 l 

Exercfcios complementares de C.1 a C.5 

3. ARGUMENTO DE UM NUMERO 
COMPLEXO 

Dado urn nu mero com- 
plexo nao-nulo z = o + bi, 

[a, b] C IR, consideremos 
no piano de Argand-Gauss 
os pontos 0(0, 0), P(a , b) 
e o angulo cujos lados sao 
o semi~eixo positivo Ox e 
a semi-reta OP. 

Medindo o angulo POx, no sentido anti-horario, a par- 
tir do semi-eixQ positivo Ox, obtem-se a medida tp, com 
0 ^ cp < 27t ou 0° ^ (p < 360°, que denominamos argu- 
mento do numero complexo z. 


EXERCiCIO RESOLWDO 


R.6 Determinar o argumento de cada um dos seguintes nu- 
meros compIexos; 

a) z, = 3i c) z 3 = 5 

b) z 2 = -3i d) Zą = ~5 

Resoluęao 

a) Zi = 3 i 

Im a 




<p, = 90° 


Re 


71 

Logo, tp, = 90° ou <p[ = — rad. 
b) z 2 = —3 i 


Imj 

tp 2 = 270° 

w 

O 

w 

Re 

\ 

r 

-3 ł 

»p 

W 

270° ou tp 2 = 

3it . 

2 rad ' 


Im* 


P 

-►«- 


Re 


Como a semi-reta OP coincide com o semt-eixo post- 
tivo Ox e como 0° =£ tp < 360°, devemos ter tp 3 - 0°. 
Logo, cp 3 = 0° ou <p 3 = 0 rad. 


d) 2 4 = -5 


ImA 


P 


= 180° 


Re 


Logo, cp 4 = 180° ou tp 4 — k rad. 

Calculo do argumento de um numero 
complexo 

Vimos que, se a imagem do numero complexo perten- 
ce a um dos eixos coordenados, entao e muito simples o 
calculo do argumento. Vejamos como se determina o ar¬ 
gumento quando a iniagem do numero complexo nao per- 
tence a nenhum dos eixos coordenados. 

Primeiro caso 

Seja z — ci + b i, com a > 0 e Zj >0. A imagem P{a, b ) 
de z e um ponto do primeiro quadrante. 



A distSncia OP = p e o módulo do complexo, isto e: 

p = Ja* 4- Z? 2 (I) 


No tri angulo OMP, temos 


a 

cos tp = — (U) 

P 


sen <p = — (iii) 
P 


As igualdades (I), (II) e (III) determinant o argumen¬ 
to de z. 

Para os demais casos, a < 0 e b >0; a < 0 e b < 0; 
e a> Oeb <0,chega-seaomesmo resultado. Verifique! 

Nota 

Essas igualdades tambem podem ser usadas quando a 
imagem do numero complexo nao nulo pertence a um dos 
eixos. 
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EXERCICIO RESOLVIPO 


R.7 Detemiinar o moduł o e o argumento de cada um dos se- 
guintes numeros complexos: 

a) = Jl + i b) z 2 = 2 - 2 / 


Resołuęao 

a) Zj = Jl ■+■ i - 

Temos; 

p — Ja 2 + b 2 


a 

cos (p = — 
P 

b 

sen <p = 

P 


Parte real: a = Jl 
Parte imaginaria: b = 1 


- J(jf) 


+ 1 


2 — 


Jl 

COS Cp = ——- 


1 

sen 9 = — 



Logo, p = 2 e 9 = 30° 


b) z 2 = 1- li 

Temos: 


Parte real: a — 2 
Parte imaginaria: b = —2 


: Ja 2 4 - b 2 p 

= Jr~ + (—2) 2 

a 

cos 9 = — 

P 

COS 9 = - 

XJi 

b ^ 
sen 9 — — 

-X 

sen 9 = - — 

P 

XFl 


= ijl 

„ Jl 


Jl 



EXHRCICIOS BASICOS 


B .8 Detemilne o argumento de cada um dos seguintes nume¬ 
ros complexos: 

a) z x = 8 c) z 3 = -7 

b) z 2 .= — r d) Za = 5/ 

B.9 Sabendo que o argumento de um numero complexo z e 
% 

—. determine o argumento de cada um dos seguintes 
numeros: 

a) z b) ~z c) —z 

B.10 Dado que o argumento de um numero complexo z e 
220 °, determine o argumento de cada um dos seguintes 
numeros: 

a) z b) -z c) -z 

B.1I Determine o módulo e o argumento de cada um dos se¬ 
guintes numeros complexos: 

a) Z\ ~ 1 + Jl i 

b) z 2 = 1 + i 
-3 —3t 

ijl - li 

— Jl 4- Jl i 


c) z 3 

d) z 4 

e) Zs 
0 z 6 


— + — 
2 2 


Exerci'cio complementar C,6 

4. FORMA TRIGONOMETRICA DE UM 
NUMERO COMPLEXO 

Para todo numero compiexo nao-nulo z = a + bi, 
[a, b] C IR, de módulo p e argumento cp, temos cjue: 


a 

cos 9 = — 
P 


sen cp = — 
P 


£7 = p COS Cp 
b — p sen cp 


Assim, podemos escrever o numero z — a + h i sob a for¬ 
ma z = p cos cp 4- (p sen cp)i on, ainda: 

z — p (cos cp + i sen cp) 



Logo, p - ijl 6 9 — 315°. 


que e chaniada de forma trigonometrica ou forma po 
lar do numero complexo z. 


m / 

f EXERCICIO RESOLVIDO 

R .8 Dar a forma trigonometrica de cada um dos seguintes nu¬ 
meros complexos: 

a) z, = Jl + i c) z 2 ~ —3i 

b) z 3 = —1 + i 

Resołuęao 

s /=-.,[ Parte real: a = Jl 
a) Z\ = V3 4- i 1 

Parte imaginaria: b — 1 
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Temos: 

p — Ja* + ly* => p = J(j3 )" + l 2 — 2 


a 

cos 9 = — 
P 


sen 9 = — 
P 


J 3 

cos tp = ——- 


1 

sen <p = — 



Logo, a forma trigonometrica de z 1 e: 

z x — 2(cos 30° + i sen 30°) 
ou 


o 71 i - n 

2 cos - 7 - + 1 sen — 
^6 6 J 


b) z-i — -1 + i 


Parte real; a = — 1 
Parte imaginaria: b 

p = Ja 1 4 b* => p = JJ- 1) 2 


- 1 


4 P — Jl 


a 

cos 9 = — 

P 


sen 9 = — 
P 


cos 9 = 


sen 9 


1 = Jl 

Jl 2 

Jl 


Jl 



Logo, a forma trigonometrica de z 2 e: 

z 2 ~ a/T(cos135° + i sen 135°) 

ou 


Z2 Jl 


cos 


3te 


1 sen 


371 


c) Zi = -3 i 

Como ", e um imaginario puro, temos que sua ima¬ 
gom pertence ao eixo imaginario e, nesse caso, pode- 
mos obter facilmente o módulo e o argumento de z, 
graf icamente, sendo desnecessarias as “fórmulas’’. 

Im a 


9 = 270° 




O 


Re 


— 3/"P 

O módulo de z 3 = —3/ e a distancia do ponto P a ori- 
gem O do sistema, isto e. p = 3 . 

Logo, a forma trigonometrica de z, e: 

z 3 — 3(cos 270° 4 i sen 270°) ou 

J 3 TC , , 3 tc ^ 

z 3 = 3 cos + 1 sen - 

l 2 2 j 

Nota 

Pode-se representar um mi mero complexo nao-nulo z 
tambem sob a seguinte forma: 

Z — p(cos 9 + / sen 9 ), com 9 [0. 27r[ 

e 9 ęt (OL 360°[ 

Por exemp1o, z = 8 (cos 390° + / sen 390°). 

Essa forma de apresentaęao e denominada forma trigo- 
nometrica secundaria. e a rnedida 9 e um argumento 
secundario de z. 

Para que nao haja confusao de linguagem, convenciona- 
mos que: 

• ao usar a expressao “argumento de um numero com- 
plexo’\ estamos nos referindo a medida 9 no intervalo 
[ 0 °, 360°{ ou no intervalo [0, 2 tc[; 

* ao usar a expressao “forma trigonometrica de um nu¬ 
mero complexo’\ estamos nos referindo a forma 
z — p(cos 9 + 1 sen 9 ), com 0° ^ 9 < 360° ou 
0 *£ 9 < 2n. 



EXERCICI05 BAsiCOS 


B.12 De a forma trigonometrica de cada um dos seguintes nu- 
meros complexos: 

a) z, = — J3 — i e) z 5 — —3 + JJ i 

b) z 2 ~ 1 ~ i f) z 6 = — 4 1 

c) Zi = 3 i g) z 7 = 2 

d) z 4 = “2 h) z s = 5 4- 5 i 

B.13 Obtenha a forma algebrica de cada um dos seguintes nu 
meros complexos: 
a) Z] -= 2(cos 60° 4- i sen 60°) 


3 % , . 3ti 

cos —+ / sen —— 


b )z 2 = 1 


c) zg = 8 (cos 30° + i sen 30°) 

, A f L . 7 71 

d) z 4 = JO cos —— 4- 1 sen —— 


e) z 5 = 5(cos 0 + i sen 0) 
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B.14 (Cesgranrio) Um compIexo z possui módulo igual a 2 e 


TU __ 

argumento —. Sendo z o conjugado de z, a forma alge- 
brica do compiexo? e: 

a) 1 - ij3 c) J3 + i e) - i) 

b) - i d) I + V3 / 

B.15 (U, E. Londrina-PR) Seja z um niimero complexo de mó¬ 
dulo 2 e argumento 120 °. O conjugado de z e: 

a) 2 - 2ij3 c) -1 -ij 3 e) 1 + ij 3 

b) 2 + 2 t JJ d)-l +/V3 

B.16 Detennine o menor vaior inteiro positivo de n, de modo 
cjue o numero z = 5 1 cos -y- + / sen —— J seja real. 


B.I7 Encontre o menor valor inteiro positivo de n, de modo 

, .( Ml . . Ml \ . . 

que o numero z = 4^cos —y- + i sen —— 1 sejaima- 


ginario pura. 


Exercfcios complementares de C.7 a C.T 1 

5. MULTIPLICAęAO DE NUMEROS 
COMPLEXOS NA FORMA 
TRIGONOMETRICA 

Teorema 

Se z = p(eos <p + i sen cp) e 
w — ( 3 (cos a + i sen a) sao as formas trigonometri- 
cas dos complexos z & w, entao: 

zw = pp[cos(cp + a) + i sen(cp -I- a)] 

Demonstraęao 

zw = p(cos cp + i sen cp) * p(cos a + i sen et) 

= pp(cos cp + i sen cp)(cos a 4- i sen a) = 

= pp(cos tp cos a 4* / sen a cos cp + / sen (p cos a + 

4- i 2 sen (p sen a) = pj3[cos <p cos a — sen cp sen a + 

4- (sen cp cos a + sen a cos cp) i] — 

= p(3[cos (cp + a) + / sen (cp + a)] 

(c.ą.d.) 





EXERCICI0 RESOLVIDO 


R.9 Sao dados os numeros complexos: 

Z\ = 3(cos 15° + i sen 15°) 
e Zi = 4(cos 45° + i sen 45 0 ) 

Calcular Z\Z 2 - 
Resoluęao 

Z\Z 2 = 3(cos 15° + i sen 15°) ■ 4(cos 45° + i sen 45°) 
= 12 [cos (15° + 45°) + i sen (15° + 45°)] = 

( | JJ 

= 12(cos 60° 4 i sen 60°) = 12 4 i~- 

^2 2 

= 6 + 6^3 i 


h 


6 . DMSAO DE NUMEROS COMPLEXOS 
NA FORMA TRIGONOMETRICA 

Teorema 

Se z = p(cos <p + i sen cp) e 
w = [3(cos a + i sen a) sao as formas tiigonometricas 
dos complexos z e w, entao: 

Z Pr 

— = “[cos(cp — a) + i sen(cp — a)] 

W p 

Demonstraęao 

z _ z • vv 
w w • W 

__ p(cos cp + i sen cp) * [3(cosct — i sen a) _ 

P 2 

p(cos cp 4 i sen cp) • p[cos(-ct) -I- i sen (-ot)] 


Pp 


[cos (cp — a) 4- i sen (cp — a)] = 


= [cos (cp — a) + i sen (cp — ct)] 

r 

(c.q.d.) 

EXERClciO RESOLVIDO 

R.10 Sao dados os complexos Z\ 12(cos 40° + i sen 40°) e 



z 2 ~ 2(cos 10° + / sen 10°). Calcular 




Resoluęao 

z, _ 12 


Zi 2 

- Zł 


[cos (40° - 10°) + I sen (40° - 10°)] 


z 2 


— 6 (cos 30° + i sen 30°) 


.\ — = 6 [ JĘ- + i ■ i-) /. A = 3^3 

z 2 \ 2 2 J z 2 


+ 3 i 



EXERCICI05 3ASIC0S 


B.IS Sao dados os numeros complexos: 

J Jt . . n \ 
Zt = 3 cos — + 1 sen — I 




6 

2 tc 


2n 

+ 1 sen l e 


z 2 ~ 2 ^cos 
z 2 = 4^cos ~ + i sen —■ j 


) 


Calcule: 

a) ZiZ 2 

b) ZtZi 


c) zl 

d) z 2 Zs 


e) Ą 

f) 4 


g) Z\Z 2 Zy 


B.19 Sao dados os numeros complexos: 

Z ] = 15(cos 70° + i sen 70°), 

Z 2 = 3(cos 10° + i sen 10 °) 
e z 3 — cos 40° + i sen 40° 

Obtenha a forma algebrica dos seguintes numeros com 
piexos: 


a) 


Zl 


Ci 


b) 


c) 


‘Zl 

Zi 


d)ii- 

Zi 
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B.20 Represente no piano de Argand-Gauss o numero — em 
que' z = -j- (cos 50° + i sen 50°). 


Exercfeios complementares C.12 e C.13 


7. POTENCIAęAO EM € 

Dado o numero complexo z — p(cos 9 + i sen 9 ), 
temos que; 

z 2 = z * z = 

=p(cos 9 + i sen 9 ) * p(cos 9 + i sen 9 ) = 

= p 2 (cos 2 cp + i sen 29 ) 

% 1 

Z-Z‘‘Z — 

— p 2 (cos 2 cp + i sen 2 tp) ■ p(cos tp + i sen cp) = 

= p 3 (cos 3tp + i sen 3tp) 

z 4 — z 3 ■ z — 

= p 3 (cos 3 <p + i sen 3 cp) * p(cos tp + i sen tp) — 

= p 4 (cos 4tp 4- i sen 4tp) 
etc. 

Observe que cada resuilado apresenta o módulo p ele- 
vado ao expoente de z e o argumento tp multiplicado por 
esse expoente. Essas constataęoes podem ser generaliza- 
das atraves do teorema a seguir, demonstrado pelo matę- 
matico frances Abraham de Moivre (1667-1754). 

Teorema 


Se z ~ p(cos tp -f- i sen tp) e a forma trigonometri- 
ca do numero complexo z e n € um inteiro, entao: 


Z" = p n (cos ntp + i sen ntp) 



1 EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.11 Sendo z = 2 (cos 30° 4- i sen 30°). calcular z 10 . 

Resoluęao 

Temos: 

z 10 = 2 m [cos (10 • 30°) 4 1 sen (10 - 30°)] 
z 10 - 1.024 (cos 300° 4 / sen 300°) 

ij3 


* = 1 


.024(4 - 


z ,() = 512-51273/ 


Temos que; 

p = 7a 2 + £4 


- i-ł)‘*(4r ■ 


4.1 

4 




a 

cos tp = — 

P 


sen tp = — 
P 


cos tp = 


sen <p 


1 

73 


tp m 120 £ 


73 


2 


Assim, z = i (cos 120° +- i sen 120°) 
z 20 = l 20 (cos 2.400° + i sen 2.400°). 

Reduzindo 2.400° a primeira volta positiva 7 obte 
mos 240°. 

Loao. temos: 

z m ~ 1 (cos 240° 4 i sen 240°) 


- 720 = 1 

i 4u V 


1 




/73 


• » 1 ■&< 

* * v 2 2 



EXERCICIOS BA5IC0S 


B.21 Sendo z 


= 3(cos 4 


n 


4 i sen — L calcule z J . 
4 4 ) 


B.22 Calcule: 

a) (73" + m 

j*i r 


«h- 


+ 


c) (1 + o 9 

4-4 


72 


10 


B.23 (Fuvest-SP) Dado o numero comp!exo z = 7^ + 
qual e o menor valor inteiro positivo // para o qual z" e 
um numero real? 

a) 2 b) 4 c) 6 d) 8 e) 10 

Sugestao. Represente o numero z na forma trigonome- 
trica. 

B.24 Obtenha o menor valor de n, inteiro e positivo. de modo 
que o numero (— Jl 4 Jl i)" seja imaginśrio puro. 

Exercicio complementar C.14 


R.12 Calcular )*'- 

Resoluęao 

Em primeiro lugar. vamos obter a fonna trigonometrica 
do numero complexo: 


1 Mi 
z- -y + — 


Parte real: a = — -y 


Parte imaginaria: b 


73 


8. RADICIAęAO EM C 

Defmięao 

Sejam zew numeros complexos e n um numero 
inteiro positi.vo, tal que: 

= z 

Nessas condięóes, o numero w e uma raiz n-esima 
de z. 
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EXERCICIOS RESOLYIDOS 

R.13 Mostrar que o niimero w = 1 + / e uma raiz ąuarta de 
z = -4. 

Resoluęao 

Devemos mostrar que w 4 = z. Temos: 
w 4 = (1 + iy = [(1 + i ) 1 ] 2 = 

= [i 2 + 2 • 1 * i + r 2 ] 2 - yi + li p - 
= 4 / 2 = -4 = z 

Logo, 1 + / e uma raiz ąuarta de —4. 

R.14 Caicular as rafzes cubicas de 1. 

Resoluęao 

Seja w — p(cos cp + i sen tp) a forma trigonometrica de 
uma das raizes cubicas de 1 . Devemos ter: 

w 3 = 1 

p 3 (cos 3cp + i sen 3cp) = 1 (cos 0 + i sen 0) 

. (P 3 = 1 

"Ucp - 0 + fc- 2n, jfeez 

P = 1 

k ’ 2 k 


<P 


k G TL 


Como 0 ^ (p < 27t, atribufmos a k os vaiores inteiros 
0 , 1 e 2 : 

k — 0 ==£ 9 — 0 : k = l =><£> = ; 

3 


k~ 2 cp = 


4ji 


Assim, as rafzes cubicas de I sao os numeros: 
w 0 = 1 (cos 0 + i sen 0 ) = 1 ; 


>v, = 1 cos 


w % = 1 |cos 


2ic 

3 

4ji 


2 ?r > i , ij3 
+ Isen =- + e 


47C 

- +,sen T 


i ■/3 



EXERCICIOS BASICOS 


B.25 Determioe os numeros complexos z tais que z 4 — 1. 
Sugestao. Faęa z — p(cos cp + i sen cp) e 
1 = l(cos 0 + i sen 0 ). 

B.26 Mostre que o niimero w = 1 + / € uma das raizes quintas 
de z = -4 — 4i. 

B.27 Calcule as rafzes sextas de 1. Sugestao. Exercfcio R.I4. 

B.28 (Fesp-SP) As raizes imaginarias da esąuaęao 8 x 3 +1=0 
sao: 

JJ . 


a) 


1 


M 1 ^ V3 , 

b) T * —' 

c) ± ± 2L; 

' 4 4 


Exercfcio complementar C.T5 


d) — ± -24— / 

, 3 , Jl . 

e) T ± ~4~' 


9 . RESOLUęAO DE EQUAęÓES DO 
2 - GRAU EM € 

Quando estudamos as equaęoes do 2- grau no conjunto 
universo IR, demos o conjunto vazio (0) como soluęao 
para eąuaęoes com discriminantes negativos. Porem no 
conjunto universo € tais equaęóes possuem conjunto so¬ 
luęao nao-vazio, pois emCeposswel extrairrafzes qua- 
dradas de numeros negativos. 


' EXERCICIO RE50LVID0 


R.15 Resolver em € a eąuaęao x 2 + 2r + 5 = 0. 

Resoluęao 

Temos que A = 2 2 — 4 • 1 ■ 5 = —16. 

As rafzes quadradas de —16 sao 4 i e —4 i. Logo, temos: 

—2 — 4 i 

x = — x = —1 # m ou x — — 1 — 2 i 
S= {-1 + 2 Ż,-l - 2 i} 




EXERCICIO BABICO 


B.29 Resolva em C as eąuaęoes: 

a) x 2 - dr + 10 = 0 

b) x 2 + Zr + 5 = 0 


c) 2x 2 + 2x + 5 = 0 

d) x 2 8 x +-17 = 0 


Exercfcios complementares C.16 e C.17 


EXERCICI05 COMPLEMENTARES 


C.l (U. E. Londrina-PR) Seja o niimero complexo 

2 i 342 

z — ... _ . 2 . A imagemde - no piano complexo e um 



(1 -w 

ponto que pertence ao: 

a) eixo imagindrio. 

b) eixo real. 

c) 2- ąuadrante. 


d) 3- ąuadrante. 

e) 4- ąuadrante. 


C.2 (U. E. Londrina-PR) Um ntimero complexo z e tal que 

2f"z + z * Z = 3 — m Nessas condięoes, a imagem de z 
no piano de Gauss e um ponto que pertence ao: 

a) eixo real. d) terceiro ąuadrante. 

b) eixo imaginario. e) segundo ąuadrante. 

c) ąuarto ąuadrante. 

C.3 (FEI-SP) O módulo do numero complexo (1 + i)~ 3 e: 
a) Jl c) -3 e) 0 

J2 


b) 1 


d) 


4 


C.4 (Mackenzie-SP) A soluęao da eąuaęao 

\z\ + z — 18 + 6 f = 0 e um complexo z de módulo: 
a) 6 b) 8 c) 18 d) 12 e) 10 

C.5 Represente no piano de Argand-Gauss o lugar geometri- 
co das imagens dos numeros complexos z tais que 


zz — z 
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C .6 Obtenha o módulo e o argumento do numero complexo 
z, em que: 

a) z = (1 + O 10 Sugestao. z = [(1 + i) 2 ] 5 . 

3 + 5/ 

b) z= - - . 

4 +1 

C,7 (UFRS) Considere Z\ — — 3 + li e z 2 = 4 + /. A repre- 
sentaęao trigonometrica de + z 2 e: 


s ( n . • 71 

a) cos — + ; sen — 

V 4 4 


b) a/ 2 ^ ^ cos ~ + i sen ^ 

. ( 3n . 3n " 

c) cos —— + i sen —— 


nrf 7 JE . 7 TC ' 

d) 72 cos -r- + i sen —— 


. f 7ju , . 7tc 
e) cos -r- + t sen —— 


C .8 (Unicamp-SP) Um triangulo equilatero, inscrito em u ma 
cireunferencia de centro na origem, tem como um de 
sens vertices o ponto do piano associado ao numero 
comp!exo J3 + i. 

a) Que numeros complexos estao associados aos outros 
dois vertices do mesmo triangulo? Faca a figura desse 
triangulo. 

b) Qual a medida do lado desse triangulo? 

C.9 (UNIR) Considere o numero complexo z — 1 + yL em 
que _v e um numero real e i a unidade imaginaria, Se 
w — z ~ z, em que zeo conjugado de 2 , e a forma trigo¬ 
nometrica de w e 2 ^ cos + i sen -y j, entao y e igual a: 


a) -1 

b) 1 


c) 2 

d) 3 


e) 4 


C.10 (Vunesp) Seja L o afixo do numero complexo 
a — J& + i em um sistema de coordenadas cartesianas 
xOy. Determine o numero eomplexo b, de módulo igual 
a 1, cujo afixo M pertence ao ąuarto quadrante e e tal que 
o angulo LÓM e reto. 

C.ll (Fuvest-SP) Dentre os numeros complexos z — a + bi, 

K 

nao-nulos, que tem argumento igual a —, aąuele cuja 
representaęao geometrica esta sobre a parabola y — .v 2 e: 


a) 1 + i 

b) 1 - i 


c) —1-4-1 

d) Jl + li 


e) — Jl + li 


C.1 2 (U. E. Londrina-PR) Se z — 2| cos " + i sen - 7 - j. entao 
o conjugado de z 2 e igual a: 

a) Jl — i Jl d) Jl 2i 

b) — J2 — ijl e) —4 i 

c) — Jl "F i Jl 

Sugestao: z 2 — z * z. 

C.13 (Unifor-CE) Sendo u = p(cos ot + / sen a), 

v — 3(cos 60° + i sen 60°) cw — 2 (cos 30° + i sen 30°) 


u 


tal que — = w, conclui-se que: 


v 


a) u = 6 

b) u = 6 + / 


c) w = 6 — i 

d) w = 6 i 


e) h — —6 


C.14 (Fuvest-SP) Mostre que o numero complexo 

z — cos 48° + i sen 48° e raiz da equaęao 2 lu + z 5 + 1=0. 

C.15 (U, F. Santa Maria-RS) A soma das ratzes cubicas do nu¬ 
mero complexo z — 8 i e: 

a) -4i c) 0 e) 4 i 

b) -273 i d) lj3 i 

C.16 (PUC-MG) Uma soluęao da equaęao 2 z 2 — 3 c + 2 - 0 
e igual a: 


»T-T‘ 

b ) i + 4- ; 

,3 7 . 

c) — — —1 
2 2 


<q 1 + JJi 

4 4 

.53. 

e) T + T' 


C.17 (PUC-MG) Em C, o conjunto soluęao da equaęao 

= 0 e dado por: 


\ -x 2 

1 5 

x — 1 1 


a 1 - Li 
} 1 5 5 5 5 5 

»lf *i l r M 

c) 12 + ±i ±-±, 

M 5 5 ' 5 5 


e) 


t + 6i - T - 6i 
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Capitulo 64 

POLINÓMIO EM UMA YARIAYEL 


1. CONCEITUAęAO 

Polinómio na variavel x e toda expressao P(x) da 
forma: 

a„x n + a n _ jjc n “ 1 + a n _ ^" 2 + ... + + 4 0 

em que {a„, ą_ „ a* _ 2 , a u a 0 } C £ e 
{n, n — 1, n — 2,1,0} C IN. 

• Para indicar que P{x) representa a expressao 

a„x n 4- a n _ [ x n + a„ _ 2 x n ~ 2 4- ... -f rtjjc 4- « 0 escreve- 
se P(x) - a n x" + a n _ ijc" ~ 1 4- _ t x n 4 ... 4- 

4- 4- fl 0 (o sfrnbolo ~ deve ser lido: “e identico a”). 

* Cada urna das parcelas 


b) A expressao lit 5 + r + 3t + 6, que pode ser escrita 
sob a forma lit 5 4- 0 t Ą + f 3 + Ot 2 4- 3 1 + 6 , e um polinó- 
mio de grau 5 em que: 

• 2/, 0, i, 0, 3 e 6 sao seus coeficientes; 

•te sua variavel; 

• lit 5 . Ot \ t 5 . Ot 2 , 3t e 6 sao seus termos ou seus 
monómios; 

• 6 e o seu termo independente. 

c) O nu mero 7 e um polinomio de grau zero, pois pode 
ser representado por 7x°. Todo numero e chamado de 

polinomio constante. 

d) As expressoes 5x~ 2 + 2x ~ 1 4- 4 x 4- 2 e 3x 4 4- 5x 2 
nao sao polinomios, pois em cada urna delas ha pelo menos 
um expoente da variavel que nao e um numero natural. 


a„x n , a„ _ jX» l , a„ _ 2 x" 2 , a } x, a 0 

e um termo o u monómio do polinomi o, sendo a () o ter¬ 
mo independente da variavel x. 

• Os numeros a„, a n _- l ,a n _ 2 ,..., a L , a {) sao os coeficientes 
do polinomio. Se todos esses coeficientes forem iguais 
a zero, o polinomio e chamado de identicamente nulo. 
Indica-se que um polinomio P(x) e identicamente nulo 
por P(x) = 0. 

• O grau de um polinomio nao identicamente nulo e o 
maior expoente da variavel dentre os termos de coefi¬ 
cientes nao-nulos. Indica-se o grau de um polinómio 
P(x) por dP (le-se: del P). 

• Atribuindo-se um valor coniplexo a a variavel x , o 

resultado da expressao obtida e chamado de valor nu- 

merico do polinomio para x = a. Indica-se esse valor 
* 

numerico por P(a). 



EXERCICIOS RE60LVIC>0S 


R.l Para que valor complexo de a o polinomio 

(a 1 — l).t 2 + (a - l)x 4- 0 e identicamente nulo? 

Resołucao 

> 

Indicando esse polinómio por P(x). temos que: 


P(x) = 0 <=> 


a 2 - 1 = 0 
[a — 1 — 0 


P{x) = 0 «■ 



1 ou a — — 1 
1 


Logo, a — i. 

R.2 Para cjue va!ores complexos de m o polinómio 
P(x) = (m 2 — \ )x 3 + 7x l — 5 possni grau 3? 

Resohtęao 

dP = 3 m 3 — 1 ^ 0 

dP = 3 <=> m ^ 1 e w # - 1 


Exemplos 

a) A expressao 5x 4 — 3.v 3 + 2x 2 — 4x + 76 um poli¬ 
nomio de grau 5 em que: 

• 5, — 3,2, — 4e7 sao seus coeficientes; 

• x e sua variavel; 

• 5x 4 , —3x 3 , 2x\ —4x e 7 sao seus termos ou seus 
monómios; 

• 7 e seu termo independente. 


Assim, o polinómio P(x) possui grau 3 para todo numero 
complexo m, m + 1 em# — 1 . 

R.3 Indicando por P(x) o polinomio 2 .f + x 2 — 3x, calcular 
P(5), 

Resohtęao 

O sfmbolo P(5) indica o valor numerico do polinómio 
parax = 5. Assim, temos: 

P(5) = 2 * 5 3 + 5 2 - 3 • 5 

.*. P(5) - 2 ■ 125 + 25 - 15 A P{ 5) = 260 


402 


W 






Os połinomio5 e os sistemas de numeraęao 

O nosso 5istema de numeraęao utiliza a base 10, i5to e, 10 unidades formam 1 dezena, 10 de2enas formam 1 
centena etc. A55im, por exemplo, o numero 6.472 pode ser representado 5ob a forma de urna decomposięao 
polinomial: 

6 * 10 5 + 4 • 10 2 + 7 • 10 1 + 2 ■ 10° 

5e qui5ermos escreuer o numero 6.472 em outra base, por exemplo, a base 5, devemos obter os nOmeros 
a n , a n _ 1( a n _ 2 , ..., a lt a 0 com {n, n - 1, n - 2, 1, 0} c IN, tais que: 

6.472 = a„ ■ 5" + * 5" _1 + a ri „ 2 * 5 n “ 2 + ... + a x • 5 + a 0 • 5° 

Para a obtenęao dos numeros a n , a n _ lt a n _ Z) ..., a x e a 0 , basta dividir 6.472 por 5, cujo quociente deue tambem 
ser dlvldido por 5 e o novo quociente ainda deue ser diuidido por 5, e assim por diante ate se obter um quodente 
menor que 5, isto e: 

6,472 | 5 

resto—► 2 1,294 | 5 

resto^ 4 258 | 5 

resto—* 3 51 | 5 

resto—» 1 10 | 5 

resto —* 0 2 ultimo quoclente 

Tomando-se o ultimo quoclente e os restos na ordem Inuersa em que foram obtidos, os valores 2, 0, 1, 3, 4 e 
2 sao, respectiuamente, Jguais aos numeros a„, a n _ 1( a n _ 2 , ..., e a 0 , e, portanto, podemos escreuer: 

6.472 = 2 • 5 5 + 0 • 5* + 1 • 5 5 + 3 • 5 2 + 4 • 5 1 + 2 • 5° 
ou, ainda, 6.472 = 201342 5 , 

O que fizemos acima fol representar na base 5 o numero 6.472 dado na base 10, O numero 201342 3 deve ser 
lido como: dois, zero, um, tres, quatro, dois, na base 5. 



B.l 


EXERCICIOS BASICOS 


Qual das expressoes seguintes e polinómio na variavelx? 

a) A(x) = 3x~ s + 8 x + 2 


b) B(x) =l/x + 2x 2 - 1 

c) C(x) = x + -L 


d) D{x) -- 

e) E{x) - 6x 2 + ~ 


2. IDENTIDADE DE POUNÓMIOS 

Defmięao 

Os polinómios a „x" + a n _ , x n ~ 1 + a ll _ 2 x n ~ 2 + 

4- ... + e b n x n + £>„_, X' 1 _ 1 + b n _ 1 x n ~ 2, + + 

+ h o, na variavel x, sao identicos se, e somente se: 

Oj = b p Vj, j G 0ST e 0 <j ^ n 

Indicamos que dois polinómios P(x) e Q(x) sao identi¬ 
cos por P(x) = Q{x)\ caso nao sejam identicos, indicamos 
por P(x) # 0(x). 


B.2 Detemiine o gran de cada lim dos polinómios: 

a) A(x) = 5x? + Sjc 2 + x — 1 

b) B(x) = (k 5 + 3 * 2 - 6 

c) C(x) - 4 

d) D(x) - 0 

B.3 Para tjue valores complexos de k o polinómio 
P(x) = (2 k 2 — 18)x 4 + 3x — 2 possui grau 4? 

B.4 Obtenha os valores de m, wEC, para que o poiinomio 
P(x) = (m 2 — 4)x 6 + 3jc 5 + 2x 2 — 4 tenha grau 5. 

B.5 Para que valor de k o polinómio 

P(x) = (k 2 — l)x 2 + (k + 1 )x + 2k + 2 e identicamente 
nulo? 

B.6 Indicando o poiinomio x 5 + x 3 + 2x 2 - x + 1 por P{x), 
cale ule" 

a) P(2) b)P(-l) c)P(O) d)P(i) 

Exerctcio compiementar C.1 



EXERCICIO RES0LVID0 




R.4 Para que valores coraplexos dem en os polinómios 

(m 2 - l)x 3 + 2x + 5 e 

8 x 3 + (m — 3)x 2 + (m — n)x + 5 


na variavel x sao identicos? 

Resoluęao 

Indicando esses polinómios por P(x) e Q{x\ respectiva- 
mente, temos: 


P(x) ~ Q(x) <=> < 

* 


m 1 - 1 =8 
m — 3 = 0 

m — n — 2 


P(x) = Qix )« 


m — 3 ou m = — 3 
m = 3 
. m — « = 2 


Temos, entao .m = 3 en = I. 
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EXERCIC10S BASI COS 


B.7 Dados os polinómios P(x) = 3x 4 4 2x 3 -xe 

Q(x) = im -i- »)x 4 4 2x 3 4 (m ~ 2 n)x 2 — x f determine as 
constantes m e n, sabendo que P(x) — (7(x). 

B .8 Para que valores de a. b e c os polinómios 
P(x) = (a 4 b 4- e)# — 2 a 3 4 5x 4 1 e 
Q(x) = (a 4 b)x 3 + (b + c)x 4 1 sao identicos? 

Exercfcio complementar C.2 


3. OPERAęÓES COM POLINÓMIOS 

Vamos fazer agora u ma revisao atraves de alguns 
exercicios resolvidos. 



r EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.5 Sendo P(x) = 3a 4 + 2x 3 4 x — 1 e 
Q(x) — 5x 4 4 3x 4 7, calcular: 

a) P(x) 4 Q(x) 

b) P(x) - Q(x) 

Resołuęao 

a) O polinómio soma e obtido adicionando-se os monó- 
mios semelhantes nas parcelas, isto e: 

P(x) 4 Q(x) ~ 3x 4 4 5x 4 4 2x 3 4 x 4 
+ 3x - 1 I 7 = 8x 4 4 2 a 3 4 4x 4 6 

b) O polinómio diferenęa e obtido subtraindo-se dos mo- 
nómios de P(x) os respectivos monami os semelhantes 
de Q(x). isto e: 

P(x) - Q(x) = 3x 4 - 5a- 4 4 2x 3 4 
4 x - 3x - 1 - 7 = -2x 4 4 2# - 2x - 8 

R .6 Sendo P(x) = 5x 2 — 3a' + 2 e Q(x) — 4x — 6 , calcular: 

a) 3P(x) 

b) P(x) • Q(x) 

Resołuęao 

Aplicando a propriedade distribuitva, temos: 

a) 3 P(a) - 3(5x 2 - 3x 4 2) - 15# - 9x 4- 6 

b) P(x) • Q(x) m (5x 2 - 3x 4 2)(4 x - 6 ) = 

= 20x 3 - 30# - 12a 2 4 1 8a + 8x - 12 = 

- 20# - 42x 2 4 26 a - 12 

R.7 Atraves do metodo da chave, obter o quociente Q(x) e o 
resto R(x) da divisao de: 

E(x) = 2x 5 4 4x 4 4 4# 4 9 a- 4 3x 4 1 por D(x) ~x 2 4 2 

Resołuęao 

1-) Dividimos o monómio de mais alto gran de E(x) pelo 
monómio de mais alto grau de D(x): 

2# 4 4x 4 4 4# 4 9# 4 3 a* 4 1 I a 2 4 2 


2 r 3 


2 a ) Subtrafmos do dividendo o polinómio 
2x 3 (x 2 4 2) = 2x 5 4 4x 3 : 


Primeiro 
resto parcia! 




2x 5 4 4at 4 4 4a 3 4 9A 2 4 3x 4 1 
2x 5 44x 3 

:-► 4x 4 4 Oa 3 4 9x 2 4 3x 4 1 


a 2 4 2 


2a 3 


3 e ) Dividimos o monomio de mais alto grau do primeiro 
resto parcia! pelo monómio de mais alto grau de D(x): 


2x 5 4 4A 4 4 4A 3 4 9a 2 4 3 a 4 1 
2x 5 4 4 a 3 

4a 4 4 Oa 3 4 9a : 4 3a 4 1 


a 2 4 2 


2a 3 4 4a 2 


4 -) Subtrafmos do primeiro resto parciał o polinómio 
4 a 2 (a 2 4 2)= 4a + 4 8a 2 : 





2x 5 4 4 A 4 4 4 A 3 4 9a 2 4 3a 4 1 
2a 5 4 4a 3 

4x 4 4 Oa 3 4 9a 2 4 3a 4 1 
4a 4 4 8x 2 


a 2 4 2 


2 a 3 4 4a 2 


a 2 4 3a- 4 1 


Segundo 
resto parciał 


5 fi ) Dividimos o monómio de mais alto grau do segundo 
resto parciał pelo monómio de mais alto grau de D(x): 


x 2 4 2 


2x 3 4 4 a 2 4 1 


2x 5 4 4 a 4 4 4x 3 4 9 a 2 4 3a 4 1 
2 a 5 4 4a 3 

4A 4 4 Oa 3 4 9 a 2 4 3a 4 1 
4x 4 4 8a 2 

a 2 4 3x 4 1 

6 S ) Subtrafmos do segundo resto parciał o polinómio 
1(# 4 2) = a 2 4 2: 


2x 5 4 4A 4 4 4 a 3 4 9a 2 4 3x 4 1 
2 x s 4 4 a 3 _ 

4A 4 4 Oa 3 4 9a 2 4 3x 4 1 
4A 4 4 8A 2 


A 2 4 2 


2x 3 4 4 a 2 4 1 


€ 


A 2 4 3a 4 1 
42 


3x — 1 


Resto finał 


Temos, entao, Q(x) = 2a 3 4 4x 2 4 1 e R(x) = 3x— !. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.9 Dados os polinómios A(x) = 6 # 4 2 x 2 — 3a, 

B(x) = 4a 2 4 5,v - 1 e C(a) = 9a — 2, catcule: 

a) A(a) 4 B{x) e) [C(a)] 2 

b) A (a) - B(x) f) 2 A(a) - 3 B(x) 

c) 4A(a) g) A(a) • C(a) 4 B(x) 

d) B(x) • C(a) 

B.10 Considere os polinómios A(.v) = 2x 2 + ax 4 b, 

B{x) = 4a 4 2, C(x) = a 4 be 

D(x) = 8 x 3 4 (17 4 b)x 2 4 3x — a. Determine as cons¬ 
tantes a e b sabendo que A(a) • B(x) 4 C(x) = D(x). 

B.ll Se dois polinómios P(x) e Q(x) tem o mesmo grau n e 
P(x) 4 Q(x') 6 nao-nulo, entao: 

a) o polinómio P(x) 4 Q(a) tern grau n. 

b) o polinómio P(x) 4 Q{x) tem grau menor que n. 

c) o polinómio P(x) 4 Q(x) tem grau menor ou igual a n. 

d) o polinómio P(x) — Q(x) € identicamente nulo. 

e) o polinómio P(x) — Q(x) tem grau I. 
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B.12 Dois polinóraios P(x) e £)(a) sao tais que dP — 3 e 
dQ - S. Qua] ć o grau do polinómio P(x) * £)(a)? 
Lembrete. O simbolo dP deve ser lido “del P” e repre- 
senta o grau do polinómio P. 

B.13 Atraves do metodo da chave, obtenha o quociente Q{x) e 
o resto R(x) da divisao de E(x) por D(x) nos seguintes 
casos: 

a) E(x) = 3x G - 13x 5 + 8* 4 + I3x 3 - 8x 2 + 23x - 12; 
D(x) = a - " - 5a- H- 6 

b) E(x) = 2x 5 -I- 6x i + x 2 - 4a- + 2; 

D(x) = a 3 + 3a- — 4a + 2 

c) E(x) = a 4 — 1; Z)(x) = a — l 

d) E{x) = 8x s 4 26.r 4 4 17x 3 + 10 a 2 + 10x - 3; 

D{x) = 2x* - 3x 3 - a- 2 4- 1 

e) E{x) — 9x 6 — 4x 4 ■ a 2 4- 6a -I- 12; 

D(x) = 3x 3 + 2 a 2 + 3a- + 2 

f) E(x) = x 5 + 1; D{x) = a +1 

Exercfcios complementares de C.3 a C.5 


Propriedade fundamental da divisao 
de polinómios 


Sejam os polinómios P(x), Z)(x), Q(x) e R(x), com 
dP 5= dD e dR < dQ (ou R = 0). Os polinómios <200 
e R(x) sao, respeetivamente, o quociente e o resto da 
divisao de P(.a) por D(x ) se, e somente se, 

P(x) = Q(x) * D{x) + R(x). 


P(x) D(x) 


RM Q(x) 


<=> P(x) = Q(x) ■ D{x) + R(x) 



R.8 


EXERCfclOS RES0LVID05 

t 

Dividindo um polinómio P(x) por 2x 3 - 1, obtem-se o 
quociente 4x + 2 e o resto x 2 + 3. Determinar P{x). 


Resoluęao 

Multiplicando-se o ąuociente pelo divisor e adicionan- 
do-se ao resultado o resto da divisao, obtem-se o di vi- 
dendo. Assim, temos: 


P(x) 


2 x 3 - 1 


a 2 + 3 4x + 2 


=> P(x) = (4a + 2)(2x 3 - 1) + a- 2 + 3 
P(x) = 8.v 4 - 4x + 4x 3 - 2 + x 2 + 3 = 
= 8x 4 + 4a 3 -r X 1 — 4x + 1 


JR.9 Dividindo o polinómio P(x) = 6x 3 + 4v 2 + 2x ~ 1 pelo 
polinómio D{x), obtem-se o quociente Q{x) = 3x + 2 e 
o resto R(x) = llx + 5. Determinar D(x). 

Resoluęao 

O grau do polinómio quociente, 1, e a diferenęa entre os 
graus dos polinómios dividendo. 3 ; e divisor, dD. Assim, 
temos 3 — dD — 1; logo; dD = 2. Sabendo que o grau 
de D(a-) e 2, podemos escrever D(x) = ax 2 + bx + c. 


Multiplicando o quociente pelo divisore adicionando ao 
resultado o resto da divisao. obtem-se o polinómio divi- 
dendo, isto 6: 

P(x) D(x) 


, ... , m P(x) = Q(x) • D{x) + R(x) ■ 

R(x) Q{x) 

6 x 3 + 4x I + 2x - 1 = 

= (3a' + 2)(ax 2 + bx + c) + llx + 5 
6x 3 + 4 a' 2 A 2.v — 1 = 

= 3av 3 + 3bx 2 4- 3cv + 2ax 2 + 2bx + 2c + 1 Lr + 5 
6x 3 -1- 4 a 2 + 2a — 1 = 

= 3ax 3 + (3 b + 2 a)x 2 + (3 c + 2b + 1 l)x + 2c + 5 
f3 a = 6 
3b + 2a = 4 
3c + 2b + 11 = 2 
2c + 5 = -1 


. . t 


a = 2, b 0 e c = — 3 


Finalmente, temos D{x) = 2.v 2 + Oa* - 3, ou seja, 
D(a) = 2a 2 — 3. 



EXERCfciOS BASICOS 




B.14 (UFF-RJ) Ao se dividir o polinómio P(x) por 
D(x) — x 2 obteve-se quociente 
Q(x) = a 4 + 2x 2 + x + 1 e resto 8. Determine P(x). 
Nota. Em exames vestibulares, alguns examinadores, 
com o objetivo de simplificar a notaęao, indicam que 
dois polinómios P(x) e Q(x) sao identlcos simplesmente 
por P(a) =■ Q{ a), em vez de P(x) = Q(x). 

B.15 (UEB) Em urna divisao, o dividendo e um polinómio do 
8 S grau e o divisor e um polinómio do 5 9 grau. Pode-se 
afirmar que: 

a) o quociente e um polinómio do 4 a grau. 

b) o quociente e um polinómio do 2- grau. 

c) o resto pode ser um polinómio do 5“ grau. 

d) o maior grau possivei para o resto e 4. 

e) a divisao nao pode ser exata. 

B.16 (UEPA) Dividindo o polmómio 

P(x) = a 3 — 4a 2 + 7a — 3 pelo polinómio D(x), obtemos 
o quocienie x — 1 e o resto 2x — 1.0 valor de D(2) e: 

a) -4 c) 0 e) 2 

b) -2 d) 1 


Exercf'cios complementares C.6 e C.7 


. . .j-i.. 


4. RAIZ OU ZERO DE UM POLINÓMIO 

Defmięao 

Uma constante complexa k e raiz ou zfero de um 
polinómio P(x) se, e somente se: 

P(k) = 0 


Exemplo 

O nu mero 2 ć raiz do polinómio: 

P(x) = x 3 — 5a 2 + 3x + 6 
pois P( 2) = 2 3 — 5*2 2 + 3*2 + 6 = 0. 
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EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.10 Detenninar as raizes do polinomio P(x) = 2x 2 — x — 1. 
Resoluęao 

Basta resolvermos a equaęao P(x) — 0, ou seja: 

2t 2 - a - 1 = 0 

Temos: 

A = (—l) 2 — 4 * 2 * (—1) =v9 

-(-1)±79" 1 ±3 

. . X = -—- =>A = 


2 • 2 

, 1 

. X = 1 OU X — -— 

■r 


1 


Assim, as raizes de P(x) sao 1 e — —. 

R.ll Provar que. se a soma dos coeficientesde um polinomio 
P{x) e igual a zero, entao o numero 1 e raiz do polinomio. 
Resoluęao 

Seja P(x) = a n x n + a n _, a" ~ 1 + a„ _ 2 a'' " 2 + ... + a Q tal 
que a„ + a,,., + a „_ 2 + ... + a Q = 0 . 

Calculando P(l), temos: 

P(\) = a n ■ 1 " + «„_,• l"-- 1 * 

+ a„- 2 * l n ~ 2 + ... + a 0 

•'* ^( 1 ) “ + a „_ 2 + ... +■ a 0 

Por hipótese, temos que a soma dos coeficientes de P(x) 
e zero. Logo, P(l) = 0, isto 6, 16 raiz de P(x). 

(c.ą.d.) 

R.12 Provar que, se o termo independente de um polinomio 
P(x) 6 igual a zero, entao zero e raiz de P(x). 

Resoluęao 

Seja P(x) = a„x n + a„ _ |A n ' 1 4- a„_ 2 x n ~ 2 + ... + a, x + 0. 
Temos que: 

P(0) = a„ • 0" + a n _, • 0"“ 1 + a n _ 2 • 0" _ 2 4- ... + 

+ a, • 0 + 0 P(0) - 0 

Ou seja, zero e raiz de P(x). (c.q.d.) 




■ 


EXERCICIOS &ASICOS 


B. 17 Determine as raizes de cada um dos seguintes polinomios; 

a) P(x) = 3a 2 - 2a - 1 

b) P{x) ~x 2 + l 

c) P(x) — (x 2 - 9)(a 2 + 1 ) 

d) P(x) = a 3 — 5x 2 + 6a 

e) P(x) = a 2 + 2x + 2 

f) F(a) = (a 2 - 7x+ 12) 38 

B.18 Se a soma dos coeficientes de um polinomio ś igual a 
zero, entao podemos afirmar que: 

a) o polinomio 6 identicamente nulo. 

b) o polinomio tem grau par. 

c) o polinomio tem grau impar. 

d) uma das raizes do polinomio e 1 . 

e) o termo independente do polinomio e zero. 

5. FRAęAO POLINOMIAL 

befmięao 

Chama-se fraęao polinomial toda expressao do 
p(x) 

tipo n . ' , em que P(x) e Q(x) sao polinomios 
complexos de variavel complexa, com Q(x) ^ 0 . 


Exemplos 

3jc 2 — 2x + 1 


a) 


b) 


x — 2 


x 3 — 3* 4- 2 


Fraęoes polinomiais identicas 

Defmięao 


_ f ~ i ■ , P(x) S(x) 

Dnas fraęoes pohnomtais „. . e _. . sao 


identicas se, e somente se: 

Pik) „ S(k) 


Q(k) TO) 
com Q(k) =£ 0 e T{k) A 0 


Q(x) T(x) 


, V&, k G C, 


Indicamos que as fraęoes ~~r e ~ s&0 

Q(x.) • T(x) 

P(x) S(x) 

ticas por ' ~ = ' \ e, caso contrario, por 

Q(x) T(x) 

Sjx) 


PM_ + 
QM 


TM • 


Exemplos 

(x+ l) 2 


a) 


b) 


x 2 + 2x + 1 


x — 3 
ax + b 


x — 3 


, com x =£ 3 


3x + 5 


.i _ 


ax + b = 3x + 5 


a = 3 e b = 5 



EXERCICIO RE60LVID0 


R.13 Determinar as eon stan tes a e b de modo que: 


a b 


x — 1 x 4 - 1 


5x + 1 
x 2 — 1 


Resoluęao 


a(A + 1 ) + b(x “ 1 ) _ 5x + 1 

(a — 1)(a +1) a 2 ~ 1 


ĆIA 


+ a + bx - b 5a + 1 


A 2 - 1 A 2 - 1 

(a + b) a + a — b _ 5a + 1 


i 


A 2 — 1 

a + b = 5 (I) 
a - b - 1 (H) 


a 2 - 1 


Somando membro a membro (I) e (II), obtemos: 

2 a = 6 a = 3 

Substituindo a = 3em(I),obtemos3 + 6 = 5 6 = 2, 


1 



































Jl' EXERCfCIOS BASICOS 

B.19 Determine as constantes a e b na identidade: 

a b _ 3x 

x — 3 x + 3 A " 2 — 9 

B. 20 Obtenha as constantes o, b e c na identidade: 

a _|_ b_ + c _ 8 ac 2 — x — 1 
a — 1 x x +■ 1 jc 3 — x 

Exerci'cio complementar C.8 

^ EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C. l (Mackenzie-SP) Seja o polinómio P(x) = 2x 4 — jc 3 + 1. 

O valor de P(i s ) 6: 

a) i + 3 c) i - 2 e) li 

b) / - 3 d) i 

C.2 (Vunesp) Para que valores reais de a, b e c as funęóes 
poi ino mi ais / e g. definidas por f(x) ~ a- + .y 2 + x e 
g(x) ~ a* 3 + (a + b)x 2 H- (b + ć)x + a — b — c, sao 
identicas? 

C .3 (Fuvest-SP) Urn polinómio P{x) — a 3 + ax 2 + bx + c sa- 
tisfaz as seguintes condięóes: P( i) = 0; P(~x) + P(x) = 0, 
qualquer que seja .v real. Qual o valor de P(2)? 
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6 


C.4 (U. E. Londrina-PR) Sendo f, g th polinomios de graus 

4, 6 e 3. respectivamente, o gran de (/ 4 - g) • h sera: 
aj 9 b) 10 c) 12 d) 18 e) 30 

C.5 (FEI-SP) A soma de dois polinomios P(x) + Q(.x) 6 um 
polinómio de grau 6, e a diferenęa P(x) — Q(x) e um 
polinómio de grau 4. E valido afirmar-se que: 

a) a diferenęa Q(x) — P(x) tem grau 6 . 

b) P(.v) e Q(x) tem o mesmo grau. 

c) F(.r) tem grau 5 . 

d) Q{x) tem grau 4. 

e) P(x) tem grau 4. 


C .6 


(U. F. Santa Maria-RS) Na divisao do polinómio 
P{x) = %x s + ax 4 + 4ac 3 + 9jc 2 + 3x 4- l pelo polinómio 
Q(x) ~ bx 3 -+■ 4x 7 + 1 , obtiveram-se o quociente 
H(x) - r t 2 e o resto R(x) = 3x + c, em que a, b e c 


sao numeros reais. Entao o vaIorde — {a + b + c) e: 


a) l 


b) 2 


c)3 



C.7 (ITA-SP) Dividindo o polinómio P(x) = jc 3 + X 2 + x + 1 
pelo polinómio 0(ac), obtemos o ąuociente S(ac) = 1 4- x 
e o resto /?(jc) — x + 1 . O polinómio Q(x) satisfaz: 

a) ( 2 ( 2 ) = 0 c) 0 ( 0 ) #0 e) n.d.a. 

b) 0 ( 3 ) = 0 d) 0 ( 1 ) # 0 


C .8 


(PUC-SP) Os valores de A e B tais que 


1 + x _ A_ B 

X — X 2 X I — AC 

a) 2 e 1 c) 1 e 2 

b) 3 e 2 d) 2 e 3 


sao, respeclivamente: 

e) 1 e 3 


r 
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Copftulo 65 

GENERALIDADES SOBRE A DIYISAO DE UM 
POLINÓMIO POR UM BINÓMIO DO l s GRAU 


1. TEOREMA DO RESTO 

Seja a uma constante qualquer. 

O resto da divisao de um polinómio P(x) por 
x — a e igual a P(a). 

Demonstraęao 

Sejam Q(x) e R(x) o quociente e o resto da divisao de 
P(x) por x — a , respecUvamente, ou seja: 

P(x) = (x — a) * Q(x) + R(x) (I) 

com dR < 1 ou R(x) = 0. 

Note f portanto, que P(x) e um polinómio constante. 
Fazendo R(x) = R, a sentenęa (I) pode ser escrita como 
P(x) = (x - a) • Q(x) + R. 

Calculando P(a), obtemos: 

P(a) = (a — a) • Q(a ) + R P(a) — R 

Logo, o resto R da divisao e igual a P(a). 

(c.q.d.) 

I’ EXERCICIOS RESOLYI DOS 

R.1 Calcular o resto da divisao do polinómio 
P(x) — S.r 4 — 5x 2 — 3 por x — 2. 

Resoluęao 

O teorema do resto nos garante que o resto R da divisao 
de P(x) por x — 2 e igual a P(2). Assim, temos: 

R = P(2) = 3 * 2 4 - 5 * 2 2 - 3 R = 25 

R.2 Calcular o resto da divisao do polinómio 
P(x) = 2X 3 + 6x 2 + 3x — 1 por x + 1. 

Resoluęao 

Observando que x + 1 = x - (- 1 ), temos. pelo teorema 
do resto, que o resto R da divisao do polinómio P(x) por 
x + 1 i P(—1). Assim, temos: 

P= P(-1) = 2 ■ (-1 ) 3 + 6 * (-1 ) 2 + 3 * (-1) - 1 
/. R = 0 

Notę que, como o resto e zero, P(x) e divisivel por x + 1. 

R.3 O resto da divisao do polinómio 

P(x) = 3x 2 — (3 a 4- l)x + a por x — 3 e igual a 8 . 
Calcular o valor de a. 

Resoluęao 

O resto 8 da divisao de P(x) por jr-3e igual a P(3), ou 
seja: 

8 = P(3) 8 = 3 • 3 2 - (3a + 1) * 3 + a 

Logo, 8 = 27 — 9a — 3 + a 8 <s = 16 a = 2. 


R.4 Determinar o polinómio P(x) do 2 a gran que dividido por 
x — i ( r ^ 2er - 3 apresenta restos iguais a 4, 7 e 14, 
respeclivamente. 

Resoluęao 

Sendo P(x) — ax 2 + hx + c, pelo teorema do resto, 
temos: 

P(l) = 4=>a + £ +c = 4 
P(2) = 1 4a 4 2b + c — 1 
P(3) = 14 => 9a 4 3b 4 c - 14 


Escalonando o sistema < 


temos: 


a 4 b 4 c — 4 
4a + 2 b 4 c — 7 
9a 4 3b 4 c = 14 


4a 4 2b 4 c — 7 „ ± 

9a + 3b + c = 14 „ 
a 4 b 4 c ~ 4 
< Oa — 2b — 3c = 

On — 6b — 8c = —22 



- ~ 9jL r© 

= -v >*—-* 


a 4 b 4 c = 4 (I) 

J Oa - 2b - 3c = -9 (II) 
Ofl + Ob 4 c = 5 (III) 


Substituindo c — 5 em (U), temos: 

-Ib - 3 • 5 = -9=>ć> = -3 
Substituindo b — — 3 e c = 5 em (I), temos: 

a — 3 + 5 = 4=}>a = 2 
Logo, P(x) — 2x~ — 3x + 5. 

EXERC(CI0S BASICOS 

B.l Calcule o resto da dmsao de P(x) por D(x) nos seguintes 
casos: 

a) P(x) = 3jC* - 2 r 3 + 1 ; D(x) = x — 2 

b) P(x) ~ x 3 + 6 x 2 - 5x - 10; D(x) = x + 1 

c) P( X ) = 32x* - 8 x 3 + x 2 - UM*) s ~ 4* 

d) P(x) = 5x* — 3x 7 + 6 x — 4; D(x) — a i 1 

e) P(jc) = 7x 5 4 6 x 3 + 9x — 2; D(x) = x 

B.2 (U. E. Londrina~PR) Se o resto da divisao do polinómio 

P(x) = X 4 — 4x 3 - kx - 75 por (x — 5) € 10, o valor de k e: 
a) -5 b) -4 c) 5 d) 6 e) 8 

B.3 (Unicap-PE) Efetuando a divisao do polinómio 

P(x) = 4x 3 + 2x 2 — mx + 5 pelo binómio Q(x) = x + 2, 
foi obtido um resto, R(x) = 1. Qual 6 o valor de m? 
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B.4 (Faap-SP) Dividindo-se x 2 + kx + 2 por (x — 1 ) e por 
(x + 1 ) sao encontrados restos iguais entre si. O valor de 
k€: 

a) 0 

b) -1 

c) -1,5 

d) 1,5 

e) impossi'veI de determinar com os dados. 

B.5 Quai e o polinomio do 2- gra u que dividido por 

x — 2 , x — 3 e x — 4 apresenta restos 3, 10 e 21, respec- 
tivamente? 

B .6 Determine o polinomio do 2” grau que dividido por x, 
x — 1 e x + 1 apresenta restos iguais a — 1 , 0 e 4, respec- 
tivamente. 

Exercicios complementares C.1 e C.2 

2. TEOREMA DE D*ALEMBERT 

Seja a uma constante qualquer. 

Um polinomio P(x) e divisfvel por x — a se, e 
somente se, a e raiz de P(x). 


Demonstracao 

Por deflnięao de raiz de 
um polinomio, temos que 
a e raiz de P(x) se, e so¬ 
mente se, P{a) = 0. Mas. 
pelo teorema do resto, 
P(a) e o resto R da divisao 
de P(x) por a- — a. Conclu- 
mios assim que: 

a e raiz de P(x) o R = 0 
a e raiz de P(x) <=> P(a) 
e divisfvel por x — a 

(c,q,d.) 



Jean le Rond cfAlembert 
{1717-1783), matemśtico frances. 
Cientista mais influente da Franęa 
em sua epoca, D'Afembert foi um 
dos que abriram eaminho para a 
Revoluęao Francesa. 


Jf EXERCICI05 RESOLVIDOS 

R.5 Mostrar que P(x) = x s ~ 3x- + 3x 2 — 4a — 12 e divisfvei 
por x — 2. 

Resoluęao 

Basta mostrar que P(2) e igual a zero. Temos: 

P{ 2) = 2 5 - 3 ■ 2 3 + 3 ■ 2 2 - 4 ■ 2 - 12 

P( 2) = 32-24 + 12 - 8 - 12 P(2) = 0 

Logo, P( a) ć divisivel por x — 2. 

R .6 Determinar a de modo que o polinomio 

P(x) = 3a 2 — 7x + 2 seja divisfvel por a - a. 

Resoluęao 

Pelo teorema de D’Alembert. P(x) e divisfve! por a - a 
se, e somente se, P(a) — 0. Assim, temos: 


3c 2 - la + 2 = 0 A = {-!)' - 4 ■ 3 • 2 = 25 

- ■ »' • 

1±J25 . _ I 

.. a = -—-—-—- . . a = 2 ou a = — 

2*3 3 


R.7 Para que valores de n, n E IN, o polinomio 
P(x) = a" + 1 e divisfvel por x + 1 ? 

'Resoluęao 

Pelo teorema de D’Alembert, P(x) e divistvel por a + l 
se, e somente se, P(— 1) — 0. Assim. devemos ter: 

(- l ) fl + 1 =0 ,\ (-!)“ = -1 

Sendo n E IN, temos que essa iguatdade ocorre se, e so¬ 
mente se. n e Impar. 

Logo, P(x) = a ji + 1 e divi.sivel por a + 1 se, e somente 
se, n e um ntimero natural impar. 

J| : EXERCICIOS BASICOS 

B.7 (U. Taubate-SP) O va!or de b para o qual o polinomio 

P(a) — 15x 16 + bx 15 + 1 e divisfvel por a — 1 e: 
a)-16 b) 16 c)15 d) 32 e) 64 

B .8 (Unaerp-SP) Se P(x) = 3x 3 — 5a 3 + 6 a + a e divisivel 
por a — 2, entao os valores de a e de P(2), sao, respecti- 
vamente: 

a) —16 e — 2 c)16e-2 e) —16 e zero 

b) —16 e 2 d) 16 e 2 

B.9 Para que valores de n, n E !N*, o polinomio 
P(x) := a" — 1 e divisfvel por a — 1 ? 

Exercicios complementares de C.3 a C.5 

3. DISPOSITIVO DE BRIOT-RUFFINI PARA 
A DMSAO DE UM POLINÓMIO P(x) 
POR x - a 

Para a obtenęao do quociente e do resto da divisao de 
um polinomio P(a) por x — a , em que a e uma constante 
qualquer, podemos usar o metodo da chave. Porem, com 
o objetivo de facilitar essa operaęao, vamos apresentar 
um dispositivo pratico conhecido como ”dispositivo de 
Briot-Ruffim”. 

O dispositivo que apresentaremos pode ser compreen- 
dido com o auxflio da propriedade fimdamental da divi- 
sao. Sejam, respectivamente, Q(x) e R(x) o ąuociente e o 
resto da divisao de E(x) = + e 3 x 3 + e 2 x 2 + e,A + e 0 

por x — cl. 

Q( a) deve ser um polinomio do 3 B grau; e R(x) deve ser 
um polinomio constante. Ou seja: 

<2(a) — q 3 x 3 + ą 2 x 2 + q l x + q a e R{x) — R 

Devemos ter: 

E(x) = (x-a) • Q(x) + R 

<? 4 .v 4 + e$x 3 + + e x x + e 0 ^ 

= (a ' f)(g 3 A ł + q->x 1 + q t x+ + R 
e 4 ,v 4 + + e 2 x 2 + e v x + e 0 = 

= q jjc 4 + q 2 x* + q v x 2 + q 0 x — aq 3 x 3 — aq 2 x l — aq v x — aq L[ + R 
. <? 4 .v 4 + e 3 x 3 + e 2 x 7 + e t x + e tJ = 

= A 4 + (q z - aq 2 )x 3 + (-?, - aq 2 )x- + (q 0 - aq,)x - aq a + R 
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Logo, obtemos: 

#3 = e 4 

<h ~ Mh = e 3 => q 2 = e 3 + aq 3 
qi ~ ciq 2 = e 2 => q x = e 2 + aq 2 

tfo = e i ^ <7o = 

—aq a + R —■ e 0 =$ R — e 0 + aq D 

Os valores q 3 , q 2 , q x , q„ e R podem ser caJculados rapi 
damente, executando-se os passos descritos a seguir. 


Primeiro passo 

f-® 


a 


i 


*o 


<E> 


t 

i 

i 


aq 3 + e 3 


Segundo passo 


<±> 


a 


e 4 


«3 


4 

<h 


aq 3 + e 3 aq 2 + e 2 




02 

i 


~yr~ 

<h 


Tereeiro passo 


<±> 


a 


li 


e 


e 0 


e Ą aq 3 + e 3 aq 2 + e 2 aq x + e x 
<h 


03 




00 




Quaito passo 


<±> 


1 

«0 


e 4 aq 3 + e 3 aq 2 + e 2 aq { + e x aq l} 4- e a 




03 


02 


0 i 




sr~ 

0(1 

i 


R 


Pode-se generalizar esse metodo para qua!quer polinó- 
mio E(x) com grau maior ou igual a 1. 



EXERCICIOS RESOLWDOS 


R .8 Atraves do dispositivo pratico de Briot-Ruffini. obter o 
ąuociente Q(x) e o resto R da divisao de 
E(x) — 3x 5 — 2x 4 + 3 a 2 + 1 por a: — 2. 


Resołuęao 

Podemos escrever 

E(x) — 3a 7 — 2x A + Oa 3 + 3a 2 + 0x 4- 1. Assim, pelo 
dispositivo pratico de Briot-Ruffini, temos: 



Logo, Q(x) = 3x 4 + 4x 3 + 8 x 2 + 19x + 38 e R = 77. 

R.9 Obter o ąuociente Q{x) e o resto R da divisao de 
P(x) = 2x 6 + 3x 4 + x — 4 por x + i. 

Resoluęao 
Podemos escrever 

P(x) = 2x 6 + O * 5 + 3jt> + Ga 3 + Oa 2 + a - 4 

e x + 1 = x — ( — 1). Assim, pelo dispositivo pratico de 
Briot-Ruffini, temos: 


-1 

2 

0 

3 

0 

0 

1 -4 


2 

"-2 

5 

-5 

5 

O 

:i 



Logo, Q(x) — 2x 5 — 2x 4 + 5x 3 — 5x 2 + 5a — 4 e 
R = 0. 


> '- ' 


EXERCICIOS BASI COS 


B.IO Atraves do dispositivo pratico de Briot-Ruffini. obtenlra 
o ąuociente Q(x) e o resto R da divisao de E(x) por D(x), 
nos segnintes casos: 

a) £(a) — 6a 4 — a 3 4- 3a 2 + a — 2; D(x) = a — 2 

b) E(x) = 2x 5 + a 3 - 3a + 1; D(x) = x + 1 

c) E(x) = 5 a 3 + 2 a 2 — a + 3; D(x) = x — 3 

d) E( a) = a 4 + a - 1: D{x) — a + -i- 

e) E{x) = a 6 — 1; Z)(a) = a - 1 

B.ll Transforme o polinómio P[x) = a s — 1 em um produto 
de dois polinómios, sendo um deles do 1 - grau. 
Sugestao. Observe que P{ 1) = 0 e. portanto, P(x) e divi- 
sfvel por a — 1 . 

B.12 Dado o polinómio P(x) = a 7 + 1 , transforme-o em um 
produto de dois polinómios, sendo um deles do 6 <J grau. 

ExerCi'cio complementar C.6 

4. DIVISAO DE UM POLINÓMIO P(x) 

POR kx - a 

Ao dividir um polinómio P(x) pelo binómio kx — a, 
onde k e a sao constantes, com k E 0 , obtemos o quoci- 
ente 0{x) e o resto R, ou seja: 

P(x) = (kx — a) ■ Q(x) + R 
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Podemos escrever essa sentenęa sob a forma: 


P(x) = k 


x — 


a 


k J 


\ P(x) - 


( 


x — 


a 


k ) 


Q{x) + R 


k * Q(x) + R 


Assim, observamos que o ąuociente e o resto da divisao 


a 


de P(x) por x — — sao, respectivamenle, k * Q{x) e R. 

& 

Logo, podemos estabelecer o seguinte: 


Para a obtenęao do ąuociente Q(x) e do resto R da 
divisao de P(x) por kx — a, podemos: 

l a ) dividir P(x) por .r — -j-, obtendo o ąuociente 

Q\{x) = k ■ Q{x) e o resto R\ 

2~) dividir Q l (x) por k, obtendo assim 

Qi(x) _ , 

—;— = Q(x). 



EXERClCIOS RBBOIYWOS 


R.10 Dividir o polinómio P(x) = 16x 4 — 8 x 2 — 10x -f 1 por 
2x - 3. 

Resoluędo 


Temos que 2x — 3 = 2^x — -y j. 


Inicialmente, dividiinos P(x) por x — —, e o ąuociente 

iM 

obtido dividimos por 2 . 

3 

Efetuando a divisao de P(x) por.v - —temos: 

JmM 


3 

2 

16 

0 

-8 

-10 

1 


16 

24 

28 

32 

49 


Assim, o ąuociente Q x (x) e o resto P, da divisao de P(x) 
3 „ 

por x — — sao: 

<2,(.v) = 1 6 jc 3 + 24x 2 + 2Sx + 32 e P, = 49 

Logo, o ąuociente Q(x) e o resto R da divisao de P(.v) 
por 2x — 3 sao: 

Q(x) » = 8 x 3 + I2x 2 + I4x + 16 e 

R = P, = 49 

R.11 Dividir o polinómio P(x) = x 5 — 2x 4 + x 3 — 6 x — 2 por 
2 — x. 

Resoluęao 

Temos que 2 — x = — (x — 2). 

Inicialmente, dividimos P(x) por x — 2, e o ąuociente 
obtido dividimos por - 1 . 

Efetuando a divisao de P(x) porx — 2, temos: 


2 

1 

-2 

1 

0 

-6 

-2 


1 

0 

1 

2 

-2 

-6 


Assim, o ąuociente <2,(x) e o resto P, da divisao de P(x) 
por x — 2 sao: 

< 2 ,(x) = x 4 + x 2 + 2 x - 2 e R, = -6 

Logo. o ąuociente Q (x) e o resto R da divisao de P(.v) por 
2 — x sao: 


Q(x)= Qi{X) 


= —x 


X 1 — 2x + 2 e 



-1 

R = P, = -6 


EXERCICIOS BASICOS 


B.13 Utilizando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, obte- 
nha o ąuociente 0(x) e o resto R da divisao de E(x) por 
D(x) nos seguintes casos: 

a) £(x) = x 5 - 3x 3 + x 2 - 1; D(x) = 3x - 3 

b) E(x) = 6 x 3 + 2x + 2; D(x) = 2x - 1 

c) E(x) = X 6 — 1; D(x) = 2 — x 

d) E(x) = 2x 4 + 3x 2 - x+ 2-, D(x) = 2x - 4 

e) E(x) = 32v s + Ż * 2 - x - ]; D(x) = 2x + 1 

f) E(x) s 4x 3 - 2JC 2 + x - 5; Z)(x) = 1 - 2x 

B.14 Dividindo um polinómio P(x) porx — 3, obtem-se o ąuo¬ 
ciente Q(x) = 6 x 2 -I- 8 x — 1 e o resto R — 5. Obtenha o 
ąuociente j2,(x) e o resto P, da divisao de P(x) por 2x — 6 . 

Exercicio complementar C.7 

Extensao do teorema do resto 

Teorema 

Sejam k e a constantes quaisquer, com k ^ 0. 

O resto da divisao de um polinomio P(x) por 

kx — a e igual a P | ~ . 

V k J 


Demonstraęao 

Sejam Q(x) e R(x) o ąuociente e o resto da divisao de 
P(x) por kx — a, respectivamente, ou seja: 

P{x) = (kx - a) • Q{x) + R(x) (I) 

com dR < 1 ou R(x) = 0. 

Notę, portanto, que R(x) e um polinomio constante. Fa- 
zendo R(x) = R, a sentenęa (I) pode ser escrita como: 

P(x ) = (kx — a ) ■ Q(x) + R 


Calcułando P 




a 


— i obtemos: 


f—1 

fl a 


■ Q 

r a \ 


— A;— ■ 

— a 


i, k ) 

l k 

j 

V k ) 


+ R 


pf-f 1 =R 

\ k J 


Logo, o resto da divisao e igual a P\ 


a 


kf 


(c.q.d.) 
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UNIDADE 12 


Temos: 



R.12 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

Calcular o resto da divisao do polinómio 

PU) m W ~ 3a + l por 2x - 1 

Resołuęao 

A raiz do binómio 2 x — 16--. 


Peia extensao do teorema do resto, temos que o resto R 
da divisao de P(x) por 2x — 1 e P| j, ou seja: 


R = P 


2 j 


R.13 


CU 

i 


Obter o resto da divisao do polinómio 
P(x) — 6.v 7 + 8a 5 + 3a 4 — 2x + 9 por 5x. 

Resołuęao 

A raiz do polinómio 5x e 0. 

Pela extensao do teorema do resto, temos que o resto R 
da divisao de P(x) por 5x e P{0), ou seja: 

R = P(0) = 6 • O 7 4- 8 • O 5 + 3 • O 4 - 2 * 0 + 9 
,\ R = P( 0) = 9 


EXERCICIOS &AS\C05 


B.15 Calcule o resto da divisao de P(x) por D(x) nos segumtes 
casos: 

a) PU) = 9x* - M + 1; D(x) ~ 3x - 1 

b) P(x) = 16r> - 2x - 3; D(x) = 2x+\ 

c) P(x) ~ 4x 3 — x 2 — x + 1; D(x) = 2x — 3 

d) P(x) ~ 1 6x 5 — a 3 + x: D(x) = 1 — 2x 

e) P(x) = X 6 + 3a j + X 1 — 3; D{x) — 6x 

B.16 Obtenha o polinómio do 2- grau que, dividido por 5a, 
3x — I e 2 - x, apresenta restos iguais a 1,3 e 43, respec- 
tivamente. 



Exercfcio comptementar C.8 




Exten$ao do teorema de D’Alembert 

Teorema 

Sejam k e a constantes quaisquer, com k # 0. 

Um polinómio P(x) e drvisivel por kx — a, se. e 


_f a 

somente se, PI — 


= 0. 



EXERCICIOS RE50LVIP0S 


R.14 Mostrar que P(a) - 3x 3 - 4x 2 + 4x — 1 e divisivei por 
3a- i. 

Resołuęao 

A raiz do binómio 3x — 1 ę -y. 

Para mostrar que P(a) e divisi'vel por 3x — !, basta veri- 
ficarmosque P^-^ ) - 0. 


'it )- 1 


'łj- 




(łj- 


• p( _L ) — 3 . \ — 4 . _L + 4 . J_ — i 
“ U:lJ 27 4 . 9 3 


ł)-i- 


P 


ij 


i . _I 2 

9 9 


= 0 


Logo. P(.r) e divisivel por 3x — 1. 

R.15 Determinar a de modo que o polinómio 

P(x) = x 3 — ax 2 -f (a + l)x + 2 seja divisivel por 2x + 1 

Resołuęao 

A raiz do binómio 2x + 1 e — 

PU) e divisfvel por 2v + 1 se, e somente se, 

Assim, temos: 

- -Ą:~i -f-ł«-» 

Multiplicando por 8 ambos os membros dessa igual 
dade, obtemos: 

-1 -2a-4n ~4 + 16 = 0 
-6a = -11 U a= 

o 


> .' 



EXERCICIOS 3Ae\C0S 


B.17 Determine a constante a de modo que o polinómio 
P(x) ~ 9a ? + (a L l)x 2 — ax + 1 seja divisfvel poi" 
2x- 1. 

B.18 (UFSC) Sendo a e b dois numeros tais que o polinómio 
P(a-) — 2x 3 + ax 2 + bx - 6 e divisivel por U + 3) e por 
(2x + 1), determine a e b. 

Exerci'cio complementar C.9 


5. DIVI$AO DE UM POLINOMIO P(x) 

POR (x - a)(x - b) 

Teorema 

Sejam aeb constantesquaisquer, com a =# b. Um 
polinómio P{x) e divisivel por a — a e por a — b se, 
e somente se, P(x) e divisfvel pelo produto 
(a — a)(a — b). 

Atenęao! O polinómio P(x) = (a — 3)(a + 5) e divisivel 
por a — 3, mas nao e divisivelpor (a — 3)(x — 3). Por causa 
de situaęoes como essa e que esse teorema exige a i^b. 
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EXERC(CI0S RESOLVIDOS 


R-16 Para que valores de meno polinomio 

P(x) — x 5 - //u 4 + nx 3 - Zr 2 + 10 a- — 12 e divisivel por 
(X - 2)(x - 3)? 

Resoluędo 

Pelo teorema anten or, temos que P(x) € divislvel por 
(.r - 2)(a — 3) se, e somente se, P{x) e divisfvel por 
x — 2 e por x - 3. Assim, pelo teorema de D' Alembert, 
devemos Ler: 

P( 2) = 0 => 2 3 - m ■ 2 4 + n ■ 2 3 - 2 • 2 1 +10 * 2 - 12 = 0 
e P(3) = 0 => 3 5 — m * 3 4 + // - 3 J — 2 • 3 1 + 10 ■ 3 — 12 = 0 

32 - I6m + 8« - 8 + 20 - 12 = 0 
243 - 81/h + 27n -18 + 30-12 = 0 

lóm — 8n = 32 
81 «i — 27 j? = 243 

2m-n = 4 (I) 

3/m — n — 9 (II) 

Subtraimos membro a membro (I) e (II): 

—m — —5 => m — 5 

Substituindo m = 5 era (I), temos 2 • 5 — n = 4 n . =• 6 . 

Logo, m — 5 e n = 6, 

R.I7 Obter os vaiores de a e b, sabendo que o polinomio 
P(.r) — x 3 + ax~ + bx — 18 e divisfvel por D{x) = x 2 — 9. 
Resoluędo 

O polinomio D(x) pode ser escrito sob a forma: 

D(x) = (x~ 3)(jc 4- 3) 

Pelo teorema anterior, temos que P(x) e divisfvel por 
(x — 3)(a + 3) se, e somente se, P(x) e divisfvel por 
r-3e por x + 3. 

Assim, pelo teorema de D’ Alembert, podemos afirmar 
que: 

P(3) = 0=>3 3 + a‘3 2 + £>-3-18=0e 

P{- 3) = 0 =4> (-3 ) 3 + a • (—3 ) 2 + b • (-3) -18 = 0 

27 + 9 a + 3b - 18 = 0 
-27 + 9a- 3b- 18 - 0 
9a + 3b = -9 (I) 

9a 3i/ - 45 (II) 


. 5 



Somamos membro a membro (I) e ( 11 ), 18« = 36 => a — 2. 
Substituindo a — 2 era (I), obtemos: 

9 * 2 + 3b = -9 =» b = -9 

Logo, a = 2e b = -9. 


EXERCICIOS BASICOS 


B.19 (Acafe-SP) Detemiine p + q para que o polinomio 
PC*) = Zr 4 4- 3.r 3 + px 2 + qx — 3 seja divisivel por 
(a + 1) • (a - 3). 

a) -23 c)-42 e) -19 

b) 4 d) -4 

B.20 Determine os valores das constantes « e />, sabendo que o 
polinomio P(x) = a 5 + ar 3 + x : + bx + b e divisivel por 
x 2 -4. 



B,21 O polinomio P(x) = a 4 + x 3 + (a + 2)x 3 3 - bx + 6 e di- 
vistvel por x 2 + x - 6 . Encontre os valores das constan¬ 
tes a e b. Sugestao. Fatore o polinomio a- -b a — 6 . 

Exercfcio complementar C.10 


EXERCICI05 COMPLEMENTARES 


C*1 Sabendo que o resto da divisao do polinomio 

P(x) — x~ — 5x + 7 por a" oś igual a 1, obtenha o valor 
da constante a. 

C .2 (R M. Santa Casa-SP) Dividindo urn polinomio / por 
g — (a — l)(x + 2 ), obtśm-se resto Zv — 1.0 resto da 
divisao de / por a* + 2 e: 

a) 3 c) —3 e) x — I 

b) 1 d) -5 

Sugestao. Indique o quociente da divisao por Q(x) e 
aplique a propriedade fundamenlal da divisao de polinó- 


C.3 


C.4 


C.S 


C .6 


C.7 


C .8 


C.9 


mios. 


(U. F. Uberlandia-MG) O resto da divisao de 
x + 5x- + 9x 9 + 13A' 13 + ... + 797.v 797 por a — I e: 

a) 39.500 c) 95.200 e) 108.200 

b) 79.800 d) 102.300 

(UFMG) Considere o polinomio 

f(x) — x 3 + 3 x 2 + ax + b, em que a e b sao numeros 
reais. Se/(jc) + 1 e divisfvel por x + 1 ef{x) — I e divi- 
sivel por a — 1 , pode-se afirmar que os valores de a e b 
sao, respectivamente: 

a) 0e3 c) — 1 e —4 e)0e-3 

b) —2 e —3 d) — 1 e —2 

Sugestao. Se E(x) — f(x) + 1 e H{x) =/(,v) — l, teni-se 
que £( — !) = 0 e H{1) — 0 . 

(Fuvest-SP) Seja p(x) um polinómio divisfvel por a — 3. 
Dividindo p{x) por a - 1 obtemos tjuociente q(x) e resto 
r = 10 . O resto da divisao de q(x) por a — 3 e: 

a) -5 c) 0 e) 5 

b) -3 d) 3 

Usando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, mostre 
que o polinomio na variavel a: 

a) a 3 - a 3 pode ser fatorado sob a forma 
(a — a}{ x 2 + ax + a 3 ). 

b) a 3 + a 3 pode ser fatorado sob a forma 
(a + a)(x 2 — ax + a 2 ). 

Dividindo o polinomio 4a 3 + 6a 2 + ax — b por Zr - I. 
obtem-se resto 2 e um quociente com termo independen- 
te igual a 5. Determine as constantes a e b. 

O polinómio a 3 — a 2 — x + 1 e a soma do quociente com 
o resto da divisao do polinómio 
P ( x ) = 3A 4 — 4a 3 + ax 2 + bx •+ 1 por 3a — 1. Determine 
o resto da divisao de P(x) por Zr + !. 

(Faap-SP) Um estudante fatorou a expressao 
27 a' 3 — 9A 2 + ax — 2 como o produto de dois poi ino mios 
em que um deles era 2 a — 3. Calcule o valor da constante a. 

C.10 Dividindo um polinómio P(x) por a - 2 , obtem-se resto 7 : 
dividindo P(x) por a + 2, obtem-se resto —33. Qual e o 
resto da divisao de P(x) por x 2 - 4? Sugestao, P(2) = 1, 
Pi~2) = -33 e P{x) = (a 2 - 4) • Q{x) + ax 4- b. 

^-V- * 

Resto 


413 


POLINÓMIOS E EQUACÓES ALCEBRICAS 








UNIDADE 12 


Capftulo 66 

EQUAęÓES POLINOMIAIS 


1. DEFINICAO 

Eąuaęao polinomial e toda eąuaęao que pode ser 
apresentada sob a forma: 

a n x n 4- a u _ ,x" - 1 + a n _ 2 x , ‘~ 2 + ... 4- a 0 — 0, emque 
P(x) = a n x" + a n _ 1 a j1 ~ 1 + a n _ 2 -T' _ 2 + ... 4- a 0 

e um polinómio de grau n,n> 1. 


Pelo teorema de D’AIemberf, P(x) e divisivel por x - 1. 
Portanto P(x) pode ser escrito como: 

P(x) m (x - 1) • Q(x) 

Para obter Q(x). basta dividirmos P(x) por x — 1. Por 
Briot-Ruffini, temos: 


1 

1 

-6 

11 

-6 


1 

-5 

6 

0 


l 


• Uma eąuaęao polinomial pode ser tambem denomina- 

da eąuaęao algebrica. 

• O grau do polinómio P(x) e tambćm o grau da eąua¬ 
ęao polinomial P(x) = 0. 

• As raizes do polinómio P(x) sao tambem as raizes da 
eąuaęao polinomial P(x) = 0. 

• No universo dos numeros complexos, o conjunto for- 
mado pelas raizes da eąuaęao polinomial P(x) — 0 e o 
conjunto soluęao (5) ou conjunto yerdade (V) da 
eąuaęao. 

• a n e chamado de coeficiente dominantę de P(x). 
Esemplos 

a) 2 x — 6 = 0 e uma eąuaęao polinomial do l 9 grau na 
variavel x, cuja raiz e 3. O conjunto soluęao dessa eąua¬ 
ęao e S = { 3 }. 

b) A eąuaęao x 2 — 3x 4- 8 = 2x + 2 pode ser apresen¬ 
tada sob a formax 2 — 5x + 6 = 0 e, portanto, e uma eąua¬ 
ęao polinomial do 2- grau na variavel x. Suas raizes sao 2 
e 3 e, por isso, seu conjunto soluęao e S = {2, 3}. 

c) x* — 2 x 2 + x — 2 = 0 e uma eąuaęao polinomial do 
3 9 grau na variavel x. Para determinarmos suas raizes 
complexas podemos fatorar o primeiro membro, ou seja, 
x 2 (x — 2 ) + (x — 2 ) = 0 => (x — 2 )(x 2 + 1 ) = 0 . 

Pela propriedade do prodnto nulo, concluimos que: 

x — 2 = 0 =t>x = 2 ou 

4- 1 = 0 => x 2 = — 1 x = i ou x — — i 

Assim, as raizes da eąuaęao sao 2, i e —i. Temos, entao, 
como conjunto soluęao S — {2, i, —i}. 



EXERCICIO RESOLWDO 


R.1 Uma das raizes da eąuaęao polinomial 

X 5 — 6 x 2 + llx — 6 = 0 e o numer o i. Obter as outras 
raizes em C. 

Resoluęao 

Temos que 1 e raiz do polinómio 

P{x) x 3 - 6 x 2 4- 1 lx - 6 , ou seja, P( 1) = 0 
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Logo, Q(x ) = x 2 — 5x + 6 e, portanto, 

P (x) = (x — l)(x a — 5x + 6 ). 

Assim, a eąuaęao x 3 — 6 x 3 4 1 lx — 6 = 0 e equivalente 
a (x — l)(x 2 — 5x + 6 ) = 0. 

Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 

x — L = 0 => x = 1 ou 

X 2 - 5x 4- 6 = 0 => A = (—5 ) 2 — 4 * I - 6 = 1 

5 ± JT * _ 

. .x = --- . . x = 3 oux = 2 

Concluimos assim que, alem da raiz 1, a eąuaęao tern 
como raizes os numeros 3 e 2. 


Ok 



EXERCICIOS BA6IC0S 


B.l Resolva, em C, a eąuaęao P(x) = 0, dada uma de suas 
raizes r, em cada um dos seguintes casos: 

a) x 3 — 2x 2 — 1 3x — 10 — 0 e r = 5 

b) Zr 3 — x 2 + 2 x — 1 = 0 e r = 


B.2 (E. E. Maua-SP) Resolver em C a eąuaęao 

x 3 — Ir 2 + 2 x + a = 0 , na variavei x, sabendo que o nu- 
mero ! e uma de suas raizes. 

B,3 Resolva. em C, a eąuaęao P(x) = 0, dadas duas de suas 
raizes r, e r 2 , em cada um dos seguintes casos: 

a) X 4 — 5x 3 4- 3x 2 4- 15x —18 = 0, com = 2 e r 2 — 3 

b) 3x 5 — 16x 4 + I lx 3 4- 22x 2 — 8 x = 0, com r, = — I 
e r 2 — 4 


Exercicio complementar C.1 


2. TEOREMA FUNDAMENTAL DA 
ALGEBRA 

O estudo das eąuaęóes polinomiais e aliceręado no 
teorema fundamental da algebra, cujo enunciado e: 

Toda eąuaęao polinomial admite pelo menos uma 
raiz complexa. 








A demonstraęao desse teorema foi a tese de doutora- 
mento de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) no ano de 
1798. Embora ouiros matemalicos ja tivessem tentado 
essa demonstraęao, Gauss foi o primeiro a realiza-la com 
perfeięao. 

Admitiremos o teorema fundamental da algebra sem 
demonstraęao. 

3. TEOREMA DA DECOMPOSięAO 

Urna conseąuencia imediata do teorema fundamental da 
algebra e o teorema da decomposięao, que nos garante: 

Todo polinomio de grau n, n ^ 1 : 

P(a) = a„x? + a„ _ |X" _ 1 + a„ _ 2 x" “ 2 4 ... + a Q 

pode ser fatorado sob a forma: 

P(x) m ajx - r,)(x - r 2 )(x - r 3 ) • ... * (x - r„) 

em que r lt r 2 , r 3 ,..., r n sao todas as rafzes de P{x). 


Demonstraęao 

Seja P(x) = a n x tl + a„ _ jz" ~ 1 + a n _ 2 x n 2 + ... + a t) 
urn polinomio de grau n. n 1 . 

Pelo teorema fundamenta] da algebra, P{x) admite 
u ma raiz complexa r,. Logo, podemos escrever: 

P(x) m (x - r : ) * Q ] (x) (t) 

em que Q\ (a) tern grau n — I. 

Se n — 1 > I, entao, pelo teorema fundamental da 
algebra, Q ] ( x ) admite uma raiz complexa r 2 e podemos 
escrever <2,(x) = (x - rj • Q 2 {x). OD 
Substituindo (II) em (I), tem-se: 

P(x) = (x - r x )(x ~ r 2 ) • Q 2 (x) 

Repetindo esse procedimento n vezes, obtem-se: 

P(x) = (x - r t )(x - r 2 )(x ~ r 3 ) ■ ... • (x - r„) • Q„(x) 

Por definięao de idenlidade de polinómios, temos que o 
coeficiente dominantę a„ de P(x) deve ser igual a Q„(x). 
Logo P(x) m a. n (x - r,)(* - r 2 )(x - ag * ... ■ (x - r„). 

(c.q.d.) 

EXERdciOS RESOLVIDOS 

R.2 Fatorar o polinomio P(x) = 2x 2 — 7x + 3 como o produto 
de uma constante por polinómios do l e grau. 

Resoluęao 

As rafz.es de P(x) sao dadas por 2x 2 — lx + 3=0. 
Temos: 

A = (—7 ) 2 - 4 ■ 2 ■ 3 = 25 a = - ~ ^ 

2 * 2 

i 1 

. . A* = 3 OU A* = — 

Pelo teorema da decomposięao. obtemos: 

P(x) = 2(x-3)(x-™] 

R.3 Duas das raizes do polinomio 

P(x) = a 4 — 4v 3 — x 2 + I 6 a — 12 sao 2 e 3, Fatorar o 
polinomio P(x) como produto de uma constante por 
polinómios do 1 - grau. 


Resoluęao 

Temos que 2 e 3 sao raizes do polinomio 

P(x) = a 4 — 4x 3 — x 2 + 16x — 12, ou seja, P(2) = 0 

e P(3) = 0. 

Pelo teorema de D’Alembert. P(a) e divisfvel por a - 2 
e por a — 3. Portanto P(x) e divisfvel por (a - 2)(x — 3). 
Assim, P(a) pode ser escrito sob a forma 

P(x) = (x-2)(x-3)-£ 2 (x). 

'-^-- 

e,(A) 

Para obtermos Qi(a). dividimos P(x) por a* - 2: 

2 11 -4 -1 16 -12 


1 


-2 -5 


0 


Logo, Ci (a) = a- 1 — 2x 2 - 5a + 6 . 

Para obter (T(x), dividimos Q x (x) por a 


- 3: 


1 


-2 


-5 


1 


-2 


0 


Logo, Q 2 (x) ~ x 2 + x — 2. 

Conclufmos, entao, que o polinomio P(a) pode ser escri 
to como P(a) = (a — 2)(a — 3)(# + x —2). 

Portanto, as rafzes do polinomio sao as mesmas da equa- 
ęao (a — 2)(a — 3)(a 2 + x — 2 ) — 0 . 

Pela propriedade do produto nulo, temos que: 

a — 2 = 0 => x = 2; ou x — 3 = 0 => a - = 3; ou 
a 2 + X - 2 = 0 => A = I 2 - 4 • I(—2) = 9 

-! ± J9 


x — 


'. X = 1 OU A = —2 


Pelo teorema da decomposięao, obtemos: 

P(a) = (a - 2)(x - 3) (a - 1)(a + 2) 

Matematica ajuda a controlar epidemias 

O departamento de informatlca medica da U5P 
usa modelos de equaęóes para preuer os casos de 
doenęa infecctosa e as estrateglas de contra-ataque; 
assim foi possfyel diminulr os numeros da rubeola no 
estado. 

O Estado de S.Paulo, i 9 out. 1994. 

Para ler o testo na mtegra consulte o site Estadao nu escola 
(www.estadao-escola.com.br), clicando em “Pesquisa’\ “Temas 
transversais” e “Sadde e sexualidade” com as palavras-ehave 

“matematica” e “epidemias”. 



B.4 


B.5 


EXERCICIOS BASICOS 

Fatore o polinomio P(x) como o produto de uma cons¬ 
tante por polinómios do 1 B grau, em cada um dos seguin- 
tes casos: 

a) P(x) = 3a 2 - 5a + 2 

b) P(x) = a 3 — 4x 2 + 3 a 

c) P( a) = a 3 — 4x 2 — x + 4, sabendo que P( 1) = 0 

(UFSE) Se -2 e raiz do polinomio 
f — 2x 3 + a 2 - 8x - 4, entao a forma fatorada de/e: 

a) (a - 2)(2x + 1 )(a - 4) 

b) (a — 2)(2a — 1 )(a + 4) 

c) (a + 2)(x + l)(2x - t) 

d) (a + 2)(a + 1)(2x - I) 

e) (a + 2)(a - 2)(2t + 1) 
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B .6 Dado que o polinómio 

P(x) = 3a 4 - 25x 3 + 59x- — 47x + 10 satisfaz a condi- 
ęao P{ 1 ) ■ P( 2) = 0, represente P(x) como o produto de 
u ma constante por polinómios do primeiro grau. 


Exercicio complementar C.2 



Consequencia do teorema da 
decomposięao 

Consideremos a equaęao poiinomial de grau n, ma 
variavel x: 

a n x" -f tin- |X" - 1 + + ... + a a = 0 

Pelo teorema da decomposięao, essa equaęao pode ser 
apresentada sob a forma: 

a„(x ~ r t )(x - r 2 ){x - r 3 ) * ... • (x - r„) = 0 

Temos, entao, que r l? r 2 , ..., r„ sao todas as rafzes dessa 

eąuaęao. 

Assim sendo, podemos concluir o seguinte: 


Urna eąuaęao poiinomial de grau n admite exata- 
raente n rafzes complexas, nao necessariamente dis- 
tintas entre si. 


Multiplicidade de uma raiz 

Seja a eąuaęao poiinomial de grau n, variavel x e raf¬ 
zes r,, /'i, r 3 ,..., r„: 

a„(x - r,K a- - r 2 )(x - r 3 ) • ... • (x - r„) = 0 

• Se uma raiz i) comparece uma unica vez dentre os fato- 
res do primeiro membro, entao e chamada de raiz 
simples da eąuaęao. 

• Se uma raiz r } comparece k vezes, k > 1, dentre os fa- 
tores do primeiro membro, entao i) e chamada de raiz 
de multiplicidade k da eąuaęao. 

Exemplo 

A eąuaęao (x — 2) J (x — 5 )(x — 4) 2 = 0 pode ser escrita 
como: 

(x - 2)(x - 2)(x - 2)(x - 5)(x - 4)(x - 4) = 0 
Assim, temos que: 

• a raiz 2 tein multiplicidade 3, ou podemos di zer ainda 
que 2 e raiz tripla da eąuaęao; 

• o nu mero 5 e raiz simples da eąuaęao; 

• a raiz 4 tern multiplicidade 2, ou podemos di zer ainda 
que 4 e raiz dupla da eąuaęao. 

EXERCICIOS RES0LVID05 

R.4 Construir a eąuaęao poiinomial P(x) - 0 com conjunto 
soluęao S — {— 1 , 6 , 7 ] (al que —! e raiz simples, 6 e raiz 
dupla. 7 e raiz tripla e o coeficiente dominantę deP(x) e 9. 

Resoluęao 

Toda eąuaęao poiinomial P(x) = 0 de grau n pode ser 
escrita sob a forma: 

a„(.x ~ r t )(x - r 2 )(x - r 3 ) • ... • (x— rj = 0 

> 


em que a n 6 o coeficiente dominantę deP(x) e 

r,. r 2 , r 3 ,/,, sao todas as rafzes de P(x). 

Esse problema exige que: 

• o coeficiente dominantę de P(x) seja 9; 

• — 1 seja raiz simples, ou seja, x + 1 deve comparecer 
uma unica vez na decomposięao de P(x); 

• 6 seja raiz dupla, ou seja, x — 6 deve comparecer exa- 
tamente duas vezes na decomposięao de P{x): 

• 7 seja raiz tripla, ou seja, x — 7 deve comparecer exa- 
tamente trBs vezes na decomposięao de P(x). 

Nessas condięóes, temos qne: 

P{x) ~ 9(x + l)(x - 6 )(x - 6 )(x - 7)(x - 7)(x - 7) 

Logo, a eąuaęao poiinomial pedida e: 

9(x + l )(x — 6 ) 2 (x — 7 ) 3 = 0 


R.5 Sabendo que 3 € uma raiz dupla da eąuaęao 

x* — 12x 3 + 53x 2 — 102x + 72 ■= 0, obter as outras rafzes 
em C. 

Resoluęao 

Pelo teorema da decomposięao, a eąuaęao proposta pode 
Ser escrita como: 

QM 

(x-3)(x-.3)(x- r,)(j£- rj) = 0 
'-*- 

Qi(x) 

em que r, e r 2 sao as outras rafzes, alem da raiz 3. 
Dividindo F(x) = x 4 — 12x 3 4- 53x 2 - 102x + 72 por 
x — 3, obtemos Q|(x). E, dividindo 0 1 (x) por x — 3, 
obtemos Q 2 (.v). 

Por Briot-Ruffim, temos: 


3 

1 

-12 

53 

-102 

72 


1 

-9 

26 

-24 

0 


O, (x) — x 3 9x 2 + 26x - 24 e 


3 

1 

-9 

26 

-24 


1 

-6 

8 

0 


• GsU) — x 2 — 6 x + 8 

Assim, a eąuaęao proposta pode ser escrita como 
(x - 3)(x - 3)(x 2 - 6 x + 8 ) = 0. 

Pela propriedade do produto nulo. obtemos: 


x — 3 — 0 =* x = 3; ou x 2 — 6 x + 8 = 0 => 

=> A = (~6) 2 - 4 ■ 1 ■ 8 = 4 

. 6 ± Ja . A ^ 

. . x — ---• , . x = 4 ou x = 2 

2 

Logo, alem da raiz dupla 3, a eąuaęSo admite as rafzes 
simples 4 e 2. 

R.6 Mostrar que o numero 1 e raiz tripla da eąuaęao 
v 5 — 3x 4 + 6 .r’ — 10x 2 + 9x — 3 = 0. 

Resoluęao 

Para que 1 seja raiz tripla da eąuaęao proposta, temos, 
pelo teorema da decomposięao, que essa eąuaęao deve 
ser equivaiente a: 

&(*) 

' S,(x) " 

_ A __ 

(x - 1 )(x - 1)(X - l)(x - r,)(x - Ti) = 0 

£ 5 ) 
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em que r, e r 2 sao rafzes da eąuaęao, distintas de 1 . 
Assim, devemos ter que: 

I. o polinómio 

P( a) = a 5 - 3x 4 + 6x 3 10 a 2 4- 9x - 3 t divisfvel 

por a — 1; 

El. o quociente Q, (a), de P(x) por a — 1, tambem e 
divisivel porx - 1 ; 

III. o ąuociente Qx(x), de Q\(x) por x — 1, tambem e 
divisfvel por x — 1 ; 

IV. o quociente Q 3 (x), de Q 2 (x) por x — i, nao e divi- 
sfvel por a - — 1 . 

Vamos as constataęoes: 

I. Aplicando Briot-Ruffini: 


1 

1 

-3 

6 

-10 

9 

-3 


1 

-2 

4 

-6 

3 

0 


Logo, P (a) e divi$fvei por a — I; portanto temos: 
P(x) = (a - i)(x 4 — 2a 3 + 4x 2 — 6a + 3) 


fi. W 


II. Aplicando Briot-Ruffini: 


1 

1 

-2 

4 

-6 

3 


i 

-I 

3 

-3 

0 


Logo. Q t (a) e divtsfvel por a - 1; portanto temos: 
Qi (a) = (a - 1)(a 3 - a 2 + 3 a - 3) 




Ul. Aplicando Briot-Ruffini: 


I 

1 

-L 

3 

-3 


1 

0 

3 

0 


Logo, Q 2 (a) e divisfvel por a — 1; portanto temos: 
Qii x)-(x- I)(x 2 + 3) 

Q 3 (x) 

IV. Pelo teorema de D’Alembert, temos que 

<2 3 (a) — a 2 + 3 nao e divisfvel por a — 1, pois 

&( 1 ) * o. 

Assim, o polinómio P(x) e tal que: 

P(x) m (a - ł)(x - 1 )(a - I)(a 2 + 3) 

P(a) - {a - l) 3 (x 2 T 3) 



com a 2 + 3 nao divisivel por a - 1. 
Logo, 1 e rai z tripla de P(a). 


' EXERClCIOS E5ASICOS 


(c.q.d.) 


B.7 Constma a eąuaęao polinomial P(x) = 0 cujo conjunto 
soluęao e 5 = { — 1,1,2, —2}, sendo —lei rafzes sim- 
ples. 2 urna raiz dupla, —2 uma raiz tripla e sendo P(a) 
um polinómio de eoeficiente dominantę igual a 7. 

B.8 (Fesp-PE) Se /(a) — 2x A + aa 3 + bx 2 + cx + d e uma 
funęao polinomial, cujas rafzes sao 2, 3, 5 e 6 . podemos 
afirmarque/( 8 ) e igual a: 

a) 120 c) 360 e) 1 

b) 0 d) 240 

Sngestao. Conhecendo as rafzes e o eoeficiente domi¬ 
nantę do polinómio, podemos representa-lo na forma 
fatorada. 


B.9 Sabendo que -1 e raiz dupla da eąuaęao 

x i + 2*3 +■ 2a 2 + 2a + 1 = 0 , obtenha as outras rafzes 
em C. 

B.10 (U. E. Londrina-PR) Se o polinómio 

a 3 + (k — 4)a 2 — 8a + 4k, k E R, admite a raiz 2 com 
multiplicidade 2 , entao a outra raiz e: 

a) 1 c) —1 e) —3 

b) 0 d) -2 

B.ll Mostreąite: 

a) 5 e raiz dupla da eąuaęao 

a 6 — IOa 5 + 25a 4 + a 2 — 10a + 25 = 0; 

b) 2 e raiz tripla da eąuaęao 

a 5 - 6x* + 1 1 a 3 - 2a 2 - 12x + 8 = 0 

Exerctcios complerinentares C.3 e C.4 


4. RAIZES IMAGINARIAS 

Vamos estudar agora um teorema que diz respeito as 
rafzes imaginarias de uma eąuaęao polinomial de coeftci- 
entes reais. Lembre-se de que numero imaginario e todo 
numero complexo z nao real, isto e, z = a + bi com 
a e R e b E IR*. 

Teorema 

Se o numero imaginario z = a + bi, aEIRe 
b E IR*, e raiz de uma eąuaęao polinomial P(x) = 0 
com coeficientes reais, entao o conjugado de z, 

~z = a — bi, tambem e raiz dessa eąuaęao. 

Demonstraęao 

Seja P(x) = a„x n + a „_ , x n “ 1 + a n _ 2 x n ~ 2 + ... + a a 
um polinómio com coeficientes reais tal que o numero 
imaginario z — a + bi, a E R e b E R*, seja raiz da 
eąuaęao P(x ) = 0. 

Temos que P(z) = 0, ou seja: 

a n z n + a n _ “ 1 + a „_ 3 ^ -2 + ... + a a = 0 ( 1 ) 

Se dois complexos sao iguais, entao seus conjugados sao 
iguais. Por isso, podemos concluir da sentenęa (I) que: 

a„z n + a„ _ jz * J1 + a n _ 2 i l ~ 2 + ... + a 0 = 0 

Pelas propriedades do conjugado de um complexo, po¬ 
demos escrever: 


a n z n + n„_ j z” 1 + a n -i zn 2 + ... + a {) - 0 
a„z n + \Z n ~ 1 + a n _ 2 Z n ~ 2 + ... + a n = Ó 


o 


= 0 


a „z" + a„\Z n 1 + a„-iZ n 2 + ... + a Q = 0 
a fl (z) w + a„_ !(£)"- 1 + a„_ 2 (ź) n ~ 2 + ... 4 &q 
Piz ) = 0 

ou seja, z e raiz da eąuaęao P(x) = 0. (c q d ) 

Conseąuencias 

• Se um numero imaginario z ć raiz de multiplicidade k 
de uma eąuaęao polinomial de coeficientes reais, entao 
o conjugado de z tambem e raiz de multiplicidade k 
dessa eąuaęao. 


I 
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• O numero de raizes imaginarias de uma eąuaęao poli- 
nomial de coeficientes reais e necessariamente par. 

• Se uma eąuaęao polinomial de coeficientes reais tem 
grau unpar, entao essa eąuaęao admite pelo menos uma 
raiz real. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.7 Qual e o menor grau possLvel de uma eąuaęao polino¬ 
mial P(x) - 0 de coeficientes reais que possał como ra¬ 
izes simples os numeros 8, 2 + i e — 3i? 

Resoluęao 

Pelo teorema anterior, se P(x) = 0 e uma eąuaęao poli¬ 
nomial de coeficientes reais e os numeros imaginarios 
2 + / e — 3i sao raizes simples dessa eąuaęao. entao os 
conjugados 2 — i e 3/ tambem sao raizes simples dessa 
eąuaęao. Assim. a eąuaęao P(x) = 0 tem pelo menos 
cinco raizes e, portanto, o menor grau possfvel dessa 
eąuaęao e 5. 

R.8 Resolver, em C, a eąuaęao polinomial 

a - 4 - Zr 3 + x z — 8.v —12=0 sabendo que 2 i e uma de 
suas raizes. 

Resoluęao 

A eąuaęao polinomial P(x) = 0 possui coeficientes 
reais. Portanto temos que. se 2 i e raiz da eąuaęao. entao 
—2i tambćm o e. Assim, P(a) e divisfvel por 
(a- - 2i)(x + 2 i) - x 2 + 4. Efetuando a divisao de P(x) 
por x 2 + 4 temos: 


€ 


■ 4 _ 


€ 


2x 3 + x 2 -8x-12 

+ 4x 2 

— 2x 3 — 3x 2 — 8 a - 12 

— 2 A 3 — 8 A 


A 2 + 4 


2 


2a - 3 


€ 


- 3 a 2 + 0a - 12 

-3a 2 -12 


0 


Assim. a eąuaęao P(x ) - 0 e equivalente a 
(a 2 + 4) (a 2 - 2x - 3) = 0. 

Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 

a 2 + 4 m 0 => A 2 = -4 * = ±2i ou 

A 1 - 2x - 3 = 0 ,\ A = (-2) 2 -4*1- t-3) = y 

2 ± 716” 


.. x = 


x = 3 ou x = - 1 



Logo, o conjunto soluęao da eąuaęao e: 

S = {2L —2tV3, — 1} 


EXERCICIOS BASICOS 


B.12 Detennine o menor grau possfvel de unia eąuaęao poli¬ 
nomial P(a) = 0 de coeficientes reais que possui: 

a) 6. 4 — 3/ e — 2i como raizes simples; 

b) 3 como raiz simples e 3 — 4 i como raiz tripla; 

c) 5 — i como raiz tripla e 2 + i como raiz dupla: 

d) 2 como raiz tripla, 6/ como raiz de multiplicidade 4 e 
1 + i como raiz simples. 




B.13 Construa a eąuaęao polinomial P(x) = 0 com coeficientes 
reais, de menor grau possfvel, que admita como raizes os 
numeros: 

a) 3,2 + / e — 2i, e que P(x) tenha coeficiente dominantę 
igual a 4; 

b) — 6i, 3z e 1 4- i, e que P(x) tenha coeficiente domi¬ 
nantę igual a I; 

e) 4, —2, i e l — i, e que P(x) tenha coeficiente domi¬ 
nantę igual a 6; 

d) 4. 3 e ~i, e que P(x) tenha coeficiente dominantę 
igual a 1. 

B.14 Resolva, em C. a eąuaęao polinomial 

a 4 — 2x 3 + 10x 2 — 18.v + 9 = 0. sabendo que 3/ e uma 
de suas raizes. 

B.15 (Mackenzie) Urn polinomio P(x). de coeficientes reais e 
menor grau possiveI, admite as raizes 1 e i. 

Se P(0) = —1, entao P(—1) vale: 

a) —4 c) —2 e) — 1 

b) 4 d)2 

_ 

txercfcios complementares de C*5 a C,7 

5. RAIZES RACIONAIS 

Teorema 


o 

Seja — com pzą inteiros primos entre si e ą ź 0. 
P 

Se — e raiz da eąuaęao polinomial 

<3„x" 4- a n _ j a" ~ 1 + a n _ 2 x n ~ 2 + ... + a 0 = 0, na va- 

riavel x e com coeficientes inteiros, entao p e divisor 
de n 0 e ą e divisor de a n . 


Demonstraęao 


Sendo — uma raiz da eąuaęao, devemos ter: 




+ o-n -1 



+ ... + a 0 = 0. 


+ a n - 2 



+ 


Multiplicando por q n ambos os membros, obtemos: 

a nP n + - I P n ~ l q + a n - 2 p n 2 q 2 + ... + 

+ a x pq n ~ 1 + = 0 (D 

•’« a nP n + a n _ x p n ~ x q + a„_ 2 p n - 2 q 2 + ... 4- 

+ a l pq n ~ x = 

P(^nP“ “ 1 + a n _ x p n ~ 2 q + a„ _ 2 p n ~ V + ■** + 
+ a ] q n ~ 1 ) = -a 0 q n 


Como o produto de inteiros e inteiro e a soma de intei¬ 
ros tambem e inteiro, concluimos que o primeiro membro 
da igualdade anterior e um numero inteiro. Portanto o 
segundo membro, ~a K) q n , e inteiro e multiplo de p, 
pois e igual ao produto de p por um inteiro fc ]t ou seja, 

pk ] = — <7 0 z/", €= 7Ł. 
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Como p e q sao primos entre si, temos que p e q n tam- 
bem o sao. Logo, p e divisor de a a . 

Temos, ainda, que a igualdade (I) e equivalente a: 

a n _ iP n ~ ] q + a„ _ 2 p n ~ 2 q 2 + ... + a 0 q n = ~a n p n 
q(a„- i p n ~' + a n _ 2 P n ~ 2 q + ... + <W1 n ~') = - a„p " 

Como a expressao entre parenteses e um numero inteiro 
k 2i podemos escrever: 

qk 2 - -a n p n , 

Como q e p sao primos entre si, temos que ą e p* tambem 
o sao. 

Logo, q e divisor de a„. 

(c.q.d.) 

Notas 

1. Nem toda equaęao polinomial de coeficientes intei- 
ros admite raiz racional. Por exemplo, a equaęao 

x 2 — 2 — 0 nao admite raiz racional. 

2. Se a equaęao polinomial de coeficientes inteiros 
P(x ) = 0 tem o polinómio P(x) com coeficiente dominan¬ 
tę igual a 1, e admite raiz es racionais, entao essas rafzes 

sao inteiras. Por exemplo, se —, com p e q inteiros pri¬ 
mos entre si e q & 0, e raiz da equaęao x 2 — 5x + 6 = 0, 
entao p e divisor de 6, p E {± 1, ±2, ±3, ±6}, e q e di- 

visorde l,ę£ {±1}. Logo, — E {±1, ±2, ±3, ±6}. 



EXERCICIOS RES0LVID05 





R.9 Determinar, se exisdrem, todas as raizes racionais da 
eąuaęao 3.Y 3 — 6x 2 — ,v + 2 = 0 . 

Resoluęao 

Se essa eąuaęao admite raiz do tipo com p&q intei¬ 

ros primos entre si e q # 0 , entao p e divisor de 2 e q 6 
divisorde 3, ou seja,p E {±1, ±2} e <7 E {±1, ±3}. 

Logo,E j± 1, ±y> ± -j)‘ 

Testando cada urna das “candidatas” a raiz racional da 
eąuaęao P(x) — 0, temos: 


P(l) — 3 * l 3 — 6 * l 2 — 1 -{- 2 = —2 

P(—1) = 3(—l ) 3 — 6 (—l ) 2 — (— 1) + 2 = -6 




P(2) = 3'2 J — 6*2 2 — 2 + 2 = 0=>2e raiz 
P{-2) ~ 3(—2) 3 - 6(—2) z - (-2) + 2 = -44 


P 

P 


m- 

(-+) 




2 
3 

—T 

3 j 



+ 2 = - 


8 

9 


Logo, a eąuaęao admite apenas uma raiz racional, o nu¬ 
mero 2 . 

Nota 

O teorema do resto nos garante que o resto da divisao de 
um polinómio P (a*) por x — a e igual a P(a). Assim, nes- 
se exercicio, poderiamos ter abreviado os calcu los atra- 
ves do disposidvo pratico de Briot-Ruffini. Observe o 
exercfcio seguinte, em que utilizamos esse recurso. 

R.10 ResoIver, em C, a eąuaęao x 4 — 5x 3 + x 2 + 5 x — 2 = 0. 

Resoluęao 

A eąuaęao possui todos os coeficientes inteiros. Logo, se 

p . , 

—, com pe q inteiros primos entre si e q # 0 , e raiz da 
9 

eąuaęao, entao p E [ ±1, ±2} e q E {± 1}. 

Assim. temos que — E {±1, ±2). 

9 

Testando essas “candidatas’' a raiz da eąuaęao P(x) = 0. 
obtemos: 




1 5 


-3 2 


.Y 3 — 4x 2 — 3x + 2 


© 

po) 


I e raiz 


Como P(x) e divisfvel por x - 1 , temos: 

P(x) = (x~ l)(x 3 - 4x z - 3x+ 2 ) 


G,(x) 

Logo, se existem outras raizes racionais, estas devem ser 
raizes de (x). 

Testando as demais “candidatas” em (^(jc), obtemos: 


-1 

1 -4 -3 2 


1-5 2 (O) 


x' ~ 5x 4- 2 Q, (—l) 


Assim, podemos escrever: 

P(x) = (x - 1)(jc + 1) (x 2 ~5x + 2) (I) 


Qi(x) 

Logo, se a eąuaęao admite outras raizes racionais, estas 
sao raizes de Q 2 {x). 

Testando 2 e — 2 em Q 2 {x ), temos: 



-5 2 

-3 (3^ Qz(2) 

-2 ( 3 ^ &( ~ 2) 


Conclutmos entao que as unicas rafzes racionais de 
P(x ) = 0 sao 1 e — 1. 

De (I), temos que a eąuaęao P(x) = 0 pode ser escrita 
como Oc — l)(x + l)(x 2 — 5jc + 2) = 0. 


r 

L 
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Pela propriedade do produto milo. obtemos: 

x — 1 = 0 =} x = 1; ou .v + 1 = 0 x ~ — 1; ou 
- 5x + 2 = 0 A = (—5) 2 -4*1*2=17 

5 ± Jvf 

■ •x= --- 

Temos, entao, como conjunto soluęao: 

s={i,-i, i±JIL, 

EXERCfclOS bAsicos 


B.16 Determine, se existirem, as rafzes racionais de cada uma 
das seguintes eąuaęoes: 

a) Zr 4 dr # + X 2 4- x — 1 =0 

b) 0^0 - 8x 3 - lx - 2 = 0 

c) 3x* + 2x 3 + 5x 2 + 4x — 2 = 0 

B.I7 ResoIva, em C, cada urna das seguintes eąuaęoes: 

a) a -4 + M + 3jc 2 + 3x 4- 2 = 0 

b) 6x* - a- 3 + 1 lx 2 - 2x - 2 = 0 

c) 2x 4 - 4jf 3 + x 2 + a* = 0 

Exercrcios complementares C.8 e C.9 

6. RELAęÓES DE GIRARD 

Albert Girard (1590-1633), flamengo, em sua obra In- 
vention noiwelle en Ualgebre, apresentou um importante 
teorema que relaciona as rafzes com os coeficientes de 
uma eąuaęao polinomial. Antes de estudar esse teorema 
em sua forma geral, vamos aborda-lo particularmente 
para eąuaęoes do 2 9 e do 3 C grau. 

As retaęóes de Girard em uma 
equaęao do 2 e grau 

Consideremos o polinomio do 2 Q grau 
P(x) = ca 2 + bx + c cujas rafzes sao r, e r 2 . Pelo teorema 
da decomposięao de um polinomio, podemos escrever: 

ax 2 + bx + c s a{x — — r 2 ) 

x 2 + — x + — = (x — - r 2 ) 

a a * 

• x~ “h — x + — = x 2 — + r,)x + r x r 2 

a a 


-(/*i + r 2 ) = — 
a 


r { r 2 = 


a 


, b 

r { -f r-> = — — 
a 


r,r 2 = — 
a 


Temos, entao, o seguinte: 

As rafzes r, e r 2 da equaęao polinomial do 2~ grau 
ca 2 + bx + c = 0 sao tais que: 


r, + r 2 = ~ — 


a 


r x r 2 = — 

Cl 



EXERCICIO RESOLYIDO 

R.ll Sendo r, e r 2 as rafzes da eąuaęao do 2- grau 

3x 2 4- JY x 4- Jl — 0, calcular: 

a) r s + r 2 

b) r,r 2 

V 1 , 1 

c) — + “ 

/'i r 2 

d) rf + rf 

e) 4- + -r 

r \ n 

Resoluęao 

Os coeficientes da eąuaęao 3x 2 4- *f5 x 4- Jl — 0 sao 
a — 3, b = J5 e c — Jl . 

Assim, temos; 

b , JJ 

a) n + r 2 = — — => r t 4- r 2 = - —— 

Cl 5 


* \ £ +j2* 

b) m r 2 = — ^ r t r 2 = 


JJ 


, 1 , 1 

c) — + — 


n + r. 


r,r. 


J2 


Js _ JTo 

J2 2 

d) Observando a idenlidade (r, + r 2 ) 2 = r 2 + 2r,r 2 + r£ 
podemos escrever; 

r, 2 + r 2 = (r, T r 2 f - lr,r 2 

S f _ 9 . J^_ 


v~ v Xj - — 


f- - -j- r* 2 —■ __ 

* ■ m i f n „ 


ijl 5- 6jl 


. 1 , 1 
e ) TT + T7 


Ą + r? _ r\ + r\ 


rfn 


(nr 2 ) 


5 - 6j2 
9 

(J2j 


5 - 6jl 



’ EXERCICIOS BASICOS 

B.1S Sendo r, e r 2 as raizes da eąuaęao 

lx 2 — J3 x + J6 =0, calcule: 

a) /•, + r 2 

b) f\r 2 

c) — -I- — 


d) r] + r\ 


e) 


2 

rj 


+ 


7 

r? 


420 





































B.I 9 O coąjunto soluęao da equaęao ax 2 + bx + c = 0 , a ¥=■ 0 
e c ^ 0, e S = {r t , r 2 }. Calcule em funęao de a, b e c os 
seguintes valores: 

a) r x + r 2 

b) r x r 2 

. 1,1 

c) — + 


r x r 2 

iv 2 i 2 

d) r, + r 2 

. 1 , 1 

e) — + — 

n r 2 


Exercicło eomplementar C. 10 


As relaęóes de Girard em u ma 
equaęao do 3- grau 

Consideremos, agora, o polinómio do 3 S grau 
P(x) = ax 3 + bx 2 + cx + cl cujas raizes sao r u r 2 e r y Pelo 
teorema da decomposięao de um polinómio, podemos es- 
crever: 



EXERC!CIO RESOLVIDO 


R.12 Sendo r x ,r 2 e r 3 as raizes da ecjuaęao 
2x 3 — 4x 2 + 3x +1 = 0 , caicular: 

a) r, + r 2 + /- 3 

b) i\r 2 + r t r 3 + r 2 r 3 

c) r x r 2 r 3 

d) — + — + — 

O H r 3 

e) tf + r} + r 2 

f) Wtf + 0\r 3 y- + {r 2 r 3 y 

g) _J-h — + — 

Of yl i-2 ,-2 

'I r l ’ 3 

Resoluęao 

Os coeficientes da eąuaęao 2 x ? — 4x 2 + 3x + 1 =0 sao 
a = 2, b — —4, c — 3 e d — 1 . 

Assim, temos: 

b 


a) /■, + r 2 + r 3 = - 


r, + r 2 + r 3 = 2 


ax 3 + bx 2 + c.r + d = a(x — r x )(x ~ r 2 )(x — r 3 ) 

X 3 + “X 2 + —X + — = 

a a a 

= (x- r x )(x - r 2 )(x ~ r 3 ) 
t i i b -j c , cl _ 

. . X 3 + —X- + -X + - — 

17 d CL 

— x 3 - (r, + r 2 + r 3 )x 2 + 

+ (r,r, 4- rp ’3 + r 2 r 3 )x - r,r 2 r 3 


c 3 

b) TjTt “I" ^|7*3 ^ ^ "b ^3 “ 


c) r,r 2 r 3 = - — => r f r a r 3 = - — 


d) 


1 


+ 

2 


1 


1 _ r 2 r 3 + r, r 3 + r, r 2 


O 




= -3 


-Ol + r 2 + r 3 ) = — 

a 


^ r,r 2 + /-,r 3 + r 2 r 3 = — 

a 


^ 1^*2 ^3 


d 

a 


r x + r 2 + r 3 = —— 


a 


< r x r-, + r x r 3 + r-,r 3 = — 

a 


r l r 2 r 3 = - — 


Temos, en tao, o seguinte: 


As raizes r 2 e r 3 da eąuaęao polinomial do 
3 9 grau ux 3 + źjx 2 + cx + d — 0 sao tais que: 

= b__ 

a 


r } r 2 + r,r 3 + r 2 r 3 = — 

a 


*Wa = - — 
a 


e) Observando a identidade: 

(r t + r 2 + r 3 ) 2 = rf + r , 2 + + 2 ;-,r 2 + 2 r l r 3 + 2 r 2 r 3 , 

podemos escrever: 

rł + rj = 

= (r, + r 2 + r 3 ) 2 - 2 (r,r 2 + r x r 3 + r 2 r 3 ) 
r? + ri + r 3 2 = 2 2 - 2 • 4 

f) Observando a identidade (/y - 2 + r,r 3 + / 2 r 3 ) 2 = 

= + (r,r 3 ) 2 + (r 2 ? 3 ) 2 + 2 r,+ 2 r 3 + 2 r ,/ 2 + 3 + 

+ 2 r| podemos escrever: 

(nr?) 2 + (r,r 3 ) 2 + (r 2 r 3 ) 2 = 

= (r,r 2 + r s r 3 + /y 3 ) 2 - 2 /-,r 2 r 3 (r, + r 2 + r 3 ) 

(rir 2 ) 2 + (r x r 3 y + (ry 3 ) 2 = 


17 


g) — H—L + -i_ 
T] r 2 f i 


rfr 3 2 + /-fz| + 7 -fi-j 

rtrgr§ 


1 , 1 _ (r |/- 2 ) 2 + (/-,r 3 ) 2 + (r 2 r 3 ) 2 


' * T + -f 1 -•> 

n n r% 


(r\r 2 r 3 ) 2 


17 


i-i 


- =17 
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EXERCICIOS BASICOS 


B.20 Sendo r u r 2 e r 3 as rafzes da eąuaęao 
3 a' 3 — 3a 2 + 6x - 1 = 0, calcule: 

a) r, 4- r 2 + r 3 

b) r,r 2 + r,r 3 + r 2 r 3 

c) r,r 2 r 3 

d) — 4- — + — 
r, r 2 r 3 

e) r] + r\ + r 3 

f) {r x r t f + (r t r 3 ) 2 + (r 2 r# 

. 1 


, 1 . 1 

g) — + 


2 


2 

r 2 


2 

Cl 


B.21 O conjunto soluęao da equaęao a 3 4- x — 1 = 0 € 
S = {r t , r 2 , r 3 }. Calcule: 

a) r, + r 2 4- r 3 

b) r,r, + r,r 3 + r 2 r 3 

c) r t r 2 r 3 


d) 




r 


x 1 i 2 , 2 

e) r, 4- r 2 + r 3 

f) (r^a ) 2 + (r t r 3 ) 2 + (r 2 r 3 ) 2 

, 1 , 1 , i 

g) — + —T + “ 

C C *3 


As relaęóes de Girard em urna 
equaęao de grau n 

Finalmente, vamos apresentar as relaęóes de Girard 
em sua forma geral: 

Teorema 

Em toda eąuaęao polinomial de grau n, n > 1, 
aj? + a„ _ _ 1 4- a n _ y" ~ 2 + ... + a a — 0, cujas 
raizes sao r x , r 2 , r 3 .r„, tem-se que: 


a soma das rafzes e igual a — 


— i 

a„ 


, ou seja. 


+ r 2 + r 3 + ... 4- r n — 


a n -1 


a , 


a soma dos produtos das rafzes, tomadas duas a 
duas, e igual a — 2 , ou seja: 


a. 


r i r 2 + ^ + r i r 4 + - + c, -14= 


<7„- 


n - 2 




a soma dos produtos das rafzes, tomadas tres a tres, 

a n -3 ’ - 


e igual a — 


a, 


ou seja: 


+ w 4 4- ryy 5 + ... + r„_y n _ t r n = 


a„-3 

a.. 


B.22 (ITA-SP) Se a, h e c sao as raizes da eąuaęao 
.v 3 — 2.v 2 4- 3 a - 4 — 0, entao o valor de 

-L + i + ± 6: 

a b c 



®T 


e) n.d.a. 

, 3 


C) T 



B.23 (UFMG) Os nuraeros — 1 e 1 sao rafzes do polinomio 
P(x) — cx 3 + ax 7 + bx + 2c. A terceira rai z de P(x) €\ 


a) —3 


e) 2 


b) -2 

c) 0 

Sugestao. Indiąue por r a terceira raiz e apliąue as rela- 
ęoes de Girard. 

B.24 (UFRN) A eąuaęao x 3 4- nu 1 + 2x 4 n — 0, em que m 
e n sao numeros reais, admite 1 4 i como raiz. Entao, 
m e n valem, respectivamente: 

a) 2 e —2 d) —2 e 0 

b) 2 e 0 e) 2 e 2 

c) 0 e 2 

Sugestao. Lembrando que o conjugado de 1 4- i tambem 
e raiz da eąuaęao, indiąue a terceira raiz por r e apliąue 
as relaęóes de Girard. 

Exerct'cios eomplennentares C.tl e C.T2 


o produto de todas as rafzes e igual a 
ou seja: 


(-!)"(%) 


a, 


r i r 2 r 3 r„ = 




a, 



EXERC1CI0S RE60LVft?0S 


R.13 Sendo r { , r 2 , )\ e r 4 as raizes da eąuaęao 
2x 4 — 8* 3 — 3x 2 — 2x + 1 = 0, calcular: 

a) + r 2 + r 3 + r 4 

b) r } r 2 + r,r 3 + r,r 4 + r 2 r 3 + r 2 r 4 4- r 3 r 4 

c) r 1 r 2 r 3 + )\r 2 r Ą + r t f 3 r 4 + r 2 r 3 r 4 

d) r,ry 3 r 4 

fieso/ufao 

Os coeficientes da eąuaęao 

2jc 4 — 8jt 3 — 3.r 2 — 2x + 1=0 sao 

a = 2, b - —8, c — —3, d — —2ee- 1. Pelo teorema 

de Girard, temos: 

a) r, + r 2 + r, + r 4 = - ± = 4 

€ 

b) r f r 2 4- r,r 3 4- r } r 4 + r 2 r 3 4- r 2 r Ą + r 3 / 4 = — = - 

c) r,r 2 r 3 + /y- 2 r 4 + r,r,r 4 + r 2 r 3 r 4 = 


= _ 4_ _ (~2) = . 

2 


a 


d) = T = 2 
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R.14 Resolver, em C, a eąuaęao 

x 3 - Jlx 2 — 3x + 3 Jl 0, sabendo que duas de 
suas rafzes sao simetricas entre si. 

Resoluęao 

Indicando por r e — r as raizes simetncas e por s a tercei- 
ra raiz da eąuaęao. temos, pelas relaęoes de Girard, que: 

' r + (-r) 4- s ~ Jl G) 

- r( —r) + rs + (— rs) — -3 (D) 

t r(-r),v = -3j2 (III) 

De (I), temos que s = Jl. 

De (II), temos que r — ±J$. 

Para verificar se esses valores formam urna soluęao do 
sistema, basta substituf-los na eąuaęao (III). 

• Substituindo r - JJ es — Jl na eąuaęao (Dl), 
obtemos: 

a/T * (— a/T ) * J2 ~ — 3 V 2 (verdadeira!) 

• Substituindo r = -J 3 es - J2 na eąuaęao (III), 
obtemos: 

— a/T • a/T * Jl — — 3j2 (verdadeira!) 

Como r — ±J3 e s = Jl satisfazem (I), (II) e 
(III), conclinmos que o conjunto soluęao da eąuaęao 

propostae S — {J3, “a/T, a/2 }. 

R.15 Determinąr o valor da constante k. k G [R, sabendo que 
as rafzes da eąuaęao x 3 — 3x 2 — 6x + k — 0 formam urna 
progressao aritmetica. 

Resoluęao 

Indicando as raizes da eąuaęao por p — r, p e p + r, 
temos, pelas relaęoes de Girard: 

'p — r+p + p + r = 3 => p = I G) 

< ( P ~ r)P + (P - r)<,p + /’) + p{p + r) ■= -6 (TI) 
(P ~ r)p(P + >') ~ Gn) 

V 

Substitufmos (I) em (II): 

(1 - r) • 1 4- (1 - r)( 1 4- r) 4- I • (1 + r) = -6 
/. I -Jf 4 1 - r 2 + 1 + jr' — —6 
r 2 — 9 => r = 3 ou r = —3 

• Para/7 = 1 er — 3, temos, da eąuaęao (HI): 

(1 - 3) • 1 • (I + 3) = -&=> 8 

• Paraj? = 1 e r = —3, temos, da eąuaęao (DT): 

(1 4- 3) ■ 1 ■ (1 - 3) = ~k^>k= 8 
Assim, obtemos como resposta k — 8. 

R.16 Calcular a soma dos inversos das raizes da eąuaęao 
5a 4 + 3.v 2 - x + 4 = 0. 

Resoluęao 

A eąuaęao pode ser escrita sob a forma: 

S.r 3 4 0x 3 4- 3x 2 — x + 4 = 0 

0 

Assim, seus coeficientes sao a = 5, b =0, c — 3, d — — l 
e e = 4. 


Indicando as rafzes por r [t r 2 , r 3 e r 4 , temos que: 


_L + _L + _L + _L 

/*, r 2 r 3 r. 


r 2 r 3 r 4 4- r ] r i r 4 4- /* 1 r 2 r 4 4 r l r 2 r 3 


r ] r 2 r 3 r 4 

(~ 1 ) 

5 

4_ 

5 



EXERCICIOS 2ASIC0S 


B.2S As rafzes da eąuaęao X 4 + 3x 2 — x = 0 sao r h r 2 , r 3 e r 4 , 
Escreva todas as relaęoes de Girard para essa eąuaęao. 

B.26 Resolva em C a eąuaęao x 3 — J3 x 2 — 2x 4 2-,/T = 0, 
sabendo que a soma de duas de suas raizes e igual a zero. 

B.27 Resolva em C a eąuaęao 

0 — 60x 2 + 1.100x — 6.000 = 0, sabendo que suas rafzes 
estao em progressao aribnetica. 

Exercfcios complementares do C.13 a C.19 


HI - H 9 MI 



EXERC1C10S COMPLEMENTARES 


C.l (Fatec-SP) Se o polinomio P(x) = 2v- — 5x 2 - 28x + 15 
pode ser fatorado na forma (2x — 1) ■ (x + 3) ■ (x — k), 
entao o valor de k e: 

a) 5 c) 10 e) -15 

b) “5 d) 15 

C.2 (U. Taubate-SP) Sabe-se que 1, 2 e 3 sao rafzes de um 

polinomio do terceiro grau P(x) e que P(0) = 1. Logo, 
P(10) vale: 

a) 48 c) -84 e) 34 

b) 24 d) 104 

C.3 (Fuvest-SP) O numero 2 e raiz dupla da eąuaęao 
ax 3 + bx + 16 = 0. Determine a e b. 

C.4 O numero 3 e raiz tripla da eąuaęao 

X 4 - 10x 3 + 36a j — 54x + 27 = 0. Resolvaessa eąuaęao 
no conjunto universo U = C. 

C.5 (UNIR) Considere o polinomio P(x) = x 3 — 4x- + kx, 
sendo k um numero real. O maior valor de k, de modo 
que P(x) admita tres rafzes reais, e: 
a) 4 b) 5 c) 6 d)7 e) 8 

C.6 (Vunesp) Sabe-se que a unidade imaginaria i e raiz do 
polinomio P(x) — a 4 — 3x 3 + 3x 2 + ax + 2, com a G IR. 
Nessas condięoes: 

a) determine o valor de a. 

b) encontre o conjunto soluęao da eąuaęao P(x) — 0. 

C.l Uma eąuaęao polinomial do 3- grau, com coeficientes 
reais, ad mi te uma raiz igual a 1 + ki, k G IR*, e a soma 
das outras rafzes e 4 — 3z. Determine o conjunto soluęao 
dessa eąuaęao no universo U = C. 

C.8 Sabendo que a eąuaęao x 3 + bx 2 — cx + 1 =0, 

{/?„<;} Cl, admite duas rafzes inteiras distintas entre si, 
obtenha as constantes b e c. 
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C.16 Resolva em€a eąuaęao 

3x Ą - 19x 3 + 42x 2 - 36x + 8 = 0, sabendo que urna de 
suas raizes tem multiplicidade 3. 

C.17 (Mackenzie-SP) Se a soma de duas raizes de 

P(x) = a j — 6x 2 + L Lv + k e 3, entao o numero real k e 
iguaJ a: 

a) —6 c) —2 e) 6 

b) -3 d) 3 

C.18 (Cesgranrio) O produto de duas raizes da eąuaęao 

2a 3 — 19a 2 + 37x — i4 = 0 e 1. A soma das duas maio- 
res raizes da eąuaęao e: 

a) 7 c) 9 e) 19 

19 

b) 8 d) ~~ 

C.19 (Fuvest-SP) Seja jP(.v) = X* + bx 2 + ca 2 + dx + e um 
polinómio com coeficientes inteiros. Sabe-se que as qua- 
tro raizes de P(x) sao inteiras e que ires delas sao pares e 
uma e fnipar. Quantos coeficientes pares tem o polino- 
mio P{x)l 

a) 0 b) I e) 2 d) 3 e) 4 


► 


C.9 ResoWa, em C, a equaęao + — ar - bx 2 — ax + 2 = 0, 
com [a, b } CZ, sabendo que duas de suas raizes sao nu- 
meros inteiros positivos e consecutWos. 

C.10 As dimensóes, em cm, de um retangulo sao as raizes da 
eąuaęao do 2- grau ar 2 + bx + c = 0. Determine o pe- 
rlmetro e a area desse retangulo. 

C.ll As dimensóes. em cm. de um paraleleplpedo reto-retan- 
gulo sao as raizes da eąuaęao do 3 £ grau 
ar' + bx 2 + cx + d = 0. Calcule a area total e o volume 
desse paraleleplpedo. 

C.ll (Fuvest-SP) As eąuaęSes x 3 + bx 2 + cx + d = 0 e 
a -2 + x — 2 = 0 tem o mesmo conjunto soluęao. Quais os 
posslyeis valores de b, c e dl 

C.13 Calcule a soma dos inversos das raizes da eąuaęao 
2r* - 4 a 3 + 6.r 2 + 4x - 1 = 0. 

C.14 Duas raizes da eąuaęao .v 3 — I O.r 2 — 2x + 20 = 0 sao 
opostas (simetricas). Resolva em C essa eąuaęao. 

C.1S Resoiva em C a eąuaęao a 3 — 14x 2 + 288 = 0, sabendo 
que uma de suas raizes e o dobro de outra. 
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RCSPOSTRS 


Capitulo 1 


Capitulo 3 


Exerdcios basicos 

B.l A = {0, 2, 4. 6 ,B = {-5, -4, -3, -2, - 1, 0, l,2,3,4}; 

A U B = {—5, -4, -3, -2,-1.0,1.2, 3,4.6,8, ...};A n fl = {0,2,4}. 

PS' 5 

B.2 a) V; b) F; c) V; d) V: e) V: f) F; g) V. B.3 a) 2,5 = = -y; 


b) 3,81 


381 . , nnQ 3 
; c) 0,03 = 


100 


100 


i ; 

e) . B.4 a) 36; 

81 

81 .. 

27 

16 

’ l) 16 ’ J) 

8 * 

2,5 

. 27 . 

27 

9 

r) 8 ; » - 

8 1 


k) 0; •£) 1; m) t;n) -l;o)y- 

t)m&WM b)x 15 ; c)Sx 6 : d) 125 mą e) 8la " 


125 

25 .v* 


b 8 ' 
2 E 


0 : e) 81fl8 - a) « 10 ; b) o 5 ; c) -y-; d) yy. B.7 2 

= 2 21 . B.8 a) 5; b) 3; c) 6; d)l; e) 0; f)7; g) -5; h) -2; 
i) -1. B.9 a) 2\[5 ; b) 4„/5; c) 2j6 \ d) 2l/4 ; e) 2 Jlo"; 

f)2j3 - h) y ; § AgŁ., b) 1472"; 

C> 13^3“; d) 127LÓ; c) 35/4 ; f) 24; g) 4 J 2 ; h) 5 3 73. B.ll e. 

13 15 

B. 12-J-. B.13-y. 

Exercicios complemenłares 

C. 1 £ um numero irracionai. pois e uma dlzima nao-periodica. 


C.2 22,1602. C.3 


65 


C.4£ = 3". C.5 b. 06 e. 07 b. 


C.8 I) e: II) d; ffl) % 09 c. 


Capitulo 2 


Exerctcios basicos 

B.l a) 2; b) -3; c) t = B.2 a)£ = j^yj; b) 5’ = {6}; 

c) S — | — y |; B.3 7 m. B.4 20. B.5 Priscilla, Emerson e Ewer- 

ton receberam R$ 45,00, R$ 40,00 e R$ 120,00, respectivamente. 

B.6 R$ 1.987,50. B.7 a) S = {3,4, 5, 6,...}; b) 5 = {-3. -2. -1, 0, 

40 


1, 2, ...}; c)S = {1, 2, 3, 4,B.8 a) S-{a CR ,vs — }; 


16 


b)5= fc e IR | k < -£r ; c)S = y e IR I y 


37 


10 


d)5 = |a SIR | « ^ -y J. B.9 a) S = {(8, -l)};b)5= {(1,2)}; 
)}; d) 5 ={(-17.-13)}. 


c)S = 


20 8 


31 ’ 31 
B.10 a) S = |^2, -y ]}; b)S 

c )S= * 


-T- ll: 


23 ? 23 


d) 5 ={(0,-1)}. B.ll a. 


Exerctcios complemenłares 

Cle. 02 a. 03b. C.4b. C.5 a )S = R;b) S = 0. C.6e. C.7d. 


Exerclcios basicos 

B.l a) a- 2 - 16; b) y* - 1; c) 9 1 2 - 25; d) a 6 - 4; e) 1; f) 11. 

B.2a) a 2 + I2t + 36;b) 9 k 1 + i2fc + 4;c) y 2 - 6y + 9;d) 25t 2 -40r + 16; 

i _ fr 

e)4* 2 + I2xy + 9f : f)** - 141fc + 49. B.3 a)-^—; 

b) 573" + 5j2 ; c) 473" - 2. R.4a)2ab(4b + 5n): b) 5x(x - 3y); 

c) 3f 2 (f - 2}; d) 3ab(2a 2 + 4b~ - a 2 b 2 ); e) 2*(2 + 2 2 + I) = 7-2'. 

B.5 a) (c + d)(a + b)\ b) (x + y)(a — b): c) (a — y){z + w); 

d) (g + 3b)(6c + 10d) ou 2(a + 3b){3c + 5d)‘, e) (2 a + 3)(6a 2 + 2) ou 

2(2jc + 3){3a 2 + 1); f) (4y - 1)(2/ + 3). B.6 a) (g + b)(a - by, 
b) (a + 3)(a - 3); c) (>- + l)(y - 1); d) (2 + 3z)(2 - Sź}i 

e) (5p + 4q)(5p — 4q): f) (er + h){a 2 - b); g) (a? + vX* 3 — y); 
h) (2e 4 + rf)(2t u - d). B.7 a) (n + bf \ b) (a - yf; c) (3« + 5) 2 ; 
d) (2x - 3y) 2 ; e) (f + l) 2 ; f) (5y - 1)-; g) (a 3 + 3 y) 2 . 

B£(x + y + z)(x+y~z). B.9a)S={0,l);b)5={-3,-2,2). B.10c. 


as 


Exerctcios complemenłares 


C.lb. 02 c. C-3 a, C.4b. C.5 


c + 1 

a — b 


C.6 e. C.7 c. 


Capitulo 4 


Exerc!cios basicos 

B.l a) 5 = {5, -5}; b) S = {4, -4]; c) 5 = jy, -y}; 


d )S 


yk —y~); e) S = 0 ; fj 5 = { 0 , 7 ); g) 5 = {o, y}; 


h) S = jo, -y ). B2a )S = |-2, yj; b) 5 = {3}; c) 5 = 0; 

' t 

9 

d)5 , = {—3,2}. B.3 Vvm, m E. IR e/n > ~. B.4 k = 2 ou k = — 2. 


B.5 YłM, mi £ IR e m < 1. B.6 Vfc, k £ IR e fc 


25 


32 


. B.7 a) soma 5, 


produto 6 e rafzes 2 e 3; b) soma 9, produto 20 e raizes 4 e 5; c) soma 
—5, produto 6 e raizes —2 e —3; d) soma —2, produto —8 e rafzes —4 e 2. 

< _3_ _/7_ v 

" 2 ’ 2 


; b)S = {(-5, 14), (2, 0)}; 


B.8 a) S = |(3, 1). 
c) 5 = {(1,1), (6,16)}. B.9 a) 3 (a - 1 ){x - y ]; 

b) 4(y + 2) fy - y j; c) (p -1 )(p - 3); d) (,v + 2)(* - 1); e) (fc - 1 ) 2 ; 
f)9[z+ yj. B.10 b. B.ll a) S = {1, 4); b) S = jy, - 2 }; 

c) S= jy}; d)S= {l);e)S= {-1,2}; f) 5 = { 2 , -yj. 

B.12 a) S = [3};b ) S= {51; c) 5 = {-2};d)S= {1}. 

Exercicios complemenłares 

Ola. C.2 10 pacotes. C.3 V fc, fc £ !R e fc < 4. C.4fc=-lou 
fc = y. Cj c C.6 12.031. C.7 a. ' 08 d. C.9 5 = 0. 
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Capftulo 5 


Exercicios basicos 

B.1 a) ; b)~; c) ; d)B.2 a) 0,46; b) 1,49; 

c) 0,0023; d) 0,5683. BJ a) 65%; b) 132%; cj 40%:'d) 9%; e) 0,3%. 
B.4 a) 75%; b) 34%; c) 240%; d) 66,666...%. B.5 a, B.6 48 

mulheres. B.7 8.388.400 habitantes. B.8 a) aproximadamente 36%; 
b) 178%; c) 63%; d) aproxiniadamente 86%. B.9 1,2%. B.10 R$432,00. 

B. ll RS 910,00. 

Exercicios complementares 

C. 1 R$ 1,82. CJ a) R$ 2.160,00; b) 28%. C369,5%. C.4c. C.5e. 
C.6b. C.7 d, C.8 d. C.9b, C.lOc. C.ll b. C,12e. 


Capftulo 6 


Exerctcios basicos 

B.la. BJ 130°. B.3144°. B.4 c. B.5 30°. B.6 30°. B.718°. 

B. 8 d. B.9 130°. B.I0 a) 360°; b) 540°; c) 1.080°. B.ll a) 360°; 
b) 540°; c) 720°; d) 1,440°. B.12 120°. B.13 Em um polfgono conve- 
xo de n lados (n vertices) a soma S, dos angulos internos e S, = 180°(« - 2). 
Indicando por S e a soma de seus angulos extemos, temos que Si + Ą = 
= n ■ 180°, pois em cada vertice a soma do angulo interno com o anguio ex- 
temo 6 180°. Logo, 180°(n - 2) + S t = n • 180° S„ = 360°. B.14 36°. 

Exercicios complementares 

C. l a. C.2 b. CJ A- = 50°. C.4 b. C.5 a) ot = 30°; b) 90°. 

C.6 a = 5°. C.7 90°. C.8 140°. C.9 a = 100° e y = 30°. 

C.10 m(BAQ= 100°. C.ll b. 



Exerctcios basicos 

B.1 


D 

BDC = DBA (altemos), DBC ~ BDA (alternos) e DB e lado comum 
aos triangulos ABD e CDB; logo. AABD = ACDB (caso ALA). 

B.2 




AB = CD, AD = BC e DB 6 lado comum aos triangulos ABD e CDB; 
logo. AABD = A CDB (caso LLL). 


B.3 



MAB = MĆD (altemos), MBA = MDC (altemos) e AB — CD (lados 
opostos de um paralelogramo); logo, AA MB = ACMD (caso ALA). 



- * -K 

DC e lado comum aos triangulos ADC e BCD, A DC e BCD sao retos e 
AD = BC; logo, A ADC = A BCD (caso LAL). 



C 


Se os ąuatro lados sao congruenies entre si, entao ABCD 6 um paralelo¬ 
gramo, portanto suas diagonais se cruzam no ponto medio de cada uma; 
assim, pelo caso LLL, lemos que A AMD = AA MB = ACMD = A CMB. 
B.6 a) 2; b) como AACB ~ A ECD (caso LAL), temos CAB = CED. Os 
angulos CAB e CED sao altemos congruentes; logo, AB / DE. B.7 40°. 
B.8 60°. B.9 45°. B.10 35°. B.ll 80°. B.12 60°. B.13 a) 120°; 
b) 90°. B.14 1.260 m. B.1S 55°. B.16 5 cm. B.17 y = 40° e 
a = 80°. B.18 50°, 40° e 90°. 


Exercicios complementares 

C.l CA = 400 m e CB = 600 m. 

C.2 • M e ponto medio de AB, portanto M equidista de A e B. 

* Seja P.P^ M, um ponto qualquer da mediatriz 

A AMP = ABMP (caso LAL) PB. 

* Portanto. qualquer ponto da mediatriz equidista de Ac B. 



C.31) O pertence a mediatriz r de^\C, logo, O equidista de A e C. 

II) O pertence a mediatriz s de BC, logo. O equidista de B e C. 
Por (I) e (II), O equidista dos tres vertices do A ABC. 


A 



C.4 I) O equidista de OA e OB, pois 
pertence a ambos. 

II) Sendo P, P ^ O, um ponto da 
bissetriz OC, temos que: 

A OPQ = A OPS (caso LAAJ => 
^PQ = PS 

Por (I) e (U), qualquer ponto da bisse- 
tiiz OC equidista dos lados do angulo 
AÓB. 
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C.5 l) O ponto / pertence a bissetriz de ABC, logo, I equidista de BA e BC. 

II) O ponto / pertence a bissetriz de BAC. logo, / equidista de BA e CA - 
Por (X) e (II), o ponto / equidista dos tres lados do triangulo. 


C 



C.6 • AC = CB = BA => A ABC e equilatero, logo, cada um dos angulos 
interaos A, B e Ć mcde 60°. 

• NADE = A CFD = A BEF (caso LAL) => DE = FD = EF, logo, 
A DEF e equilate.ro. 


A 



C.7 a. C.8 15°. C.9 50°. CIO 40°. 


B.9e. B.10 A ABC- A AMN (caso AA) 
AC 


AM 

AB 


AN 

AC 


1 T 
-7T, lO- 
“ 


go, AN = 


, on seja, N e ponto mćdio de AC. 
A 



B.ll Como M 6 ponto medlo de AD e MN jj AB // DC, temos que MP 
e base media do AABD e do ACBD. Logo. MP — ^ o PN — —-—, 

Adicionando membro a rnembro essas igualdades, obtemos 
MP + PN= -Ę- + Portanto, MN = — % — . 



B.12 MN = 8 cm e PQ = 7 cm. B.13 4. B.14 9 cm. B.15 a = 5, 
h — 2,4, m = 1,8 e n = 3,2. BJ6 3 cm. B.17. 2,4 cm. B.18 1,4. 


B.19 HC = 28,8. B.20 a) 3 J2 ; b) 5 Jl\ c) ajl . B.21 a) 


3j3 . 


b) J3\ c) 


aj 3* 


Capitulo 8 


Exercicios basicos 

B.1 a) 6; b) 9; c) 3; d) 6; e) 7. B.2 r = 4, y = -j- 

B.3 AE = 12 e AD = 8. B.4 x - 14 e y = 24. B.5 b. B.6 d. 

B.7 a) BAC e angulo comum aos triangulos ABC e AMN, e -~ 


= assim. pelo caso LAL, temos que A ABC ~ A AMN[ 

AN 

b) paraSelas, porąue os angulos altemos formados por MN, BC e BM 
sao eongruentes; c) a razao de semelhanęa do NAMN para o AABC e 


J —; logo, a medida do segmento AM equivale a metade de BC. 

B.S I) NM e base media do AABC. logo NMU AB e AB — 2 ■ MN. 

AG BG . AB 


11) A GNM ~ NGBA 
Por (I) e (II), temos 


GM GN 
AG BG 1 


MN ' 


GM GN 2 
Traęando a terceira mediana CP e repetindo o raciocinio, temos 


AG _ BG _ CG _ I 
GM GN GP 2 



Exercicios complementares 

C.l y — 12. C.2 80 m, 60 m e 40 m. C.3 9 cm. C.4 a. C.5 —. 

C.6 800 m. C.7 d. C.8b. C.9 a. C.10 24cm. C.ll 30 cm. 

K 

C.12 e. C.13 1.75 cm. C.14 5 cm. C.1S 6 cm. C.16 cm. 


Capitulo 9 


Exercicios basicos 


B.I a) A AMC = NBCM (caso LLL) =* AMC = BMC (1). 
AMC e BMC sao suplementares (II). 

Por (I) e (II). temos que AMC e reto. 



b) NAMC = NBCM (caso RHC) => AM = BM, on seja. Me ponto me¬ 
dio de AB. 
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MATEM ATI CA 


B.2 5 cm. B3 6^3 cm. B.4 a) x = 50°; b) x = 46°; c) x= 40° . 
B.5 a) 90°: b) retangulo; c) num A ABC. retSngulo em A, a mediana AM 
mede a metade da liipotenusa BC. togo, M equidisla de A, B e C. Assim. M 
e o centro da circunferencia circunscrita a esse manguloe, como BC e dia- 
metro, conclui-se que o AASC esta Lnscrito na metade dessa circunlerencia. 
B.6 a) x = 80°; b)x = 40°. B.7 a) PAB = PBA; b) isósceles. 
B.8 a )x = 12 cm; b)j = 7. B.9 a) x = 3; b) x = 5; c) .r = 3. 

A A 

B.10 ABT = ATB (angulos inscrito e de segmento que determmam o 
mesmo arco), P e angulo comum aos triangulos PTB e PAT: logo, pelo 
caso AA. tern os que A PTfi ~ A PAT. Assim. concluimos que 
PT PB 

— = -pjr, ou seja, (PT) 1 = PA ■ PB. 




B.lł x = 3 Js . B.12 107t cm. B.13 4tc m = 12,56 m. 

B.14 1.000 voltas. B.15 R = 2j2 cm e r — 2 cm. B,16 R = 12 cm 
e r = 6 cm. B.17 R —■ 18 dm e r = 973 dm. B.18 Do menor lado 


para o maior, a razao e 


2 ' 


Exercfcios complementares 

C,1 a. C.2 b. 

C.3 O arco BAD mede 2y por ser determinado pelo angulo inscrito de 
medida y. O arco B CD mede 2x por ser determinado pelo angulo ins- 
crilo de medida jc. Assim, tem-se que 2x + 2y — 360° =±> x + y - 180°, 
ou seja, BAD e BCD sao angulos suplementares. Analogamente. ABC e 
ADC sao angulos suplementares. 



C,4c. C.5 x = 40°. 06 10 cm. 07 2 cm. 08 3.630 km. 
09 3.000 m. OlOa. Olłcm. 012 c. 

C.13 3(2 " ' cm. C.14 24(3 + JT) cm. 

015 (1 + JT) m. 016 Ja + iJT m. 


Capitulo 10 


Exercicios basicos 

B.l 40 cm 2 . B.2 16 cm. B.3 16 cm 2 . B.4 64 cm 1 . B.5 24 cm 2 . 
B.6 4,5 dm. B.7 12 cm 2 . B.8 9 dm 2 . B.9 8 cm 2 . B.10l2cra. 
B.ll a) h — 12 cm: b) A = 84 cm 2 ; 

c)A= 721(21 - 15)(21 - I3)(21 -14) cm 2 = 84 cm 2 . 


B.12 9(4 - JT) cm 2 . B.13 24 JT cm 2 . B.14 54 JT cm 2 . 

B.15 150(4 + 73") cm 2 . B.16 150 cm 2 . B.17 600 cm 2 . 

B.182i6 cm 2 . B.19 - — C m 2 . B.20 9jtcm 2 . B.21 1 Sitem 2 . 

B.22 1 6te cm 2 . B.23 4ą dm 2 . B.24 8jc cnr. B.25 4 (jt - 2) cm 2 . 
B.26 (2 + n) cm 2 , B.27 d. B.28 b. B.29 4 cm. B.30 15 cm. 

Exercicios complementares 

Olb. 02 d. 03 d. 04 c. 05-^-. 06 a. 07 c. 08—. 

3 65 

09 750.000 m 2 . C.10 a) V; b) F; c) F. 


Capitulo 11 


Exerdcios basicos 


B.l a) 

b) 

c) 
d> 

e) 

f) 
S) 
h) 

B.2 a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 

g) 


---« »- * 

5 9 

-3 



5 

— r 


1 


8 

— 


0 


~5 


4 

3 


2 






4 

-► 

5 7 


-1, 


8 



2 


~~6 


5 




5 

—r 

3 


B.3 a) ] -3, 13]; b) [5, 10]. B.4 a) ]-», +~L = R ; b ) [2, 5[. 

B.5 a) 30. 7[;b) [- !,+«■[. B.6 a) jl, 10]; b) {4}. B.7 S = [-3, 11 [. 



B.12 x = I oux = 4. B.13«= — eb= — 

5 5 


430 


Exercicios complementares 

Olb. 02 b. 03.r=—3. C.4b C.5 primeiro quadrante. 06 a. 
















































Capitulo 12 


Exercicios basicos 

B.1 aj LA X B = {(1, -5), (1, 5), (2, -5), (2, 5), (3, -5), (3,5)] 



b ) B X A = {(-5, 1), (—5, 2), (-5, 3). (5, 1), (5. 2), (5, 3)]; 

c) A= - {(1, 1), (1,2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3,1), (3,2), (3. 3)}. 
B.2 a) R nao e funęao de A era B; b) / e funęao de A em B\ c) g nao e 
funęao de A em B\ d) h e funęao de A em B. 

B.3 a) Re funęao de A em B\ b) / nao e funęao de A em B\ c) g e funęao 
de A em B; d) h nao e funęao de A em B. 



D(f)= {-1,0,1.2,3}; 
Im(/) — { — 1,2, 5, 8,11}. 


yi 

i 

•-- — 

— -• 

i 12 

i 

i 

i 

i 

i 

* 

1 

[ 

1 

I 

1 

1 

1 

i 

i 

i 

i 

i 

i 

i * - 

1 

i 

i 

| 

l 

1 

- i 

i i 3 

i i 

r i 
i i 
i j 

i l 

1 9 

, 1 i* 

-2 -1 0' 

1 2 x 

P 



B.6D(/) = {l,4,6,3};Im(/)= {2,5, 8.9}. B.7x = 2oux=5. 

B.8 a)/(—10) - 10; b)/(2) = 46; c)/(0) = 40; d) ] = 41. 

B.9 a)/(—1) = 0; b)/(2) = 6; c)/(-4) - 12; d) ] = -j; ; 

e)/(0) = 0. B.10 a) 20.000 m J ; b) 72.000.000 m 3 ; c) 24 s. B.ll a) 1; 

b) 0; c) -3; d) 0; e) -9. B.12 aj 32 bacterias; b) 85 bacterias; 

c) 98 bacterias. B.13 a) V; b) V; c) V: d) F; e) F: f) V; g) V; h) F, 

B.14 a) V; b) F; c) V; d) F; e) V; 0 F: g) V; h) V; i) F; j) V; k) F. 

B.15 a)/(36) = 6; b)/(81) - 9; c)/(2) = JT ; d)/(l) =1. 

B.16 x = -j-. B.17 lm(f) - {15, 3, -1}. B.18 R e funęao de 4 em 

B. pois toda reta paralela ao eixo Oy, passando por um ponto do eixo Ox 
de abscissa x, x 6 A , intercepta o grafico mim unico ponto. B.19 R nao 
6 funęao de A em B, pois a reta paralela ao eixo Oy, passando pelo ponto 
do eixo Ox de abscissa 6. 6 £ A, intercepta o grafico em mais de um 
ponto. B.20 Representa funęao o grafico b, pois loda reta paralela ao 
eixo Oy, passando por qualquer ponto de abscissa i.t£A. intercepta o 
grdfico em um unico ponto. 

B.21 Dif) = T-3,5[; Im (f) = [-4,4[. 22. D <f) = [-6, -2] U ]4,9]; 
Im(/) - [1, U]. 

Exercicios complementares 


C.1 a) 


-3 



y> 



2 

--1 




'łhr 

0 


4 x 

-3 

— „ _ ~ ^ 



C.2 A relaęao/e funęao de A em B , pois todo elemento de A esta asso- 
ciado, atraves de/, a um unico elemento de B. C.3 x = 9. C.4 A re- 

laęao/ e funęao de A em B , pois todo elemento A esta associado, atraves 
de/, a um unico elemento de B. C.51) b; II) c. C.6 a) V; b) V; c) V; 

d) F; e) F; f) F; g) F. C.7 a) 52 dólares; b) 51 dólares; c) 50 sacas, 

C.8 aj/(—4) = ~; b)/(-1) = 5; c)/(2) = 4; d)/(0) = -y-. 

C.9 a)/(4) = 2; b)/(8) = 3; c)/(l) - 0; d) f(j2) = 

C.10 a) 30 cm; b) 5 cm; c) primeira semana. C.11 d. C.12 d. C.13 b. 

Jf ~ 1 


C.14 b. C.15 


C.16 a. C.17 d. C.18 d. C.19/?naoe 


funęao de {3} em IR, pois a reta paralela ao eixo Oy, passando pelo pon¬ 
to do eixo Ox de abscissa 3, coincide com o próprio grafico e. portanto, 
intercepta-o em mais de um ponto. C.20 Nao. pois sempre existird 
reta paralela ao eixo Oy interceptando o grafico em mais de um ponto. 
C.21 D(f) = IR; Im (f) = {4}. C32 D (f) = IR; Im (/) = IR. 
CA23 D(f) = [0,8]; Im(f) = [0,4], C.24 c. 


Capitulo 13 


Exerctcios basicos 

B.l a) D(f) = (r £ IR [ x * 5}; bj D(fj = {x <= IR | x > 1} 
C ) d (f) = [x G IR 1 x ± 3 e x # -3}; d) D (f) = [r£ R ] X > 1} 
e) D(0 = IR: f) D(f) = [R; g) D(/) - IR; h) D(/) = IR*; 
j) D(f) = IR; k) D(f) = IR. 


D(/) = {-2,-1.0. 1,2}; 

Im (f) = {0, 3,12}. 
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MATEMATICA 


B.2 a) DOO = {jcERIjcSsOcj:^ 1} 


o i 

b) D(f) = {.v E IR j x > 3] 


C) D(/) = [x E |R'| X > 3 e jc # 5} 

d) D(0 = {.vER|.v# !} — 

e) D(/) = {jrElR 1x3*2] — 


3 5 



BJ a) Jp = E IR | jc # 2}; b)D(/) J* EK | * 3* J; 
c)D(/) = (.vEIR[.v# -1- ; d)D(/) = {*EIR|ic# I e** e* * 3 
e -V * -3} ; e)D(0 = |x 


IR | -v # L e x i= e je # , 




JC =£ I 


= Jjc E IR | jr s= ~ e.r^2 


; g) D(/> = jxE[R|x> --i- e 
; h) Dtf) = {x 6 IR \x # ] e x # -1}; i) D(/) - IR; 


= jjt E IR j jc > ™j; k)D(/)= (xE IR |je # 2ei # 3}. 

B.4a) D (/) = fxER1 e *# 2};b) D(f) = {.*EER |*> -1 e* ^ 2 e 
jc .# 3}; c) D(/) = {x E IR | j 5= -3 ej# 1 e*# 2e,v # 4}; d)Dtf) = R. 


K\ 


1 

2 


d; 

-1 


2 3 


-3 

d)- 


1 

2 4 



B.5 a) I e 3; b) —c)3e -3;d) -0eÓ; e) I,-1, J2 e -^2; 

i i 

f) nao possui raizes; g) O, 2 e 4; h) — —; i) 2 e B.6 -5 e 4. 


B.7 a) 


5 



3™ 

0 

X 


b) 


C) 


EL 


y* 



^2 


■I— 

0 

X 


-i 

B.8 a) D (f) =Ht» Imtf) = {5]; b) D(f) = R; Ira(/> = {~J. 

B. 9 a) [-3, 2]: b) [2 : 5]; c) [-7, -3] e [5, 8], B.IO a) V; b) V; c) V; 
d)F;e)V;f)F;g)V;h)R 

Exercfcios compiementares 

C. 1 a) D(f) fc IR; b) D(f) = {0}; c)D(/) = {1}; d) D(fl = IR + ;e)D tf) = IR_. 

C.2 D(f) = {1} e lm(f) = (OJ. C.3 c. C.4 d. C.5 a) 3; b) -1; 
c) nao possui raizes; d)4. C.6 a = 2zb = —6. 

C.7 


y> 

l 

ii 



0 

X 


C.8 a) O =£ r « 2; b) 7 / «s 10; c) 2 =s / *£ 7. C,9 c. 

C.10 



Copitulo 14 


Exercfcios bósicos 




a) cresceme; b) constaure; c) decrescente; d) 0%. C.U c. C.12 d. 
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B.3 a) a = 2 e b = l; b) — — B.4 a — —3 e b = 0. B.5 c. 



D(/) = Ee Jm(j0 = IR. 


B.7 a) R$ 327,00: b) f(x) = 160 + 0,02x, sendo .v e f(x) em reais. 
B.8 a) 24 °C; b) 8 °C. 


B.9 a) 


= 5x- 10 


b) flx) « -5*- 10 


+ - 


h) 


-1/3 


e) | r 


1/3 


d) y = -3x + 1 


e) 


5x 


f) 1 y=-5* 


k) 

l) 



5/2 


B.10 a) /U) = 2*-5 


-5/2 


b) ftx)=- 2x-5 


e) 

f) 


= x + 1 



3 




f\x)~ xf1 




■f 



■ 1/2 


c) |_ y = 4 jć + 2 

d) 


^3 


g) = V2X~V6 


1/2 


= 2 


•W5 

h) I yZ -V2x-a/6 M- 


4/3 


y- 3x-4 

- 

+ 

4 

2 

y- -x+\2 

4* 

- 


B.13 a) F; b) V; c) V: d) F: e) V; f) V. B.I4 e 
B.15 a) 




D{f) = IR; 

= JR|ys*.3}. 


= IR; 

Im(/) = R. 



D(f) — R; 

Im(/) — 0' GR|y^4}. 



Dif) = R; 
Im (f) - R, 



B. 17 a)/( a) = 


30* se 0 =s * 10 


300 se x > 10 
min, e f{x) representa a temperatura em C; 


em que.v representa o tempo, em 




C 2 b. C3 a. C.4 a) 5 min; b) 0 min =£ .v < 5 min; c) 5 min < ,v 6 min. 
C.5 a) 27 de abril; b) de 1 a 26 de abril; c) de 28 a 30 de abril. 

C,6 a) 15 de maio; b) durante os primeiros catorze dias de maio; c) du- 
ranle os dezesseis dtas que vao de 16 a 31 de maio. C.7 e. C.8 b. 
C.9 a. C.10 a. 


Capitulo 15 


Exercfcios basie os 
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D — [R; 

Im = {y G IR | y < 9). 



D = IR; 

Im = {y GIR|y > -4]. 





D = SR; 

Im = {y G tRf y 5= 0}. 


D = IR; 

Im = {y G IR | y =£ 0} 



D = IR; 

Im = {y G IR | y 3* 0}, 



D = IR; 

Im = {y G IR | y ^ 0}. 


B.2a )a = 1 ,b = —2ec= - 3;b)lm{/} = [-4, +«[. B.3o- — ~^r. 


b = 1 e c = 0. B.4 a) a = I. b = -2 e c = 2; b)/(4) = 10. 

B.5 V m, G IR | j« < em^O, B.ć m — 2. 


B.7 Vm, m 
B.S a) 


E IR | m > 6. 
Y ł 



D = IR; 

Im = y G IR j y 3* 
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Im - IR, 



2 3 


D = IR; 
Im = IR. 



-*■ 

x 



O minimo da funęao 6 —9; 
o ponto de minimo e 4; 


O maximo da funęao ć —— ; 


o ponto de maximo e Ą -; 



O maximo da funęao e 9; 
o ponto de maximo e 1; 



2 

O minimo da funęao e —; 


o ponto de minimo e 


p- 

< 

£ 

UJ 


B.10 a) O minimo da funęao e -8; o ponto de minimo e 3; b) O m<łximo 
da funęao e 9; o pouto de maximo e 2; c) O minimo da funęao e — 9; o 
ponto de minimo e 0; d) O maximo da funęao e 16; o ponto de maximo 
e 0; e) O rmnimo da funęao ć 0; o ponto de minimo e 0; f) O minimo da 

funęao e 3; o ponto de minimo e 1; g) O maximo da funęao e — - ^ 


; o 


'3 oi 

porno de maximo e —; h) O minimo da funęao e - —~; o ponto de 


y 

minimo e - —; i) O maximo de funęao e 4; o porno de maximo e -2. 


B-ll m — —3. B*12 m = —6oum = 2. B ,13 A altura maxima atin- 

gida pela bała e de 500 m; a bała atinge a altura maxima em 5 s. B, 14 a. 

_ i ** 

B-15 a) | = | + 


-1 


b) 

= -x* + x + 2 

— 

Hb 

- 




1 


c) 

Ąx) = ~ -x + 

2 2 


+ 





i 


d) 

= -*3 + 6x- 9 

— 


— 







e) 

fW - 3x 2 “ x * 1 










f) 

3 3 








4 

5 

g) 

K=X J -9xt2S 

+ 



■b 

b) 


2 

3 


W = -r 6 

- 

4 


- 




i) 


1/2 










j) 


f\x) ~ 

4 

+■ 

+ 

1/3 

^=_3x-2+2x~4- 

3 

- 

- 


W : 


yofJĄ ' 




k) Hx)=5xi-x+l 

l) 


: :• . 


W' 2 




fi) f) - — ^ — i. 


3 3 







B.1Ć a) 5 = [x e IR I j: < -1 ou.v > 4}; b) 5 = ja: £ R | 0 *£ a- « y j; 

c)S= {-rGR| -3<A<4};d)5 = 0;e)5 = {3}; f) 5 = IR; g) 5 = 0; 
h) 5 = {a: £ R | x *£ 2 ou x > 5}; i) S H {* £ IR [ -4 s? x =s 2}; 

j)5 = |*£R|0<:i< §Ł k)S = {.vER|;r* y}; 1)5= [yl; 




W. 






w. 




m) 5 = \x 6 IR j — 3 < x < — 5 + ^^ j 


; n) 5 = R; 






o)5 = [x £ IR | -3 < * < 3}; p) S = {je £ R | 0 < x < 1); 

11 


q)5 = |j:£R|x<3 ou.v > 4}; r) 5 = |.v £ R | y < x < 6 




B.17 Vm, ni £ R | m > -y. B.18 Vm. m £ R | m > - i-. 
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Exerdcios complementares 

C.l d. C.2 Vk, k £ R*. C.3 V*, k E IR | k > -y. 

C.4 >’ - b* 2 + 9 jc + 1. C.5 Im(/) = [y £ iR | 2 =£ y ^ 20], 
C.6 lm(f) = ■!>' £ IR | -4 =e y =£ 5}. C.7 Im(/) = {y e R \ y «s 4}. 

C.8 b. C.9 a. C.10 a) (4, 0) e (—2, 0); b) {m E IR j 0 < m < 16}. 


D « |R; 
Im = IR. 


C.12 O mmdmo da funęao e 8. C.l3 A area mdxima e 8 cm 2 . 
C.14 112.5 m 2 . C.15 43. C.16 a) R$ 90.000,00: b) R$ 93.750,00. 

C.17 90 e 90. C.18 b. C.ł9c. C.20 c. 

C.21 a) D(fl = {* E IR | x *£ 0 ou a ^ 4}; b) D (f) = IR; c) D(/) = {1}. 
d) D(/) = [x E IR I 1 .V < 2 ou 6 < x 8}. C.22 e. 



Captfulo 16 


£xercicios basicos 

B.l a) 5 = {x E IR | a < 0 ou 2 < x < 5}; b) S = {x E IR | x «= -3 ou 

1 *£x *£ 3 ou x 3= 7}; c) S = Jx £ IR | x < y ou x > 2 J; 

d)S = \x E R ) -2 x2 oxlx 5= 4}; e) 5 = Jx E R | .r > y j; 

f) S = [x E IR j x -1 ou x 2= I}; g) S, {x G E | .v < 5}; 

h) S = [x G R | 0 < x < 2 ou x > 4}; i) 5 = {x E R | x < -1}; 

j) S = 0; k) i’ - {1,3}; 1) S = | 

B.2 a) S = Ja G IR | 
b) 5 = {x E IR | 0 <x ^ 1 011 4 *£ ,v 5}: c) S - jx £ R | x *£ ~~ ou 


R | a > — 


x G IR | x i= —2 e.v =9*= —— ex=£2}. 


X < y OU y < X < 5}; 


B.3 c. B.4 a. B.S a) S — x 


b) S = {.v G R] x < 1}; cj S = IR: d) S = {x E R |x< -2 oux > 2}; 
e) S = |x G R [ x < y ou x > 5 J; f) S = {x E IR | x < - y ou 

x> ~j; g) 5 = (.v G IR | 0 =£ x < 1); h) S = {x £ IR | x 2 ou 

3 <x«s 4 ou x > 5}; I) 5 = (x G R | x < -2 ou 1 < x < 6}; 
j) S = {.v G IR | x> 3}; k) S = {x G R [x s* 4): 


l) S ~ )X G R | x < — 9 ou 0 < x < y 


B.6 a) S = 


,relR[ T 


: b) S 


-I- 


,T E IR I -y <X^0 


ou x s 4-1; c) S = jx G R | —j- =s x 0 ou x > y j; 


5 r 1 ’ 4 

d )S= {x G R [ x < 0 ou x > 8}; ej 5 


x E IR | —^.v<0ou 


— <x*Z 3|; f) S = {x G R | -1 < x < 0 ou x > 1}: 
g)S= {xGR|x« -1 - J3 ouO<x^ -1 + V5"}. 


B.7 a) D (f) ■■ 
ex w 2}; c) D0 — R. 


X E IR I y < X *£ 3f; b) D (f) - {x E IR j — 5 =£ x < 3 


Exercicios complementares 

C.l X = Z. S = {x E R I x < -2 ou 1 < X < 2}. 

C.3 S = {x EIR |x< —5 oux > 1}. C.4a)x > 3; b)x = 4]. C^b. 

C.6 Vx, x E R | 0 < x < 2 ou x > 5. C.7 x = 0. 

C.8 S = |x G R | x < —2 ou — I < x < y ou x > 1J. C.9 b. 


CapTtuló 17 


Exercicios basicos 

B.l a) V; b) V; c) V: d) F; e) V; f) V; g) V; h) V; i) F; j) V. B.2 a) 73”; 
b) 2, 4; C)1; d) 0,01. B.3 a) F; b) V: c) F; d) V; e) V; f) F; g) V; h) V; 

i) V; j) V; k) F; 1) V; m) V; n) F. B.4 a) 5 = {11, 5}; b) S = {4, -3}; 

c )S= JyJ; d)S = {1, 14 J2 % 1 - 72 }; e) S = {6, -1,2,3]; 
f )S= { 0 , 2 }; g) S = Jo, y}. B.5a)S= {4, -4}; b) S = { 1 , - 1 , 
4. -4}; c) S = 0; d) S = jy, -y, 1, -lj. B.6 a )S= {2, -2}: 
b) S = {o, y}; e)5= {0,2,4];d)S= { — 1, l,5};e)iS= |—y, yj; 

f)5=J-y}; g>g = |u 1 V 5 ~- 1 ~ 2 ^~ J; h)5- { — 1,0,3}. 
B.7 a) S = {l, y-J; b) 5 = |y, sj; c )S= {0, 2J; d )S= {3>; 
e>5 = {1,17}; f) 5 = {y, yj: g) 5 = {0,9}; h) 5 = {5), 


B.S a) S = x E IR | 


16 


x « 2 ; b) S = x E IR | x < 


15 


x > yj; c) S = {x E R | -3 x ^ -1 ou 1 


OU 


3}: 


d) 5 = {x E R | -1 < X < - y ou 


ł 


f 1 

e) 5 = {xER| -4<x<6};f)5= xEIR|x< ~~ oux> -y ; 

g) S = {x E IR | x -2 ou -72 5x5 J2 ou x ^ 2); 

h) 5 = {x E R | -3 < x < 1}. B.9 c. B.10 A maior medida possi- 


vel e 5,008 cm, e a menor e 4.992 cm. 



D = R; 

Im - [0. +»[. 



D = IR; 

Im — [0, +«[. 
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D - IR; 

Im = 0]. 



D = IR; 

Im = ]-« 0], 



D = IR; 

Im — [0, +«[. 


h) 




Ln = [0, +“[. 




D = IR; 

Im = ]—«, 0], 


D = IR; 

Im = 0], 



D = IR; 

Im = [3, +«[. 



Im = [4. +»[, 



437 

























































MA I ŁMA 8 ll-A 


■r:; 





D = IR; 

Im = [ — I, + w|. 



D = IR; 

Im = 2], 







D = IR; 

Im = ]-«>, 4]. 


D =■ IR; 

Im = ]co, — 1]. 


Exercicios complementares 


C.1 d. C.2 b. C.3 c. C.4 a) a = 4 au a = -i; b) .v - -1 ou 
x = —J-. C.5 a. C.6 d. C.7 c. 


C.8 S = |x E [R | < x < -y-1, C.9 a. C.10 A temperatura ma- 

xima foi 10 °C e a minima, 2 D C. 




D = IR; 

Im = [2, +“[. 


D = IR; 

Tm = [0. +«>[. 



D = IR; 

Im = [-4, +«[. 




D = R; D = R; 

Im = [0,+»[. Im = 4], 



D = IR; 

Im — [0, +«>[. 



D = IR; 

Im = ]—<*>, 2], 
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Capitulo 18 


Exerc)cios basicos 

B.l a) 5 = 


y}; b) 5 = [-11}; e) 5 = -y-}; d) 5 = [OJ; 


e)5= Jy); f )S= {0);g)S = {10}; h) 5 = t)S={3}; 

j)5 = (2,8):k)S = [0};1)S = ||jl B.2a)S = {3); 
b)5= J-y}; c)5= {3};d){-y}; e)5= f 23 
D5={2,-2};g)5={0,2};h)5 = Jy}: i)S = Jy}; j) S = Jy 


25 ’ 


k)5 = 1)5 


■ (-# 


m)S = 


— }. B.3 a) 5 = (3}; 


b) 5 = {2}; c) 5 = {3}; d)5 = [2}:e)5= {4}; B.4 a) $ = {1,2}; 

b) S= {1.2}:c)S = {2};d)5 = (0, l};e)5 = {-1,1}; f)5 = {2}; 
g)5= {2}; h) 5= {3}; i) 5= {1}. B.5 a. 

B.ć a) 5 = Ja G IR | a > -y- j; b) 5 = ■ a G IR ] a > yj; 

c) S= {xGIR]A<3};d)5 = 

e)5 = JxEIR|x« y); f) 5 = Jx E IR|.x < -yj; 
g) 5 = IR; h) 5 = {.v E R | x 3= 1}; 
i) 5 = |.T G IR | x < y}; j) 5 = {x E IR | x < 1}; 


A-e IR .\X*Ś y}: 


k) 5 « Ja G IR 1 a > yj; 1) 5 — (a G IR | a^ 2}. B.7 b. 

B.8 a) S = Ja E IR [ a 3 -y J; b) 5 = (a G IR | a > 0}. 

B. 9 a) S — {a G IR | a I}; b) S — (a G IR | a < 2 ou a > 3}; 
c) 5 = {a G IR | a I ou a 3= 5}. 

Exercicios complementares 

C. l e. C.2 d. C,3 5=0. C.4 98% aproximadamente. C.5 b. 

C.6 5 = {a G IR | 0 < a < 1}. 


Capitulo 19 


Exerctcios basicos 

B.l a) 2; b) 3;c) -y; d) -2; e) y; f)4; g) 1; h) 0; i) 5; j) ~; 
k) y; 1) y: m) y; n) -2; o) -3: p) 2; q) y; r) 4. B.2 d. 

B.3 a) 25: b) 6; c) y; d) i: e) 125; f) 3; g) h) y; i) 5. 

B.4 54. B.5 12. B.6 3. B.7-y. B.8 5. B.9 9. B.10 9. 

B.1175. B.12 2. B.13a)log„ — = tog* a~ l = -log* a. 

a 


L.3 


b) Fazendo log,, b = x, temos que a 1 - b: eIevando ambos os mem- 
bros dessa ultima igualdade a y, temos = b ' = b x ; por 

delinięao de logaritmo. podemos escrever — = log* a . mas x = log Q b\ 
logo, - 1 - log fr a (c.q.d.). B.14 a) -m; b) —; c) 

ffl 


m 


B.15a) -m 2 ;b)-L B,16 a) -3; b) - c)3. 

BJ7a)l,ll; b) —0,25; c)0,25; d)0,63 (aproximadainente); e) 1,58 
(aproximadamente); f) 1,29; g) 1.97; h) 0,07; i) 0,34 (aproxiirmdamente); 
j) 1,03; k) 3,08. B.18 a)l,16; b) 1,85; c)-0,22: d)0,72; e) 1,47; 
f) 0.78: g) 1.25; b) 0,19 (aproximadamente); i) 1,46 (aproximadamente); 
j) 2,20 {apToximadamente}; k) —0,17 (aproximadameme). B.19 a) 0,79 
(aproxiimidameiLte); b) 0.44 (aproximadamente). B.20 a) 0.43 (aproxi- 
madamente); b) 0,30 (apro.ximadameute); c) 0,69 (aproximadamente), 

u ii _ _ lo g* « _ logi a _ log, a _ 1,_ 

* logi a log A o ot a 


I ..8 


LJ 


(c.q.d.). B.22 a = 2. B.23 x = 3. B.24 m + n. B.25 - y. 


B.26 -6,8. B.27 


2 + Jt 


B.28 


1 + 2h 


B.29 1 - a. 


B.30 


1 + m 



B.32 a) crescente; b) decrescente; c) crescente; d) decrescente. 

B.33 a) V: b) V; c) F; d) V; e) V. B.34 a) D (f) — [a G IR | a > 3 j; 

b) D(g) — {a G R j a < 0 ou a > 3}; c) D(/) = {.v G IR | a < 1 ou 

a > 4}; d) D(/) = iR*; e) D(/?) = Ja G R | a > y e a # 1 j; 


f) D(/) = 


a G IR j a > 2 e a ¥= y J . B.35 b. B.36 a) S = { 15}; 


b) 5 = {3}; c) 5 = {6}; d) 5 = {6,4j;e)5= [2}; f) S = {8. 5): 

1 


g)5= {5,3};h)5= {yj. B.37 a) 5 = {—4, 2}; b) 5 = {6}; 

0 5= [32}; d) 5= [2};e)5= {3,5};f)5= {I,9};g)S= {2}; 

1 


h) 5 = Jy j. B.38 X = 4 e y = 2. B.39 9. B.40 a. B.41 b. 

B.42 a) 5 = Ja G IR [ §> y-J; b) 5 = {.v G R | a 5* 5}; 

c) 5 = {a G IR | 3 < a < 6}; d) S = {a G IR | y < a ^ y J; 

e) S = {a G |R | 3 < a < 5}; f) 5 = {a G IR | a > 3}; 

g) 5 = {a G IR 11 < a < 9}. B.43 a) 5 = (a G IR | y < x y 


b) 5 


R| 


39 


< a< 5 }; o s = )a g ir | 4 * je < 41: 
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d) S 


= |jc e ir| Ą- <x<i 


; e) S = G IR | * 2* 8} 


f )S = E IR | 2 < jc < 4}. B.44 a) S = {* G IR [ x < —4 ou x > 2): 
b) S = 0; c) S = {x e IR | x > 3}; d) S = {.v E IR | x > 3}. 

Exercfcios complementares 

C.l ^ = lOOou ^ C.2 b. C.3 4, C-4 0,903. 

M 2 M l 100 

C,5 b. C.6 b = —. C/7 0.857, CJi 733 (aproximadameiue). 

a 

C3 6 meses. C.lOe. C.ll e. C.12 b, C.13a. 

C.14a) D(f) = Ja GIR|x< ~ ou jc > 2); 

b) D(g) - {x G IR | 1 < jc < 2 ou jc > 4}. 

C.15 DCO = U' e IR | .r > 4]. C.16 b. C.17 e. C.1S S = 0. 



Preco do litro 

■3 

da gasolina em contos 

1- de Janeiro de 2000 

1 

1 0 de Janeiro de 2001 

1.25 

I 9 de Janeiro de 2002 

(1,25/ , 

1 9 de janeiro de 2003 

(1,25/ 

l B de janeiro de 2004 

(1,25/ 

l a de Janeiro do ano 2000 + k 

(1,25/ 


b) 2010. C.21 S = {x G IR | 1 =s * 9}; b) S = [x E [R | 2 < x < 3 

ou x > 5}. C.22 S = {x e IR | ~ ^ x < loJ. C.23 a. 


Capftulo 20 


Exerdcios basicos 

B.1 e. B.2 a) (g of}(5) = g(f(5)) = g(6) - 20; 

b) (fog) (5) =/(g(5)) =/(17) = 18; 

c) (g af)x = g(f(x )) = g(x + 1) = 3(a- + 1) + 2 = 3.\ -f 5; 

d) (fog)x = f(g(x)) = f(3x + 2) = 3x + 2 + 1 = 3x + 3. 

B.3 a) (g - *(8) - 2;b) <f o g)(l) =M ® =/(D » 8: 

c) (/os)<-8) =/(g(-8)) =f{—2) = -1; 

d) ijg o /)(*) = gifti)) = g{x> + 7) = -Va j + 7 ; 

e) (fo g){x) = /(#(*)) =f{l/x ) =x + l. B.4 d. 



c) /“' nao i Funęao, pois existe elemento do domini o de/ 1 com 
mais de uma imagern. 




c) f~ l e funęao, pois todo elemento do donunio de/ 1 possui uma 
uniea imagem. 


B.7 a) y = b) f~Hx) ~ c)>■ = 

O y _L ^ 

d ) jt‘w = ; . b. 8 /->u) - m 


2x + 3 
jc — 1 ’ 


B. 9 aj/-^Ot) - -2 + log; i* bj f~'(x) = -i- (2 + log 5 x). B.10 c. 

Exerdcios complementares 

C. l k = - 1. C.2 a) /(20) = 35; b) f{x) = 2x -5. C.3 c. C.4 b. 
C.5 a. C.6Im(f"') = [y eiR|y* Oey # I ey#-l}. C.7 d. 


Capftulo 21 


Exercicios basicos 

B.l Uma distribuięao possivel e: 


Classe (em metros) 

F 

F% 

[1,69; 1.76[ 

3 

18,75% 

[1,76; l s 83[ 

5 

31,25% 

[1,83; 1,92[ 

5 

31,25% 

[1,92; 1,93J 

3 

18,75% 


F,-SF= 16 


B.2 Grafico de linka: 



Nota. Tambóiu e correto colocar as classes no eixo vertical e as freqllen- 
cias no eixo horizontal. 

Grafico dc barras verticais: 
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Grdffco de ba nos horizontais: 


C.5 




Grafica de setoreS: 


162 ° 


B.3 d, B.4 r) d; B) a. 

B.5 a) 7 alunos; b) 20 alunos; c) 25%. 

B.6 a) 700 garrafas: b) aproximadamente 57,14%. 


Classe 

(tempo, em dias) 

F 

[149,5; 181.5L 

2 

[181,5; 213,5[ 

6 

[213,5; 245,5[ 

1 

[245,5; 277,5[ 

5 

[277,5; 309,5] 

6 



Tempo 

(dias) 


Nota. Os estremos de classe nao precisam, necessariamente, pertencer 
h amostra. 

ExercIcios compiementares 

C.l b. C.2 d. C3 d. C.4 d. 


Classe 

(area, em metros ąuadrados) 

F 

L250.0; 276.2[ 

4 

[276,2; 302,4[ 

7 

[302,4; 328,6[ 

2 

[328,6; 354,8[ 

1 

[354,8: 381.0[ 

1 

[381.0; 407,2] 

5 



Si 


ES 


Capitulo 22 


Exercicios basicos 


B.l 20,2 anos. B.2 8. B.3 RS 710,00. B.4 6,48. B.5 a) 31; 
b) aproximadamente 5,7. B.6 a) 5.120 candidatos; b) nao, pois a nota 

media, nessa ąuestao, 6 a tal que: 

A ' - -n»- 2 - 30 

e, portanto, a > 2. B.7 a) Mo = 2; b) Md = 2. B.8 16,325 t. 

B. 9 a) Media = R$ 2.000,00 e mediana = R$ 1.500,00; b) a variancia 
da nova distribuięao licara menor. B.10 a) Media de x = 26. Media 
de y: y = 26; b) desvio-padrao de X cr v = 14,62; desvio-padrao de y; 
tr v — 18,00. Logo, o atirador x teve uib desempenho mais regular. 

Exerctcios compiementares 

C. l 80 mnlheres e 40 homens. C.2 a) x ~ 6.6; b) Md = 7; c) Mo = 1. 
CJ b. C.4 c. C.5 d. C.6 a) Jogador A : x A = 20, jogador B: x fi = 20; 

b) jogador A: cr A — 1,2, jogador B: <t„ = 6,5, 

c) Voce decide! Obsei"ve, porem, que, apesar de os jogadores possulrem 
a mesina media de pontos por jogo, o desvio-padrao do jogador A e me¬ 
nor do que o do jogador B. Isso quer dizer que. em muilo mais jogos, o 
jogador A esteve mais próximo da media do que o jogador B, isto e, A 
foi mais regular do que B. 


Capitulo 23 


Exerctcios basicos 

B.l a, =3,02 = 2, a 3 = 5, a Ą — 9, a 5 — 6, a 5 — 6 e a? = 6. B.2 d. 

B. 3 c. B.4 a) {6, 15, 24, 33, 42, ...); b) (3, 6, 12, 24, 48. ...); 
c) (8,13, 18,23,28,d) (3, 8. 15, 24, 35,...). 

Exerc!cios compiementares 

C. 1 a. C.2 b. C.3 a) £ 10 = 140; b) a x = 5; c) a 6 = 15. C.4 d. 
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Cctpftuio 24 


Exercicios basicos 

B.l a) (6. 11, 16, 21,26, 31) e P.A.; b) (1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64. 81) 

• "T") ĆRA ' 


naoePA,c)[|, f 2, f f fc f 


B.2 , | — = 4(n + l) + 1 — (4/i + 1) = 4n + 4 + 1 — 4n — 1 = 4; 

logo, a seąiiencia e P.A. de razao 4. B3 r = — B.4 r — 5. 

B.5 a) deerescente: b) crescente; c) constante; d) crescente; e) eon stan te; 
f) crescente. B.ó.r = 4. B.7 x = 2 ou x = 1. B.8 x = 3. 

B.9 a 51 = 205. B.10 a 62 = - 207. B.ll = ~. 


B.12 r = 


31 


B.13 r — 


Jl 


B.14 n = 36. B.15 n = 51 


15 18 

B.16 27. B.17 69. B.1S /• = -3. E,19 a 2 = -10. 

B.20 (4, i3.22,3i. 40.49, 58, 67). 

u1 ( 1 '1'T'T'T'T ! ) T- 

B.23 a A6 = 162. B.24 (6, 2,-2). B.25 d. B.26b. B.27 9.960. 
B38 4.335. B.29 2.310. B.30 2.562. B.31 2.210. 

B32 5.586. B.33 9.504. B.34 40. B.35 26. 

B36 a, = 2 e r = 4. B.37 24. B.38 a) 2.550; b) 2.420. 

B. 39 S„ = « 2 . B.40 S„ = n 2 - n. B.41 S„ = ?i 2 + n. 

ExercTcios complementares 

C. 1 x = 2. C.2 a 7J — 99. G3 r = -11. C.4 b. CS 187. C.6 c. 

C.7 a 2& = 103. C,8c. C.950cm. C.10 39. CLII 21. C-124.I23. 
C.13 a. CJ.4 d. C.15 e. C.16. b, C.17 20 prestaęoes. C.18 a. 
C.19n = 31. C.20 b. 


Exercicio$ complementares 

C.l d. C.2 b. C.3 a) (1,02) 5 jc; b) (l,02) IJ x; c) (1,02)" - '«* • *. 
C.4 18 a geraęao. C.5 12partidas. , C,6 q = - . C,7q ~ 2ou 

q = 0. C.8 e. C.9 c. C.10 e. C.ll d. C.12 c, C.13 148.832 
calculadoras. C.l 4 n =11. C.15 18 dias. 

C.16 P„ = • fl,^ 1 • a,g 2 * arf' ... i 1 — 

— (<!] ■ a, * «] ■ ... • a,) • ( q n • q' * q 2 ■ • q> 


,«-i) = 


n fatores wfatores 

— a" . ę0 + i+2+_ + <« - o. Observando que o expoente de q e a soma dos 

■FlCw — 1 > 

n termos de unia P.A., temos P„ = o" * q 2 , C.17 P 18 = 512. 

C.18 x = 4. C.19 b. C.20 S = {5}. C.21 A empresa A doai a a soma, 
em dólares, dos dez primeiros termos da P.G. 

(100.000.50.000,25.000,...), isto e. S w — 199.806 dólares, A empresa B 
doara a soma, em dólares, dos infinitos termos da P.G. 

(98.000,49.000,24.500,...), isto e, 5„ = 196.000 dólares. Logo, a empre- 

320Tt 


sa A e a mais generosa. C.22 S„ ~ 


cm. C.23 As distancias 


percorridas em alguns dos segundos após a freada formam a P.G. 

^20, 5, y,... j. Mesmo que essa P.G. fosse infinita, nao haveria o cho- 

70 80 

que do aulo com a pedra, pois = — . = —- — 26,66. Isto e, 

' >-T 3 

a soma dos termos da P.G* e aproximadamente 26,66 m, que e menor do 
que 100 m. C.24 c. C.25 b. C.26 25 anos, aproximadamente. 

C+27 a. C28 c. C-29 a. 


Copttulo 25 


ExercTcios basicos 

B.l a) (6,12,24,48, 96) e P.G., q = 2; b) (3,6,9,12, 15,18) nao € P.G.; 

c) (y* "25125 ’ "625") 6 P G '’ q = T* 

f 4 >i 

d) [ y, 8,48,288, 1.728 Je P.G., q = 6; e) (1, 8, 81, 1.024) nao ĆP.G.; 


0 


rr r) 


e P.G., q = —. B,2 Ś P.G. B.3 q = ~ r . 

£* j 


B,4 q — B.5 a) constante; b) crescente; c) deerescente; d) quase 

nula; e) oscilante; f) constante. B.6 x — 3 ou x B.7 x - 3. 

B.8 a la = 1.536. B.9 a n - 2.187. B.10 ą = 2: B.ll ą = 3 ou 
q = - 3. B.12 n = 20. B.13n = ll. B.14fl, = l. B.15ę = 2ou 
ą = -2. B.16 (3, 6, 12, 24,48, 96). 

B.17(1,5/2, 1/2 , J2, ł/4, 5/32 , 2)ou 

(1.-5/2, U2, -Jl , 1/4, -5/32, 2). 

1 


B.18 % 8 


4.096 


B.20 


(3_ J_ 

l 2 1 2 ’ 6 


B.19 (5, -10, 20) ou (20, -10, 5). 
B.21 S n = 4.094. B.22 S ]0 = 


1.023 
512 

B.23 5 m = -682. B.24 S 30 = 0. B.25 u = 10. B.26 a, = 3. 


B.27 S v = 
B.30 D = 


135 

2 

131 

99 


B.28 = 


128 


B.29 x = y. 


B.31 D = -i/-, B.32 ^ = 4-. B.33 e. 

O 3 


B,34R$ 38.750,00, aproximadamente. B.35 R$ 3.400.00 (cutdado. 
esse foi o juro, ja que o montante acnmulado foi de R$ 13.400,00). 
B.36 20% ao ano, aproximadamente. B.37 14,3 meses, aproximada- 
rnente. B.38 RS 20.000,00. B.39 R$ 80.800,00, aproximadarnente. 
B.40 RS 13.305,60. B.41 a) R$ 137.261,52; b) 37,26%. 

B.42 a) RS 46.075,00; b) 7,85% B.43 a) 0.81092p; b) 18.908%. 


Capitulo 26 


Exercicios basicos 

B.1 Aproximadamente, sen 35° = 0,57, cos 35° = 0,81 e tg 35° = 0,70. 
B.2 a) x = 3,52 cm; b) x = 2,3 cm; c) x = 5,3 cm. B.3 h — 113,6 m. 

8 

B.4 Aproximadamente 14.8 m. B.5 x = y m. B.6 x = 38,3 cm, 

O 

aproximadamente. B.7 E — 1,2. B.8 E — —. B.9 16 cm. 

B.10 a) y; b) 2. B.ll sen cc = -y. B.12 tg a = ^Ł, 

B.13 sen a = y e cos a = -4-. B.14 sen a = ■ ~ e 

m/ J J 

J5 ni _ 3jl0 JlO 

cos ql = —-—. B.15 sen a = ——— c cos a = —-. 

J 1U II J 

B.16 Seja urn triangulo retangulo com um Sngulo agndo a: 



b c 

temos sen a = —-, cos a — —; peło teorema de Pitagoras, 

b 2 + c 2 - a 2 ; dividindo ambos os membros da igualdade anterior por 

yz 

a 2 , temos —r- + —- 


a j 




logo, (sen a) 2 + (cos a) 2 = 1, isto ó, sen 2 a + cos 2 a = 1 (c.q.d.). 

B.17 x = 6 cm. B.18 E = B.19 E = —. 

16 6 

B.20 x *= lO^T cm. B.21 x = 25 m. 

B.22 a) 100 73” m; b) 200 TiT m. 
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Exercicios complementares 

C.1 tg a = 4-- C.2 5 m. C.3 R= ■ /' 0 p . C.4d. C.5 d. 

* 3 1 - .sen 0 

C.fi x = 24 cm. C.7 b. C.8 48 m. C.9 378 m. C.10 a. 

pr 

C.ll a) 10 cm 2 ; b) 4*j3 m 2 ; c) ~ - dm 2 . C.12b. C.13a. 

C.14 a = 150°. C.15 3 cm. 


Capltulo 27 


Exerdcios basicos 

B.11.75 rad. B.2 45°. B.3 a) ~~ rad; b) -y_ rad; c) yp rad: 


d) -y rad; e) y rad; f) y- rad; g) y- rad; h) yp rad; 

i) ra d ; j) UL ra d. B.4 a) 36°; b) 150°; c) 135°; d) 315°; 

9 9 

e) 120"; 0 90°; g) 240°; h) 100°; i) 330°; j) 57° (aproximadamente); 
k) 85,9° (aprosimadamente): 1) 40,1° (aproxlmadamente). 

B.5 a) 50°; b) 240°; c) 300°. B.6 a) yp rad; b) y rad; 
c) -y-rad. B.7N: 159°,P; 201°, Q: 339°. B.8N: 

Q: UL_ b. 9 a) M: 60°, P: 240°,Q: 300°;b)M: 30°,N; 150°, Q: 330°; 

-J 1 

c) M: 50°, N: I30°,P: 230°. B.10 a)M: -y, P; y% Q: -y-; 

, ji „ t 2it „ 5 k Xll „ n Nt , 5 7t n , 7 tc 
bj M; — t N: —, Q; y-; c) M: y-, N; —, P; yp- 


Exercicios complementares 


K 

C.148 vo!tas, C.2 6°, aprnximadamente. C.3 ——- rad. 


71 


C.4 A : 0, 2ti. ~2n; M: 

5 jc rj 5 tt 

; A - P: —■ 


3tc .. 3rc 

-~sr^: N: 


Ul. b .jl 

4 ’ 2 ’ 


3 71 . nf. J ^ ^ . f\. 

4 ’ B ■ 2 ’ 2 ’ 


4 

7tt 


4 ’ 


—. C.5 e. C.fi e. C.7 320°. C.8 330°. C.9 d, 

4 


Capitulo 28 


Exeracios basicos 

B.1 a) cos 0 = l,sen0 = 0; b)cos y = 0, sen-y = 1; c) cos Tl = —1 ? 
sen7u = 0: d) cos -y- - 0, sen y- *» -1, cos 2n =» 1, sen 2 ji = 0. 
B.2 E = -1. B.3£= 1. B.4 a) -JŁ- b ) —1 ; c} -i. ; 

,, _ ... _ M . m j_. . JT. r ja k „JL, 

d) ^ . ćj -j « t ) ^ , §.) ^ i a) ^ 7 ’ 


i) 

c) 


^ ; k) 1) B.5 a) y; b) - yy-; 


2 


2 d>-!;<=>4--. f>^f. MS-.-i. B.7 c 


B.8 a) V; b) F; c) F; d) V; e) F; f) V; g) F; h) V; i) F; j) V; k) V; 1) F. 

I fl 

B.9 E = -2. B.10 a) V; b) F; c) F; d) V. B.ll a) - y; b) y-; 


c) y: d) y. B.12 sen a 


12 _ 2 jl 

—■ B.13cosa =-— 


2j5 „ J5 

B.14 sen x = —g— e cos x « — —|- 


B.15 m = 3 ou m = -4. B.16 5 = {- l + cos ot, — 1 — cos a} 


B.17 sen x 


4". B.lSsen.r 


4 -. B.19 £ = 4. B.20£=4 

4 4 


ExeTCfcios complementares 

C.1 E= -2. C.2 E——\. C3 d. CA b. C.5 e. C.fi c. C.7 a. 

C.8 96 cm-. C.9 a. C.10 k = -1. C.11 b. 

C12S=^ 1— cos a —1- cos a 


Capltulo 29 


Exerctcios basicos 


B.1 a) S = 

d )S=[i. 


K 

3 * 


7ti 


27t 

3 

; e)S = 


; b) s = 

5jc 7ji 


5tt 77t 


; 05 = 


3ji 


c) S ~ (0); 


; g)5={Ji); 


b)S= {0,7r};i)5= j)5=0;k)S = 0. 

B.2 a) 5 = {30°, 150° j; b) 5 = (120°, 240°}; c) 5 = (90°}; 

d) S = (90°, 270°}; ej S ~ {0°, 180°}; 0 5 = {30°, 330°}; 

g) 5 = (225°, 315°}; h) S = (45°, 315°}; i) 5= {180°>; j) S= {270°} 


B.3 5 
B.6 S 


_ ( TZ_ K \ 

= IT’ Ty 


K_ 5ji 
6 * 6 


B.45 = {<t, 3 tc). B.55 = 0. 
7n 


B &S= {y, -y-, 

B.10 5= |y y- 


6 

71 

6 ’ 
5;t 


B.7 5 = 


5ji 


B.12 a. B.13 5 = -j —, y-. 


B.ll 5 = 
5n 


2 J 


, K, 

3h 1 

2 § 

TC 

371 1 

2 * 

■rr 

7tc 

1 i TC 

6 

’ 6 


f-T 


K 


B.15 5 = 0, y, n . B.16 5 = (0,71}. 


Exercicios complementares 

C.1 a. C.2 c. C.3 5 = 

71 


Jt 3n 
4 ’ 4 


5ti 7ti 

i 4 


C.4 47C. 


C.5 5 = 
C.7 S = 
C.9 5 = 

Cli 5 


5 JT i 

^ ^ - f TC 

3ti 

Jt 

5ti 1 

• 4 )• 

C.6 5 - |y, 

2 * 

6 ’ 

6 1 


{t- 


3ju 


7ti Uh 


{0}. C.105=|y, -y 


C.8 5= jo, y. Jt, y 


47T 571 


= {0,7r,27t}, C.12 5 " { y 


3 

7tc 


3 

11 71 


C.13S={^-, 

3ir 

5 TC 

771 1 

4 ’ 

4 5 

4 j 

—ił- 

5tc 

7tu 

11 71 

6 ! 

6 ’ 

6 

C.16S= {4- 

37C 

7t 

5ti 1 

2 ’ 

T’ 

3 r 

Capltulo 30 




6 ’ 

. C.14 d. 


Exercicios basicos 

B.1 a) 5 = j* e IR I y < JC < y- 


b) 5 = a- E IR 


7 K 




71 


] 1 71 
~6 

5 TC 






d) S = \X e R | 0 « A y ou — 


; c) S = {a- E IR I 0 < x < JC}; 
sS a < 2jl|; 


e)5 = 


_hti 1 TT 7 71 

x E IR — ^ x ^ —— 
1 4 4 
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MATEMATICA 




OU 


f) S = (a- G iR | 0 =£x < ou <x< 2tc}; 

g) 5 = tx E IR I 4- *5 x * J; ii) 5 = |x® IR | 0 <* < ~ 

< x < 27tj; i) S = |^-j; j) S = [x E IR | 0 < x < 2 k): 
k)S = 0;l)S = |x£IR[O=Sx<2jtex* -^-J; 
m) $ - |x E IR | 0 « x < 2& e x # -y- e x # 1. B.2 e. 

f < *- s 4 


B.3 5 = U E IR | -J- <x^ Ą 


B.4 S - \x E IR 


B.5 S = U £ IR | < x < B.6 e. 


B.7 S 


X £ IR | 0 < X < ou < X < TE 


B.8 5 = {x £ IR | x = 0 ou s£ x —p- ou ji sś x < 2n\. 

B.9 S= k £ IR | 0 * < 4- ou^- < x < 2 ti 

6 6 

B.10 5 = {x E IR | ~ <x< ou -5- <.v< 

6 6 6 6 

B.ll 5 = {x£ IR | 0 =ś x < “ ou -4^— < x < 2jc 


Exercicios complementares 

C.1 e. C.2e, C3S = jx £ IR 10 <x< ~ ou % < x< 


3 Tl 


C.4 S = 


x £ IR I ~ *£ x ti o u 

1 2 2 


x < 2?t 


C.5 S = <|x £ IR j -f- <x< ouO sSx< ,ou <x<2n 
C.6 a. C.7 e. C.8 S = {x £ IR I 2lL < x < — 


Capitulo 31 


Exerc5cios bósicos 


B.i a) 0; b) 0; c) nao existe. B.2 sen a m 


3_JlQ_ 

10 


e cos a 


TTo 


10 ' 


B.3 tg x — — -j-- B.4 a) 


^ ; b) 73"; c) -Ą-\ d) -l;e) 1; 


B-l. B.5 E *4 


B.óa)-73~; b)-^-; c)-l;d)7T 


B.7b. B.8 e. B.9E = “y B.10£ = -l. B.ll a) -1; 

b) 73"; c) 737 B.12a) TT; b) -73 ; c) 


£xercicios complementares 

G.l d. C.2 e. C.3 tg x = —1, C.4 O produto e positivo se, e so- 
mente se, x e medida de um arco do primeiro ou ąuarlo quadrante. 
C.5 Quarto quadrante. C.6 e. 


Capitulo 32 


Exerctcios bósicos 

B.I a)S = ji, b)S = 


ł- fy-** 


2ti 5ti 


3 ’ 3 


d)| -T-' “X"} ; c ) s= {B.*);0*= -Ł,. 


B.2 5 = {0,tc, -5_, 


. B.3 e. B.4 b. B.5S=|7L j i!L 

4 4 


B.6 a. B.7 a) S = \x £ IR 


71 TC 4ti 

T x< T 011 


X < 


3x 

2 r 


b) S = |x £IR [ 0 *6x< 7r ou — < x < - f ou -Az— <x<2lt}; 
l 1 4 2 4 2 


c}5 = .¥ E IR i 0 ^.v < ou 


3 n _ _ 3tt In _ . 

x < —x— ou —— ^ x < 2 tc); 


d)5 = 


j— [t. j TC , 5 jc 3 TI . 
x £ IR 1 — < x ^ -g- ou < A ‘ 


4 
11 Tt 


e) S = |x E IR | < x < -y- ou < x < .. 


f) 5 = \x E IR | 0 ^x < -j- ou Ti «x < ~ 


g) 5 = jx £ SR [ < x < Jt ou 


TC 


3tc 

T" 

3jt 


B.95 = {x£IR|0«x% — ou — 


Exercfcios complementares 

4tc 5k 


< x < 2nj. B.8 e. R 
5 tc 7k 


< x ^ 


ou 


< x < 2 ti . 


C.1 5 = 
C.4 S = 


1 4tc 5x I m ^ r _ | Tl 571 TI 

IT 1 T • C * 2,S_ IT’ ~4~’ T’ 


4 K 


3 ’ 3 

n 571 371 7je 


C.3 d. 


4 4 ’ 4 ’ 4 


C.55 = ix £ IR | 0 x < -j- ou J= ~ <x< ~~ ou 
~ < x*s 2 tcL C.6 S= x £ IRj] 0 <x < ~ ou TC <x < 


C.7 a £ IR I 0 < a < — ou — 

2 4 


, 3n 7 ti 

a < —ou —— ^ a < 2 tc. 


Capitulo 33 


Exercicios bósicos 


B.I a) l;b) 1; ej-1. B.2£=l. B.3 a. B.4 S 


f ji 3 Jt 

“ IT’ ~T 


B.5 5 = {~, 571 


B.6 d. B.7 


J2 


B.8 3, 


6 J' " 4 

B.9 a) E identidade cm [R; b) nao e identidade em IR; c) e identidade 
em ER :? ; d) nao e identidade em IR; e) 6 identidade em U , 

B.10 a) Usando a tecoiea U: a igualdade sen 2 x + cos 2 x = 1 e identi¬ 
dade em [R; logo, tambem o e em U , pois U C [R; dividindo ambos os 
membros dessa igualdade por sen% com sen x # 0, temos: 


2 v nnp2 


sen- x t cos" x 

——— + - 


^ 1 + eotg 2 x = cossec 2 x (c.o.d.). 

sen" x sen^ 1 x sen 4 x 

b) Usando a tecnica (I). Passo 1 : o primeiro memfaro esta definido des- 
de que sen x # 0 e cos x ¥= 0; o segimdo membro esta definido desde 
que cos x # 0; logo, ambos os membros estao definidos em U . Passo 2: 
partindo do primeiro membro, temos: 

primeiro membro = (tg x + cotg x) sen x = 


sen x . cos x 

- i- - 


COS X 

1 


sen x 


sen x — 


sen 2 x + cos 2 x 
^ cos x sen x 


sen x = 


ł senx 


cos x sen x 
segundo membro 


cos x 


= sec x — 


(c*q-d.). 


c} Usando a tecnica (I)* Passo /: o primeiro membro esta definido des¬ 
de que sen i f Oe cos x ^ 0; o segundo membro esta definido desde 
que sen x # 0; logo, ambos os membros estao deiinidos em U. Passo 2: 
partindo do primeiro membro, temos: 

primeiro membro — (1 + sen x) (cossecx — 1} sec x = 

1 


= (1 + sen x) 

= (1 + senx) 
cos 2 x 


^ sen x 


cos x 


1 — sen x 


sen x 
1 cos x 


L ) — 
J COS X 


1 — sen 2 x 
sen x 


cos x 


sen x cos x 


sen x 


- cotg x = segundo membro (c.q.d.). 
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d) U san do a tecniea (I). Passo !: as expressoes sen 4 x — cos 4 x e 
sen 2 x — cos 2 x estao definjdas para qualquer ,v. x E [R. Passo 2: panin- 
do do primeiro membro, temos primeiro membro = sen 4 x — cos 1 a - = 
= (sen 2 a) 2 — (cos 2 x) 2 = (sen 2 x + cos 2 a) (sen 2 a — cos 1 a) = 

= 1 ■ (sen 2 a — cos 2 a) = sen 2 a — cos 2 a = segundo membro (c.q.d_). 

e) Usando a tecniea (I). Passo 1: o primeiro membro esta definido des- 
de que cos i i fi e sen x ^ 0; o segundo membro esta definido para 
qualquer x real; logo, ambos os membros estao definidos em U. 
Passe? 2: parlindo do primeiro membro, temos: 

primeiro membro = (sec 2 a — l){cossec 2 a - 1) = 

1 .V 1 


d) S = A e IR 


4- k * 2jt *£ x =£ y + £ ■ 2 je. A: E Z}; 


e) S “ jx E WL \ ~ y + k ■ 2 k a s£ y + k ■ 2jt, k E zj. 
B.3a)5={*'ER|x = jfcjUEZ};b)S=JxElR|x= y + faE,JtEzj; 
c) S = |a E IR j a = -y- + kK, k G z); d)S = {a E IR ] x = K.Jt£7Z): 


—V- “ l) 

COS- A ) 

= j' [ - COS 2 A / _1 
l COS 2 A ) l 


sen 2 x 
— sen 2 a 


sen- a 
cos 2 X 


cos 2 A 
sen 2 x 


sen- a 




>)- 
) = 


e) 5 = (a E R | a = 4* + **, Jt E Z}; 


f)S = 


a e IR [ a = ~ + kK, k e Z); 


= segundo membro 


(c,q.d.). 


f) A igualdade tg a cos a = cossec x sen 2 A e equivalente a 
tg a cos a — cossec a sen 2 a = 0. Demonstrando essa segunda igualdade, 
a primeira estara, automalicamente. demonstrada. Vamos demonstrar 
essa segunda igualdade usando a tecniea (I). Passo 1: o primeiro mera- 
bro esta definido desde que cos r / 0 e sen a A 0; e g segundo esta 
definido para todo x real; logo. ambos os membros estao definidos em 
U. Passo 2: partindo do primeiro membro, temos primeiro membro = 

„ , sen a 1 

= tg x cos a — cossec a sen 2 a = 


g) S = |a E iR | a = y + kK ou a = ±y + kK.kG zj; 

h) S = (a E IR | a = -j- + ku, k EZ 
B.4 a) S = {a E IR | y I- kn<x< y + kK, k E ZJ; 


b) S — \x £== IR —“ -h kK < x ^ 


COS X — 


sen “A = 


sen x 


cos x 

~ sen x sen x — 0 = segundo membro (c,q,d,). 

B.l 1 Nao, pois a igualdade nao se tema verdadeira para todo a\ x E IR; 


c) 5 = |a E IR I 
B.5 5 — |a E IR j a — 


+ kit < x < 


2k 


5je 


+ kn, k e 


+ kK, (G2 


kK 


, ke z. 


por exemplo, sen 


9. JL 


JT 


B.6 5 = ix E IR I x = -*!L, kG7L 


^ 2 sen —. B.12 U = {x E \R | cos x ^ 0} 

4 


B.13 cossecA = 4. B.14 tg a = —2. B.15 « = 0, B.16 E = sec a — 1 


B.17 c. B.185={y, -y- 


B.19 5 = 0, Jt, 


3?r 7it 


B.7 5 = {x E R | a = y + -y-, k E zj. B.8 5 = 0. 


B.9 S = {x E R | a = — + - k -- ^ K 

o 3 


, tez. 


Exercicios complementares 

je 5tt 


C.l c. 

C 3. c. C.3 5 = 1 

C.5 5 = 

f K 3 k 3k 
1 2 ‘ 2 T 4 

C.8 d. 

C.9 a. C IO S = 


6 ’ 6 

7ju 


C.4 5 = jO, y 


C.6 E — cos 2 a. C.7 k — —2. 


Nota. Os pontos associados as raizes dessa equaęao dividem a circun- 
ferencia trigonometrica em tres partes iguais. 

Exercfcios complementares 

C.l d. C.2 5,= {a E R | a = - 2je, k E 7L\. 


1 K 

3 71 

5^ 

7k 

L C.lld. 

C.3 5 = (a E IR | 4- + * ■ 2JE « A < 

+ Jt - 2 je, k E z). 

It- 

4 ’ 

4 ’ 

4 J 

l 1 3 

6 1 


Capltulo 34 


Exerclcios basicos 

m a) s = {a E [R I X = -y- + k ■ 2jt, (£2 

b) S = (a E IR | a = ~ + k • 2jt ou a = + k • 2n, k E R 

c) 5={aER|a = je + /: - 2tc, k E Z }; 

d) S = ;x E IR | a = + k ■ 2k oua = 71 + k - 2Jt, k E TL\\ 


e) S = {a E R j a = k • 2 k, k E2); 

f) 5 = |x E R | a = — + k - 2je ou a = -y- + k • 2je, k E 7L 
Nota, Urn outro modo de apresentar esse conjunto soluęao e 
S = jx £ IR | a = ±y + Jt • 2 je, k E Z 

g) S = {a E R [ a = ~ + k-2% oux — ~ + k • 2n ou 

2 O 

5 TT ) 

A = —- k • 2 %, k G X^:h) S = [x E IR | a = je + k ■ 2je, k E 7 L\. 

B.2a )S = {aER| -y + Jt ■ 2 je <x < -y- + k • 2je, it E zj; 

b) 5 = {a E IR | y + Jt-2n«EA « + jt • 2 jc, Jt E zj; 

c) 5 = x E IR | 2Ł. + k ■ 2jc < a < 4?- + k • 2ji, k E zk 


C.4 S = |a E R | a = kit ou a = y -b kit, k E zj. 

C .5 D(/) = |x E R | a # y + fcje, i E zj. 

C.6 D(/) — [a E IR | a * fcJE, Jt E Z}. C.7 b. C.8 d. C.9 d. 


Capltulo 35 


Exercicios basicos 

J6+J2 J6 + J 2 . JT -J6 . 

B.l d) --, b)---. c)---, 

d] ,/6 - ^ B 2 n /4 - 3 ^ B3 1 + 2 j 6 


4 


10 


3te 


B .4 e. B .5 b. B .6 b. B .7 a) l s membro = sen | + a I = 

3 ti 3 je 

= sen -y— cos a + sen x cos -y— = - l cos a -I- (sen a) • 0 = 

= —cos a = 2- membro (c.q.d.); b) l 9 membro — cos (—a) = 

= cos (0 — a) = cos 0 cos a + sen 0 sen a = 1 - cos a -I- 0 • sen x = 
= cos a - 2 Q membro (c.q.d.); c) 1* membro — sen (—a) = 

= sen (0 - a) = sen 0 cos x — sen x cos 0 = 0- cos x — (sen a) • J = 
= —sen a = 2 a membro (c.q.d.). 

B .8 5 = Ja E R | a = y + k * 27E, k E zj. 

B.9 5 = Ja E R | a = y + k • 2ji ou a = + it • 2Jt, Jt E Z >. 
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< 

u 

F 

< 

s 

UJ 

I- 

< 

2 



B.10 2- S. B.ll a) ~ b) ^ 


B.12 45°. 


B.I3 


-6 


a — c 


B.14 


120 

169 


3 

B.15 


23 4 3 

2T B.16a) T ;b)- T 


B.17 a) 2a'- - 1; b) 8 a 4 - 8«a 2 + 1. B.1S 


56-J2 

81 


B.19 l. Arabos os 


membros da igualdade estao definidos para todo x tal que sen x A cos a:, 
isto e. para todo x E U: II. Partimos do primeiro membro: 

cos 2 x — sen 2 x 

pnmeiro raembro =-— cos x = 

cos x — sen x 

(cos x +■ sen .v)tCCTsrx—ren r)_ , 

= —- — - — cosx = cosx + senx - cosx = 

—>' — V 

— sen x — segundo membro (c.q.d.). B.20 I. Ambos os membros da 
igualdade estao definidos para todo x E IR; n. partimos do primeiro mem¬ 
bro: primeiro membro = cos x * 2 sen x cos x — 2 sen x — 

— 2 senxcos 9 x — 2 sen x = 2 senx(l — sen 2 x) - 2 senx 
■ 2 sen x — 2 sen 3 x — 2 sert _r = — 2 sen 3 x — 

segundo membro (c.q.d.). B.21 S = 1 ~' 


x G IR I x = ~ + kjc, k G TL). 


B.22 S = \x G IR | x = y + kil, k G 2}. 


JE 


B.23 S = x G R| x = 


je 


kn ou x = y- + ku, 1GZ 


B.24 S = 


xGR|x = y + - ' 3 271 -, k EZ. B.2S-y. B.26a. 


B.27 a) 2 sen 3x cos x; b) 2 sen x cos 5x; c) 2 cos 5x cos 3x; 
d) -2 sen 2x sen 3x; e) 2 sen 15° cos 5“; f) 2 sen 145° cos 125°: 

g) -2 sen 2 5°; b) 2 sen 2 y. B.28 2 sen 40° cos 30°. 

B.29 — 4 oós 3x sen 2 x. B.30 4 sen 4x cos 2 x. B.31 4 cos x cos 4x cos 2x 

B.32£' = 2cosx B.33£ — — cotgx. B.34S = 


iTł i ku 

xGIR x= —r— ou 


— -~t~, k G zj. B.35 S = |x G IR | x = Atu ou x = y + -y-, 
k G 2 I. B.36 S = |x E IR | x = y + -y- ou x ' Atu, k G 2 


B.37 S = {xGR|x=y + -y- ou x = y + A 71, k e m 


B.38 5-10, y , 71. -y~, {, *y. 


771 11 TU 






Exercicios complementares 


C.l £ = 


4 T 


€.2 a; = - 




C.4A = 2. 


2 ■ 5 

C.5 c. C.6 2 + Jl . C.l a) Aproximadamente 14,56 m; b) aproxi- 
madamente 33,5 6 m. C.8 tg y. 

C 9 to (90° 4- c0 = aen _ + 01 ^ - 

e cos (90° + a) 

sen 90° cos a + sen a cos 90° __ 1 cos dt + sen a • 0 _ 
cos 90° cos a — sen 90° sen ot Ocos a — 1 sen a 

cos ct = —cotga(c.q.d,). C.lOe. C.lle. C.12tL C.13b. 

C.15 4o 3 - 3a. C.16 c. C.17 c. 

3ju 


C.14 


sen a 
7 


8 


C.18 5 = {0. y. TU, 


TE 


, 2n . C.19 b. C.20 d. C.21 y = 1 


= 


f 

C.22 d, C.23 b. C.24 aj tg p + tg q = — l - 

cos p 

_ sen p cos ą + sen ą cos p __ sen {p + q) 
cos p cos q cos p cos q 

ŁV , * sen p sen q 

& cos p cos q 

sen p cos ą sen ą cos p _ sen {p ą ) 


sen ą 
cos q 


C25 a) 


cos ■ p cos q 

sen 4x 
cos 3x cos x 


b) 


cos p cos q 
sen 3 X 


cos 5x cos 2x ‘ 


Capituło 36 


Exerdcios basicos 








D = IR; 

Im = [-4,4]; 
p = 2?c. 


D = IR; 
lm = [-4,41; 
p = 2je. 


D = IR; 

*-|Hh ł] ; 

P = 2k. 


D = R; 

Im= [-1, 1]; 

JE 


D = IR; 

Im = [-3,3]; 
p = 4te. 


D = IR; 

fon = [-3,3]; 
p = 2je. 
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D = IR; 

Im= [2,6]; 
p = 2 ti . 



D = R; 
ha= [-4,4]; 
p = 2 k. 






~ -4- ' 


D = IR; 

Im - [-3,7]; 

p - Tl. 


D = CR; 

lm= [-5,-1]; 
p = 4n. 


B.2 Vm, m G IR | O m =£ 


2_ 

3 ' 


B.3 V m, 7?i E IR | 


-ISmS — 


D = IR; 


In 

4 


Im = [-4,4]; 
p — T 2n. 


D = R; 

Im = [-3,3]: 
p = 4 K. 


D = R; 

mm [-i,i]; 

p - 2 Tl. 


D = IR; 

m= [-2,2]; 

p ~ 271. 


D = R; 

Im= [2,6]; 

p = 2%. 
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MATEMATICA 



D = IR; 

Im = [-4,-2]; 
p = 2 n. 



D = IR; 

Im - [-3, 7]; 

p = 71 , 



D = IR; 

Im = [-1,5]; 
p = 2 ti. 



D = ER; 

Im= [-1,1]; 
p = 2 k. 



D = IR; 
rm= [0,7]; 

p = 2it. 



Im = [-1,0]; 
p = x. 


B,5 b = 3 e m = ±2. B.6 /» G (R | 2 « m < 3. B.7 b. 

B-8 a) 



D = jjr G IR | jt # + —■ 

Im = (R; 

71 

r 


A- 6 Z ; 




71 


d = {.vgr|a-* + JfcjUGZf; 


Im = IR 
p = n. 





D = Ł G IR | .r * ^ + Atu, k G zj; 


Im = IR_; 

p = TT- 



D = \x& IR | a * -j + , It G Zj; 


Im = IR 




TE 

p= r 
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Exerricios complemenłares 


Cl Vm, m £ IR | 0 ^ m C.2 (a): V; (b): V; (c): V: (d): F; (e): V. 




D = E [R | x =£ -5- + ~~, k £ Z}; 


Im = IR; 

Tt 


2 


Capltulo 37 


Exerctcios basicos 


B.l x = 4j3. B.2x = 2. B.3 x = l. B.4 cos a = y. 


B.5 D = SJT cm e d = 5JT cm. B.ćjc = 6. B.7x = 6,4. 
B.8 a = 60°. B.9 d. B.10 a) 7,5 cm 2 ; b) 14 cm 2 . B.ll 22,5 cm 2 . 
B.12 {15n - 9) cm 2 . 


Exerdcios complementares 


C.lc. C.2 70 m. C.3 e. €.4^. C.5 BF = \5 km e 

2 r 


AF = Jll km. C.6 a) F; b) V; c) V; d) V. 


Capltulo 38 


Exercfcios basicos 

B.l a) 2.800 dólares; b) 10.580 dólares; c) 7.730 dólares. 
B.2 a) 14 pontos; b) 90 pontos; c) 128 pontos. 


3 5 


B.3 a) A = 


4 6 

5 7 


; b)A = 


1 -l 
-1 1 


; c)A = 


1 3 4 ^ 


3 1 5 



( 

0 

N 

2 3 


( 

1 

1 

d) A = 

5 

l 7 

0 3 

8 0 J 

. B.4 A' — 

2 

l 3 

2 

3 J 


. B.5 x~ 1 e y ~ 4. 


B.6 b, B.7 e. B.8 x = 2. B.9 x = 4. 


B.10 a) 


( 

\ 


f 

\ 


1 

5 1 

6 

4 


20 

-5 



2 

8 

4 

; b) 

10 

15 

; c) 


■1 

1 

U 

10 , 


[30 

10 . 




2 







-2 

4 ; 


d) 


19 


15 


7 

32 


2 

29 

2 

6 


e) 




S 







1 

3 

; f) 

f 

4 

4 

8 1 


2 

-5 







-2 

14 

0 J 


-3 

5 , 






B.ll b. B.12 X = 


—5 4 

-12 2 


f 

B.13 X = 


\ 


3 

3; 




y = 


-3 2 
-1 1 


B.14 a) 


3 12 

6 24 

1 18 


; b) 


26' 


-4 


; c) 




4 
3 


-8 

-6 


B.15 a) 


8 16 
7 16 j 


b) 


3 6 9 

1 14 5 

1 26 7 


; c) 


8 




^ 16 16 J 


d) 


8 

\ 

7 

16 

16 J 


; e) 


1 1 
14 26 


; f) 


1 2 
0 6 


g) 


f 

1 

2 

3 1 

< 

0 

6 



B.16 Sao iguais. Nota. A conclusao desse exercfcio pode ser generalizada 
da seguinte tnaneira: ‘Se A e B sao matrizes tais que existe o produto AB, 


entao (AB)' = B'A r \ B.17b. B.l 8 X - 




1 7 


B.19X = 


0 


ł 0 


B.20 a) 


1 0 ^ 


0 1 


; b) 


3 

-I 


8 

3 ; 


C.7 A = (47T + 


1 - -_7 

c) 

fi 

> 

0 

; d) 

3 

> 

8 

; e) 

( 

1 

0 ^ 

: f) 

3 

8 ] 

cm . 


l 0 

i j 


t -1 

~ 3 > 


;0 

1 J 


i.-1 

-3v 
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MATEMATICA 


















































































Exercicios complementares 


Capftulo 40 


C.l b. C.2 a. C 3 a) V; b) F; c) F: d) V; e) V; f) F; g) V. 



( 



1 

1 ^ 

C.4B = 

50 

i. 0 

100 

2600 j 

, C.5 

1 

l 2 

1 

J 


C.6 c. 


C.7 a) 


f > 

( 

0 0 

; b) 

1.0 oj 

i 


2 

-2 


e) V; f) V. 

C.9 Um exempio possfvd e: 


2y 


C.8 a) F; b) V; c) F; d) V; 


fi 

i^j 


3 

\ 

0 1 


fi 

1 

fi 

-2 ^ 

C.10/ 2 = 

1 

0 

l 1 

* J 


2 

oj 



1, 

U 

2j 


0 

1 


—¥~ 

A 


—v“ 

B 


-V- 

A 


C.ll e. 


“v“ 

C 


Capftulo 39 


Exerctcios basicos 

B.I d. B.2 c. B.3 e. B.4 a) SPD; b) SI: c) SPI; d) SI. B.5c. 

B.6 a) SPD. S - {(2. 1,3)}; b) SPI, S = {(7 -18z, 1 - 3 z,z), z E IR}; 
c) SPI, S = 1 [ - y ~ 7 ,. y. 2 i V £ |r|. B.7e. B.8 a. 


B.9 a) SPD, S = {(!, 1, 2)}; b) SI, 5 — 0; 

c) SPI, S = {(fe - 5,3 - z, z), z E IR}. B.10 a) SPD, S = {(3, - !, 2)}; 
b)SPI.5= “y, zj, z E Ir}; c) SI. S = 0. 

B.ll a) SI. S = 0:b) SPD, S = {(-2, 2)}; cj SPI, 

S = {(2 y + 3, >'), y eiR}. B.12 c. B.13 a. 


Exercicios complementares 

C.l c. C.2 a = 0. C.3 Va, a£K,fl^0. C.4 0J25kg. C.5 9. 
C.6 Indicaudo por V, A e B as quamias de cada pacote vermelho, azul e 
branco, respectivamente, temos o sistema: 

V + 2A + 5B = 150.000 

A + 3B = 70.000 ~ 

V = B + 5.000 


I V + 2 A + 5B - 150.000^*0 
- OV + A 4 3B = 70.000 

V 4 O A — B = 5.000*^- 


V + 2A + 5B 
- OV 4 A 4 3B 
OV - 2A-6B 


= 150.000 


= 70.000 — 
= -145.000 





V + 2A + 5B 
OV + A + 3B 
OV + OA 4 OB 


150.000 

70.000 

-5.000 


Como o sistema e impossivel, conclui-se que o gerente mentiu em seu 
depoimento. 


C.7 b. C.8 c. 


Exercicios basicos 

B.I a) 23; b) 3; c) —12; d) —5. B.2 e. B.3 d. B.4 e, 

B.5 m # 4 => SPD; m = 4=f SI. B.6 m + -1 => SPD; m = -1 => SPI. 
B.7 m ^ —2 SPD; m = -2 => SPI. B.8 m =4 1 e m =£ 2 =*■ SPD; 
m = 1 SI: m = 2 =$■ SI. B.9 a) m # — 8 => SPD, m = —8 e 

n= -Ą- SPI, m = -8en# —y- => SI; 

h)S = {(— TT* —TT - )}* B10a)a * T ; b)£7= 3" e/j = 0; 

c) a = e b # 0. B.11 c. B.12 a = 0 =? SPD: a A 0 => SI. 

5 

B.13m= ! =>SI;m# 1 =>SP1. B.14it = -9=>SPD;* A -9=>SI. 
B.15 b A 4 SPI; b=4ea = 3^ SPI; fc=4enA3=>SI. 

B.16 a) SPD; b) SPI. B,17 Vm, m E IR e m A 4. B.18 a = 1. 

B.19 k A 3 e Jfc A -8 => SPD; Jfc = 3 ou Jfc = -8 m SPI. B.20 a. 


ExercIcios complementares 


C.1 a) Vfl, fl elRe«4 4; b) S = {(3, la)}. C.2 a) Va, a £ IR; 
b) S — {(a + 1, a — 2)}. C.3 Nao existe m. 


C.4 A soluęao geral e 


7 -5z 


5z 4 4 
5 



E IR. Dnas dessas so- 


luęoes sao Np -j-, oje -j-, ij C.5 a. C.6 Ar = 

C.7 S = {(7z, —3z, z), z E IR}. C.8 k = 4 ou k = -h C.9 k = 0 ou 
k — 2. C.10 a) Vm, m E IR e m 4= —3; b) S = }(3z, ~z, z), z E IR}. 


Capftulo 41 


Exercicios basicos 

B.I a) 13; b) 10; c) i; d) BJ, a) -21; b) -38; c) 30; 

d) b(b - a)(a — c). B.3S={-3,3 ). B.4d. B.5 a) -14; b) 0 (zero). 
B.6 a) 12; b) 1; c) 1; d) 1. B.7 a. B.8 c. B.9 det4 = 8. 

B.10 detB = ~. B.ll b. B.12 -9. B.13 0 (zero). B.14 0 (zero). 

B.15 Sao opostos, isto e, del4 = —detB. 

Nota. A conclusao desse exercfcio pode ser generalizada da segumte 
maneira: “Pemiuiando-se duas Filas paralelas de urna matriz ąuadiada 
A obtem-se urna nova matriz B tal que detA = —detB". 

B.16 Sao iguais. isto e. detA = detA'. 

Nota. A conclusao dessa propriedade pode ser generalizada da seguinte 
maneira; “O determinantę de urna matriz quadrada A 6 igual ao deter¬ 
minantę da transposta de A”. 

B.17 Apenas os itens (a) e (c) apresentam matrizes inversas entre si. 
B.18 Apenas os itens (a) e (b) apresentam matriz inversfvel. 

B.19 Vx,x E IR ex A ć. B.20d. B.21A 1 = 

B.22 b. B.23 detM -1 = 96. 


» 

_L J_ 

10 5 j 


Exercicios complementares 

C.1 a. C.2 c. C.3 S — y^“J- C.4 d. C.5-90. C.6 e. 

C.7 b. C.8 detfi • ~ C.9 e. C.10 d. C.ll detg = 16. 

6 

C.12 c. C.13 e. C.14 c. C.15 d. 


Capftulo 42 


Exercicios basicos 

B.I c. B.2 6. B.3 d. B.4 e. B.5 a. B.6 2.401. B.7 840. 
B.8 5.880. B.9 jc = 40. B.10 40 divisores. B.ll n(A U B) = 351. 
B.12 b. . B.13 n.(B)= 15. B.14 240. B.15 144. B.16b. B.17 45. 
B.18 420. B.19 432. 
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Exerdcios complementares 

C.15.000 placas. C.2b. C.3 32. C.475. C.5 36. C.6e. C-7e, 
C.8 72. C.9 e. C.10 c. C.ll 186. C.12 e. C.13 b. C.14 b. 
C.1S 57 a . C.16 c. C.I7 c. 


Capitulo 43 


Exercicios basicos 

B.l (a, b), (b, a), (a, c ), (c, o), (a, d), (d, a), (b, c ), (c, b), (b, d), (d, b), 
(c, d), (d, c). B.2 (2, 4,6), (2.6.4). (4, 2.6). (4,6,2), (6,2,4), (6,4, 2). 
(2, 4, 8), (2, 8,4), (4, 2, 8), (4, 8, 2>, (8, 2, 4), (8 ? 4, 2), (2, 6, 8), (2, 8, 6), 
{6. 2. 8). (6, 8. 2), (8, 2. 6), (8, 6, 2), (4, 6, 8), (4. 8, 6), (6. 4. 8), (6, 8,4), 
(8.4, 6), (8, 6,4). B.3 Sao arranjos simples os agrupamentos dos itens 

(b) e (d). B.4 a) A #< 3 = 336; b) A 5 . 4 = t20; c) A 5i 6 “ 720. 

B.5 a) A 4 2 - 12: b) A 5 , 3 = 60; c) A 44 = 4. B.6 Vn, n E IN, n > 6. 
B.7 Vn,« E 4. B.8 6. B.9 c. B.10 a. B.ll e. 

B.12 a) 5.040: b) 12; c) 22; d) B.13 a) F; b) F; c) V; d) V: e) F; 

O 

0 F; g) V; h) F. B.14 a) 120; b) ; c) 40; d)«; e) ^ Ę 


f) n z + 7n + 12; g) 


1 


; h) n 2 - Un + 30; i) 


n + 3 ’ “ T " n 2 — 7n + 12 

B.15 S = {1 j. B.16 c. B.17 S = {3}. B.18e. B.19 a. 

B.20 S= {5}. B.21 S = {8}. B.22 b. B.23 2.880. B.24 6. 

B.25 36. B.26a)7! = 5.040; b) 6! - 720; c)5! = 120; d) 4 • 6! = 2.880; 
e) 3 * 6! = 2.160; f) 4 -3*5! = 1.440; g) 4 • 6! + 3 ■ 6! - 12 ■ 51 = 
- 3.600; h) 5! M 120; i) 3! - 5! - 720; j) 7! - 3! • 5! = 4.320. B.27c. 

B.28 b. B.29 ff ,2) = 1.260. B.30 P^’ 2} = 60. B.31 1.260. 

B.32 Pf' 1 = 60. B.33 Pf l) = 30. B.34P S + Pf = 180. 

B.35 Pf T1 + Pf 2:1 + P?' 2) =2.100. B.36 Pf =180. B37 a) 21; 

b) 5; c) 1; d) 9. B.38 102. B.39 S = {6}. B.40 S = 0. B.41 a) 36; 
b) 84. B.42 a. B.43 35. B.44 d. B.45 a. B.46 a. B.47 b. 
B.48 20. 


Exercicios complementares 

C.l d. C.2 c. C.3 a) V; b) F; c) V; d) V; e) F; f) V; g) F. C.4 d. 
C.Sb. C.6 n — 6. C.7 a. C.8e. C.9c. C.105 = {2{. C.11 a. 

C.12c. C.13 360. C.14 c. C.lSa. C.16b. C.17120. C.18d. 
C.19 e. C.20 60. C.21 28. C.22 28. C.23 35. C.24 2.025. 
C.25 16. C.26 d. C.27 e. C.28 63. C.29 10. C.30 e. C.31 e. 
C.32 150. C.33 d. 


Capitulo 44 


Exercicios basicos 


B.l a) 


' 7 ^ 


= 35 e 


' 7 ' 
3 ) 


= 35. 


b) 


v 

c p J 


n ! 


pl(n - p)t 


n 

« “ P 


n\ 


(« “ P)\P [ - 


Notę. por- 


tanto. que numeros binomiais complementares sao iguais. 

B.2 a)* 6 4- 6x^a + 15x 4 « 2 + 20* J a 3 + 15x 2 a 4 + 6xa 5 + a b \ 
b) 8x 3 +- 36* : + 54* + 27; c) 16 a 4 + + 24* 2 y 4 + 8*y 6 + y 8 . 

B.3 a) x 5 - 5* 4 o + I0.rV - 10* 2 a 3 + 5.ra 4 - a 5 ; 
b) 16 — 32* 2 + 24.v 4 — 8* r> + * 8 ; c) 8* 12 — 36x®v + 54x 4 v 2 - 27y 3 . 
B.4 x = 2 e y = 1. B.5 * = 3 e y = 1 ou * = 2 e y = 4. 

B.6 E = (2 + 3) 4 = 5 4 = 625. B.7 E = (2 + l) s = 3 5 = 243. 

B.8 E = (2 - !) s = i 5 = 1. B.9 b. B.10 c. B.ll 6. B.12 28. 
B.13 a. B.14 e. B.15 e. B.16 180. B.17 -448x w . B.18 c. 


Exercicios complementares 

C.1 a) * = 7 ou* = 2; b) * = 2. C.2 {3 ■ 1 - 1)'° - 2 10 = 1.024. 
C.3(l + l) 3 = 2 8 = 256. C.4 d. C.5 b. C.6 2". C.7c. 

C.8 -21.504. C.9 —20. 


C.10 T = 


11 1 1 2x ~ 2 




P 


x u -p r= 


. p ) 


2 p x 2 x ll 'P 


:.T = 


11 .. J 22-3p 22 

2 p x . Fazendo--—— = 0, tem-se p = . 

P J 2 3 


Como p ę IN, segue-se que nao existe 


^ 11 ^ 
P j 


Logo, 


nao esiste o termo independente de *. C.ll a. C.12 d. C.13 160.v 5 . 


Capitulo 45 


Exercrcios basicos 

B.l c. B.2 B.3 d. B.4 a) -1; b) c) 0; cl> ; e) 1. B.5 a 

5 6 6 6 


B.6 e. B.7 


1 


36 


B.8 4 B.9 4- B.10 -i B.ll i 

8 4 8 5 


35 2 16 3 4 

B.12 4^- B.13 4r. B.14 B.15e. B.I6 B.17-f. 

76 5 33 4 5 


B.18 d. B.19 a. B.20 e. B.21 b. B.22 e. B.23 y. B.24c. 


B.25 e. B.26 d. B.27 a) b) c) ^ 


B.28 a) . 1 


18 , 31 

b) 35 ;C, 35- 


„„ . 10... 1 . . 20 ... 37 
B.29 a) 2 ] ’ 21 * C 21 * ^ 42 


B.30 


B.31 a) 


2 




B.32 


36 


12 ' 

B.33 d. 


B.34 a) b) 


B.35 d. 


Exercicios complementares 

Cle. C.2 b. C.3 a. C.4 a) C 48iS = 12.271.512; b) 

C5 TÓW- c - 6I)b;D)a ' c - 7 T- c8 7T- 

C.10 a) 37%; b) 29%. C.ll 17%. C.12 3%. C.13- 


12.271.512 
11 


C.9 


17' 

4 

C.14 j 


C.15 4. 

4 

C.16 a) E = {(M, M. M). (M M, F), (M F. M), (F. M, M), (F, F. M). 
(F t M, F), (M, F, F). (F, F, F)} 

A = (fM, M. F), (M, F, M), (F. M, M), (F, F, M), (F, M, F). (M. F. F)> 
B = {(F, F, M). (F, M, F), (M. F. F), (F, F. F)} 
b) Temos que: 

Ł 

P(AJB) =i<a± m. = j_ = a e 

nA P{B) 4 4 


8 




Como P(AJB) = P{A\ concluimos que A e B sao independentes. 

31 


{ 1 V° 

C.17 e. C.18 | y . C. 


C.19 


32 ' 


C.20 c. C.21 50%. 


Capitulo 46 


Exercicios basicos 

B. l a) V; b) V; c) F: d) F; e) V; f) V; g) V; h) F; i) V; j) F; b) V; 1) F; 
m) F; n) V; o) V; p) V; q) V; r) F; s>V; t) V^u) F; v) V; w) V; x) F; 
y) V; z) V. B.2 b, B.3 c. B.4 a) AB e DE: b) 24 pares de arestas 

ortogonais. B.5 40°. B.6 30°. B.7 a) cm; b)3cm. B.8 80°. 

Exercicios complementares 

C. l a. C.2c. C.3 c. C.4 a. C.5e. C.6 4„/T m. 
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CapTłulo 47 


Exercicios basicos 

B.l 30. B.232. B318. B.4 20. B.5 10. B. 66 . B.7 33. B.812. 

B. 9 2I, B.lOa. B.ll 1.440°. B.12 5.760°. B.13 8 . B.14a. 

Exercicios complementares 

C. l Nao. pois se fLzermos V — .4 na reiaęao de Euler V — A + F = 2, 
teremos F = 2, o que e absurdo (o menor numero possivel de faces de 
um poliedro e 4). 

[V - A + F = 2 

C.2 :.V — A + V = 2 A=2V-2 

l V - F 

:.A = 2(V — 1). Como V — 1 e inteiro, temos que 2(V —1)6 par. Logo, 
A e par (c.q.d.). 

V-A±f = 2 
y + A + F = 17 


C.3 Nao. pois deverfamos ter 


{ 


V + F = A + 2 


A + 2 = 17 - A .*. 2A = 15 A - 


15 


V + F = 17 — A 2 

Essa igualdade e absurda, pois o numero de arestas deve ser natural e 
maior que 5. C-4 d. 

C.5 O poliedro possui 5 faces, e um poliedro que satisfaz as condięoes 
enunciadas e representado pelo desenho: 



V-6 
A = 9 
F- 5 


C .6 b. C.7 a. C .8 24. C.9 8 angulos triedricos e 4 tetraedricos. 

C.10 Hexaedro regular (cubo). 



Tetraedro 

regular 



regular 



b) 


Icosaedro 

regular 


-1- 

J 


/" 


/ 


/ 



Hexaedro 

regular 



Dodecaedro 

regular 


Capftulo 48 


Exercicios basicos 

B.l a) 32 cm 1 ; b) 4 TT cm 2 ; c) 96 cm 2 ; d) 8(12 + TT) cm 2 . 

B.2 a) 2 dm; b) 48 dm 2 ; c) 12(4 + TT ) dm 2 . B.3 6 cm. 

B.4 (J6 - 1) m, Jt m e (TT + 1) m. B.5 34 m 2 . 

B .6 3 cm, 6 cm e 12 cm. B.7 c. B .8 40 cm 3 . B.9 400.000 1. B.10 c, 

B.ll 6 dm 3 . B .12 a) 6 TT cm; b) 216 cm 2 ; c) 144 cm 2 ; d) 216 cm ł . 

B.13 2 TT cm 3 . B.14 2 cm 2 . B.15 TT m. B.16 d. B.17 d. 

B.18 20 cm 3 . B.19 120 TT cm 3 . B .20 300m 3 . B .21 60. 

B.22 - 25 7J - . cm 3 . B.23 d. B.24 8(6+73) dm 2 . 

"T 

B.25 30 JT cm 3 . B.26 d. B.27b. 


Exercicio$ complementares 

20 - 2774 


C.l e. C.2 b. C.3 


,, . 15 5 73" - 

C.4-——- - cm. C.5 c. 


3 ■ 3 

C .6 b. C.7 c. C .8 d. C.9 a) 8 dm; b) 512 f. C.10 b. C.ll d 

C.12 32 cm 3 . C.13 9673 m 3 . C.14 a) 18; b) 10 cm; 

c) 108 TT cm -. 


Capftulo 49 


Exercicios basicos 

B.l 25 cm. B.2 5 cm. B.3 10 cm. B.4 TT cm. B.5 b. 

B .6 a) 3 TT cm; b) TT cm; c) 367T cm 2 . 

B.7 A t = cm r ; Ai = cm 2 . B .8 A t = 240 cm 2 ; 

A, = 384 cm 2 . B.9 A t = 27 cm 2 ; A, = 9(3 + 73) cm 2 . 

B. 10 -y- dm 3 . B.ll 120 cm 3 . B.12 140 cm 3 . B.13 32 cm 3 . 


V = 


57T 3 

2 

872 


B.14 —■ cm 3 . B.15 1207T m 3 . B.16A, = 87T cm 2 ; 

JLi 


cm 3 . B.I7 a) 120 cm 3 ; b) 5,76 cm 2 ; c) 112,32 cm 3 . 


ExercTcios complementares 

C.l 60°. C.2 8(9 + TT) cm 2 . C.3 a. C.4 


a 2 TT 


C.5 e. 


C ,6 b, C-7 b. C ,8 3673 m 3 . C.9 


64 TT 


cm- 


C .10 2 T 6 cm 3 . C.ll 1676 cm 3 . C .12 18TT cm 3 
32 


C.13 


cm 3 . C.I4 42 cml 


Capftulo 50 


Exercicios basicos 

B.l A/ = 60tt m 2 e A, = 7Sn m 2 . B.2 2 m. B.3 5 cm. 

B.4 A { = 400JI cm 2 e A, = 600 tt cm 2 . B.5 32 Tl dm 3 , 

B. 6 128 tc cm 3 . B.7 d. B.8 a) Na embalagem A; 

b) a embalagem B. B.9 a. B.10 d. B.ll a. B.12 45tt cm 3 . 

Exercicios complementares 

C. l A t = 25Tt 2 cm 2 e A s = 25tc(jc + 2) cm 2 . C.2 A e ~ IOOtc m 2 e 

A, = 150 ic m 2 . C.3 C.4 — cm . c.5 c. C.6 c. C.7 d. 

3 TC 

C .8 a. C.9 d. C.10 f) b); U) c. 


Capftulo 51 


Exercfcios basicos 


B.l 5 TT cm. B .2 4 ^ 3 cm. B.3 45°. B.4 a) 657tcm 2 ; 


b) 90 jc cm 2 ; c) 


10tc 

13 


rad. B.5 a) 1 Bit cm 2 ; b) 27 tt cm 2 ; c) i 80‘ 


B .6 2TT cm. B.73(4 — TT) cm. B.875Ticm 3 . B.9 15jr7Tm 3 . 

B. 10 12tc dm 3 . B.ll 24 tc dm 3 . B.12 a) 12 ,OOOjt cm 3 ; b) 307t cm 3 ; 
c)400tulipas. B.13 105 K cm 3 . B.14c. B.15 5łf4 cm. 

Exercicios complementares 

C. l c. 02 d. C.3 a. C.4 384 je cm 2 . C.5 -Ąli. C. 6 e. C.7d. 


452 







































Caplłulo 52 


Exerctcios basie os 

B.l 8 cm. B.2 e. B.3 36w cm 3 . B.4 l J L cm 3 . B .5 a 

B .6 36ji cm 2 . B.7 4*^4 cm 2 . B .8 m 3 . B.9 48,8 ml. 

B.lOb. B.ll V = e/i = 3%R 2 . B.12c. B.13 2 °^ R m 2 . 

3 " 

B.14 -y- cm 2 . B.15 2% cm 3 . B.16 y- m 3 . B.17 8 cm. 

B.18 216 cm 2 . B.19 15% cm 2 . B.20 2^2- m 3 . B.21 c. B.22 a. 


B.23 


625Tt 
4 


cm 2 . 


Exercicios comptementares 

gg 

C.l 2 cm ou i4 cm. C.2 a) —=■ cm 3 ; b) 9,9 g. C.3 a. C.4 c. 

_>D 

C.5 36 galóes, C .6 e. C.7 d. C .8 3(1 + J2 ) cm. C.9 a. 

C.J9 36ji cm 2 . C.ll e. 


Capitulo 53 


Exerctcios basicos 

B.l a) 5; b) 10; c) 2j5 ; d) 13; e) 5; f) Jl , B.2 a) 6/2 + 2ji0 ; 

b) Basta mostrar que o quadrado da medida do raaior lado e igual a 
soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados. (Teorema de 
Pitagoras) B.3 Ha dois pontos possiveis: P(0, 3) e P'(G, -13). 

B.4 Ha dois pontos possńreis: P(4, 0) e P’(-20, 0). B.5 p| yy, oj. 
B .6 d. B.7 a) Af( 6 , 8 ); b) M(l, -3); c) A/(y, y); d) Mi 8 , 5); 


e) 2 , 


/ 


- 2 ); f) M 

\ 


4 • 


B.9 C( 6 , 9) e Di 3, 8 ). 


JAJ) 

6 J 

B.10 c. 


B .8 a) /\'(—7, - 6 ); b) A'( 6 .4). 


Exerctcio$ complementares 

C.l a. C.2d. C3x -Oour - 1. C.4 Ha dois pontos possrveis: 
C(1 + -s/3 t 1+ 73) eC'(l - J3, 1 - J3 ). C.5 a. C. 6 e. 
C.7 (0, 7) e (4,7). C .8 2(18 + /82 ). C.94/2. 


Capttulo 54 


Exerctcios basicos 


B.l a) inclinaęao a = 45°; coeficiente angular m = 1: b) inclinaęao 
a — 60°: coeficiente angular m — J3 ; c) inclinaęao a. = 90°; nao 
existe coeficiente angular; d) inclinaęao ot = 0 °, coeficiente angular m = 0 , 


B.2 a) m = 4; b) m = -3; c) m = - —; d) m = 0; e) nao existe; 


3 

f) m = g) m = h) m = ; i) ni = 0 ; j) nao existe. 

3 Ł Ł 


B .3 b. B.4 a = 3. B.5 a) Sao colineares; b) sao colineares; c) sao co¬ 
lineares; d) nao sao colineares; e) sao colineares; f) sao colineares; 
g) sao colineares; h) nao sao colineares, B .6 c. 

B.7 a) 3x + y - 10 = 0; b) 2* - y + 8 = 0; c) .t + 2y - 4 = 0: 
d) 6 .v + 15y - 19 = 0: e) 4x + y + 1 = 0; f) 6 it - 2y + 7 = 0; 
g) 3 jc + y 4- 3 M 0; h) 6x — y M 0. B.8 c. 

B.9 a) x — y — 2 = 0; b) J3 x + 3y — 6 — J3 = 0; 


c) &x + y + 1 = 0;d )jc + y — 3 = 0; e) J%x - y = 0. B.lOe. 


B.ll a)y = 5; b )x = 5. B.12 a) * - y + 5 = 0; b) 2x + y - 10 = 0; 

c) 3 * - y + 21 m 0; d) 5jt 4* 2y - 17 - 0. B.13 a. B.14 Ha dois 
pontos possńreis: P(4, 4) e P'(-4, -4), B.15 Ha dois pontos possi- 

veis; P(4, -4) e P'<7, -7). B.16 a: - 2 y + 4 = 0. B.17 a) r - 6 = 0 ; 






B.l 9D = 


5 

2 


- 1 

1 


= 1. D ^ re s sao concorrentes. Resolvendo 


o sistema tbimado pelas eąuaęoes de r e i, obtemos rf] s = {( 1 , 1 )}. 
B.20 a G IR e a # 6 . B.21 r f) s = {(-3,4)}. 

B.22r n s = {{-1. — 1)}. B.23 (0, -y j. B.24 d. B.25 d. 

K.26 (-5, 3) e (2, -4). B.27 a) y - 4 = m(x -2), m G ER, ou x = 2; 
b) x — y + 2 = 0; c) nenhuma; d) y = 4; e) x = 2; f) 4x + y — 12 = 0. 


Exercicios compiementares 


C.l J3 x + 3y - 5«f3 = 0. C.2 Ha duas possibilidades: P(3, 3) e 

0 ( 7 , 0) ou Pi-3, -3) e 0 ( 1 . 0). C3 a. C.4 d. C.5 a. C .6 b. 

5 A’ 

C.7 e. C .8 a) y = mx — 2m i Vm, m G. [R, ou x = 2; b) y = — 5 



Exercicios basicos 

B.l a) y = — 8 .r + 36 e 8 .v + y - 36 = 0; b) y = y- + 3 e 

3x - 2y + 6 = 0; c) y = -4 jt + ! e 4.v + y - 1 — 0; d) y = .c e 
x — y = 0. B.2 a| Coeftciente angular m = 3 e coeficiente linear 

q = - -y; b) rn = - e q = -j-1 c) m = -4 e q = 0. 

2 7 

B.3 a) m = 3 e q = - 6 ; b) m = - -y e ą = -y; c) nao existe m e nao 
existe q. B.4 a) Paralelas distintas; b) paralelas coincidentes; c) con- 
correntes; d) paralelas distintas; e) concorrentes. B.5 a — 3-. 


r 

B .6 V< 3 ,aeiReo^ B.7 a) a = 0; b) paralelas distintas. 

O 

B .8 Nao exist 6 a. B.9 \fa, a E IR e a + — 
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c) 




B.10 x y + 4 = 0. B.U a) 3x + y = 0; b) 2a ■ + - 3 = 0; 

c) - y + 3 — 0. B.12 a, B.13y = 3ir+1. B.14a).v + 2y - 7 = 0; 

b) 5 jc + y — 44 = 0; c) 3 jc + 4y - 9 = 0. B.15 a) y — — + —; 

2 2 

b) y = c) y = -j - 3. B.16* - y - 1 = 0. B.17 c. 

B. 18 a) P'{~2, 14); b) F{ I, 12). B.19 a) 3* - y + 17 = 0: 
b) 2x - y - 6 = 0. B.20 d. 

Exercicios complementares 

Cl y — 2x- 4. C.2 4x + y - 30 = 0. C.3 e. C.4 d. CS a. 
C6 a)jt-v + 3 =0;b )y = -x + 5;c) P(2, 3). C7a. C.8 (-3. -7). 

C. 9 e. C.10 a = 6. 

CU y i 




Capitulo 56 


Exercfcios basicos 


B.l a) 3; b) 2; c) 13 ^ 5 ; d) 3: e) 3. B.2 a) 1; b) -Ę-. B.3 d. 

B.4 J2. BS (-5, 0) e (y, o). B.6 (0. -6) e (0, -8). B.7 a. 

B.8 c. B,9 6. B.10 38,5. B.ll a) Sao eolineares; b) nao sao coline- 

ares; c) sao eolineares; d) nao sao eolineares. B,12 Sim, pois o deter¬ 


minantę 


1 -2 1 
2 1 1 
-I -8 l 


e igual a zero. B.13 p = 9 ou p — 1. 


B. 14 Vy, y e [R e y # 8. B.15 a) 3* - 2y - 5 = 0; b) x - 2 = 0; 
c) x + 2 = 0. 

Exercfcios complementares 

C. l a. C.2 d. C.3 e. C.4 Ha dois pontos possfveis: 

( 1\ 50 'l 

P[—y, —y-J eP'(l,4). CS C.6 a = 2oua = -2. 

C.7 c. C.8 e. C.9 Basia mostrar que o determinantę 
1 4 1 

a — 1 3« - 2 1 e igual a zero para todo a. a e IR. 

0 1 1 


Capitulo 57 


Exerciclos basicos 

B.l a) K | 





B.2 a) 






C) y * 

8 

4 • 

~ 0 ~ 

B.3 e. 
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Exerclcios complementares 




C.4 i) a; II) d. 


Capitulo 58 


Exerdcios basicos 


B.1 a) (x - 4) 2 + (y - 1? = 64; b) x 2 + (y - 2f = 7; 

c) (x + Af + (y - l) 2 - y; d)(*+y J + [y - y J = I; 

e) (jc - I) 2 4- (y - 8) 2 = 9;f) <* + 2) 2 + y 2 = 

g) (jc + -j- [ +(y-l) z =|-;h)^ + y 2 =L B.2 a) C(3,1) e 7? = 5; 

b) C(—5, 0) ei? = Jl: c) c(y, —|-j eR = 3; d) C(l, 3) e/? = 4; 

e)C(0,-l)e/f= V2 ; f) C(0,0)e/? = 2. B3 (x + 4) 2 + (y - 2) 2 = 29. 
B.4 (x ~ 3) 2 + (y - 3) 2 = 9. B JS k> B.6 a) k < y; 

b ) k= c) k > sJp B.7 c. B.8 c. B.9 a) C(l. — 2) e R = 3; 

Z — 


b)C{-3,0)ei?= V3 ; c)C(3,l)e« = ,/lD ; d) c(y, y)e/f=l; 
e)C(—5, l)e/e-2;f)C'(0, l)e*= J6; g) c[y, —1 je/? = y. 
B.10 a) GM, 4) e S = 3; b) C(0, 3) e R = JJ-, c)c(-y 1) e 

R = f: d) C(—5,10) e « = 2; e) C(6, 0) e /t = 6; 1) cf y, lj eR = I. 

B.ll x 2 + (y~ 2f = 25. B.12 (jc - 3) 2 + (y - 3) 2 = 13. 

B.13 (jc - 1 ) 2 + (y - l) 2 = 5. B.14 jc 2 + y 2 - 6jc - 2y = 0. B.15 e. 

B.16 e. 


Exerc1cios complementares 

C.l c. C.2 jfc = 6. CJ 18. C.4 c. C.5 b. C.6 y = -2x + 1. 
C.7 d. C.8 a. C.9 e. C.10 a. C.l la. 


Capitulo 59 


Exerdcios basicos 

B.l a) s e tangenie a X: b) s e exterior a X.; c) s e secante a X.; d) s e tan- 
gente a X; e) s e secanie a X; f) s e exierior a X. B.2 a. 


B3 (r) 3x + 4y + 14 = 0 e Cs) 3x + 4y — 16 = 0. 

B.4 (r) x — y 4- J2 — 0 e (j) jt — y — Jl = 0. B.S 2 . B.6 d. 

B.7 a. B.8 a) s n X = {(3, 0), (5, 2)}; b) s (U = {(-1, 0)]; 

c)sn\ = 0;d).sn\ = {(1,3), --y-] - 

B.9 Ox fi X = {(-1,0), (7,0)}. B.10 Oy n X = 0. B.llc. 

B. 12 a) A e B sao os pornos (4, —2), e (—4, 2), e o centro da circun- 

ferencia e C(-i, -2); b) 10. B.13 J2 . B.14 e. 

Exercicios complementares 

C. l d. C.2 a. 03 c. C-4d. C,5e. C.6 d. C.7c. 



Capitulo 60 


Exercicios basicos 


B.1 a)F t F 2 =2c = 6.e= e 2b = 8;b)= 2c = 10,e = 


13 


2 b = 24. B.2 a) ' V ^ + ( ~ V = 1; 


b) ( - V t 6)2 - 4 


25 9 

(y - 7) 2 _ K „,. U4 4) 2 


36 


= i;c) 


16 


+ -2— — i- 

9 
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R.ll a) 


s *1 


fi-: 


VIO 


-Vio 


B.8 e. B.9 a) p = 5; b) p = 2; cj p = 2; d) p = 6. B.10 a) (r - 5) 2 
| = 8(y - 4); b) (y — 2) 2 = - 6 x — j; c) (.* + 3) 2 = -8(y - 4); 

d) y 2 = Bx; e) x 2 = 4y; f) (y - 3) 2 = -4(.v - 1), 


B.12 a) V(l, 2), p = 6, F(4, 2)tr:x+2 = 0; 

b) V(— 1,2), p = 2, F(— 1,3) e r: y — 1 = 0; 

c) V(2, 0),p = 4, F(2, -2) e 2 = 0; 


d) V(-4, 3),j? = i- t F 


er:x + 


= 0. 


ExercTcios complementares 

C.1 a) C(2, -5), 2a = 10, 2b = 6, 2c H 8, F,(-2, -5), F 2 (6, -5) e 
1 

« = -y; b) C(3, —1), 2a = 6,2£> = 4,2c = 2j5 , F,(3,-1 - TJ), 
F 2 (3, 1 4 */Ś) & £ — c) C(0 3 0), 2a = 2^3 , 2b = 2</2 , 


2c = 2,F 1 (0,-1),F 2 (0, I) e e 


C.2 e = 


C.3 


e = 


JL C1 U-6) 3 , (y~2) 2 _ 

2 ’ 25 9 


C.5 a) C(5, 2), 2a = 8, 2b = 6, 2c = 10, F,(0, 2), F,(10, 2) e <? = 
b)C(2,5), 2a=2j5,2b=4,2c = 6,F(( 2,2), F 2 (2,8)e* = ; 


B.5a) 2c = 1Q,* = 2fo = 8;b) 2c = 12,#= -j- 

J 1 

, 1;t) C-ży 


= 6 , 2 * = 2^35 . 

(x + 3) 1 - = 

3 ' 


J 9 16 U<y 4 


B.7 a) 


(x - 3) 2 


x ss r 
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c) C(0,0), 2a = 2,26 = 2^5 , 2c = 2^6 , ;P| (- V6 , 5), /%(a/ó , 5) 

i— 

e« = J6 . C.6c. C.7 e. C.8—— - = 1. C.9 b. 

y 16 

C.10 (4, 8) e (—1, 3). C.ll d. C12 a. C.13c. 


Cgpitulo 61 


C3 O L.G. ć a circunfcrencia de centro C(G, 1) e raio 3, CA d, CJ5 c. 

<w-*(*-■!■)• 


Capfłulo 62 


ExercIcios basicos 


Exerdcios basicos 

B.l x + y — 3 = 0, B.2 2x — 1 = 0. B.3 e. B.4 O L.G. e a reta de 

equaęao x — 1 = 0. B.5 3x 2 4- 3j 2 — 8x — 8y + 8 = 0. B.6 O L.G. 
e o par de retas r: 4x + 3y — 42 = 0 e t: 4x + 3x + 18 = 0. 



B.7 O L.G. e o par de retas t: 2y - 3 = 0 e u: 6x + 1 = 0. 

B.8 3x z + 4/ + 6x - 8y - 5 = 0. 

Exerdcios complementares 

Cl (x 2 - 4x) = 0’ 2 - 8y) = 12 ^ (X 2 - 4x + 4) - (/ - 8 y + 16) = 
= 12 + 4-16 (x - 2) 2 - (y - 4) 2 = 0. 

Fatorando o pmnei.ro membro, temos: 

(x — 2 + >■ —4)(x — 2 - y + 4) = 0.’. x + y — 6 = 0 ou x — y + 2 = 0. 
Condmmos, enlao, que o L.G. e o par de retas r: x + >■ — 6 = 0 e 
s: x — y + 2 = 0. Ć.2 O L.G. e o par de retas r:2x + y — 8 = 0e 
s: 2x + y + 4 = 0. 



B.l e. B.2 a. B.3 a) x = 5 e y = 3; b) x = 3 e y = 5 ou x = —3 e 
y = 17; c) x = 1 e y = 3. B.4 a) 4 + 8i; b) 13 + li; c) 12 + 4/ 

d) 3 - 2i; e) 16; f) 12/; g) -4 + i; h) 21 - 3 i. B.5 a) x = 2 e y = 3 
b) x = 1 e >• = 4. B.6 a) 18i; b) 30 - 42i; c) 21 + 15i; d) 61 - 41/ 

e) 38; f) 74. B.7 b. B.8 d. B.9 a) z = 2 + 5i; b) z - 0 + 0/ 


c) z = 0 + 0 i. B.10 a) -jy- + —jy- 


d) 


1 


17 


+ 


4 i 
17 


e) 


21 

17 


151 
34 


; 0 


b) 2 - 3r; C) ■ 
17 6/ 


15 

13 


+ 


10 / 

13 


13 


13 ’ 


, 23 4 i 

g) - ~ 


3/ 


B.11 b. B.12 a) ~~ - b) ; 


13 


13 


c) 


+ 


1 


; d) — + y ; e ) *’ g) ~ — 


17 17 

B.13 e 


20 20 

B.14 a) -1; b)-/; c) 1; d) -i; e) -i. B.15 a) 8 + 6/; b) -21 - 20/. 

B.16 c. B17. a 


Exerdcios complementares 

C.l x = 5. C.2 b. C.3 a — — C.4 Nao existe x. C.5 d. 

3 

C.6x=l. C.7x= — C.8 Vx, x £ IRe — 1 <x < 1. C.9 zero. 

CIO z = -L --L. C.lld. 


Capitulo 63 


Exerdcios basicos 
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h 

< 

2 

Ul 

< 
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B-3 O L.G. e a circunferencia de centro (0, 0) e raio 3, 



WJy- 




B.4 b. B.5 a) ^ = 10: b) |z 2 [ = 75 ; c) |z 3 | = 2; d) |z 4 | = 4; e) \z s \ ~ 6 ; 
f) |^| = 3; g) |z,| = TT ; h) 1 ąJ = 1 ; i) |z 9 | = 1; j) |zj = 9. B .6 e. 

B.7 a) 720"; b) -yp; c) 72 ; d) 9; e) ; f) 16; g) 72 - 


B .8 a) 0° (0); b) 270' 


: 


3 TT 


> 


c) 180° (Ti); d) 90 


i-r) 




B.9 a) ; b) TiL i ą -ŹJL. B.10 a) 140°; b) 40°; c) 320°. 

6 O D 

B.ll p = 2 e <p = 120°( 9 = -yp); b) p = TT e 9 = 45 a [ę = -y- j; 

c) p= 372 e<p = 225"(<p- -y^); 

d) p = 4e<p = 330 <, [ ł p= e) p = 2 e<p = 135 °^9 = j; 

f) p = - e 9 = 45°[cp = -—j. 

B.12a)z, = 2(cos210° 4- /sen21G D )ouz, — 2|cos -y_ + i sen -yT 


b) z 2 = 72 (cos 315° 4- i sen 315°) ou 


12 


= 72" ( COS —y- 


7ji , . 7je 


+ 1 sen 


4 


j; c) Zj — 3(cos 90 a 4- / sen 90°) 


ou 


z 3 = 3[cos y- 4- i sen -y- j; d) z 4 = 2(cos 180° 4- / sen 180°) ou 

Z, = 2(cos jt + / sen je); 

c) z, — 273 (cos 150° 4- i sen 150°) ou 

z 5 = 277( cos -y_ + i sen -yy j; f) z* = 4(cos 270° + i sen 270°) 






on z fi = 4 [cos 4- i sen -yy j; g) z 7 = 2{cos 0° + i sen 0°) ou 

z 7 = 2(cos 0 + i sen 0); h) z s = 5jl (cos 45° + i sen 45°) ou 
Zt = 572"[ cos -y 4- i sen -yj. B.13 a) z, = 1 + »7T; 

b) Zi — -i; c) Zj = 4j3 + 4 /; d) z Ą — 5 Jl — 5ij2 ; 
e) Zs ~ 5. B.14 a. B.15 c. B.lć n = 3. B.17 n = 4. 

= -373 + 3i; 



B.18 a) z,z, = 6 


571,. 5je 

cos —+ f sen —— 
o o 





b) Z[Z 3 = 12^cos 4-/sen y-j = 12/; 

c) fe) 2 ' 16 cos -y- 4- i sen -y- j = -8 4- 873"/; 

d) Z 2 Z 3 — 8 (cos je + / sen te) - -8; e) z] - 9( cos y + i sen y j = 

9/73" , 




; f) z 2 = 8(cos 2jr + / sen 2 ju) = 8; 


ŚktiSffl = 2 ^[ cos —jp + 1 sen = _ 127 ? — 12 /. 


B.19 a) — = 5 (cos 60° + / sen 60°) = Ą- + • 

b) — = 15 (cos 30° + i sen 30°) = iłTcL + JlL ; 

z 3 2 2 

c) Tl = ± (cos 30° + / sen 30°) = + y; 

Z 2 3 6 6 

d) Tl = 3 [cos (-30°) + / sen (-30°)] = 3 (cos 330° + i sen 330°) 

Ż3 

373" _ 

2 2 ‘ 


B.20 



1 F\ 

B.21 ^ = -81. B.22 a) 512 - 512737; b) 

c) 16 + 16i; d) i. B,23 c. B.24 n = 2. B.25 1; -1; /; -i. 

B.26 Devemos mostrar que w 5 — z. A forma trigonometrica do numero 


vr e w = 72 ~( cos y - + ‘ sen "y j- 
Logo, 


w 5 = 


Jl 5 ( cos 


Sn , . 5?r ) nzz( TT 


+ / sen 


) = VF( 


/TT > . 


= 47T 


TT ij2 


- -4 —4/ = z. 


Como vt’ s = z, concluimos que vt ; e urna das ralzes qnintas de z. 

+ 

2 ' 2 

/TT 


B.27 l; ^ + 2 


1 . uf T . 1 /TT . 1 /TT 

1 * ł * ł a n 


B.28 a. B.29 a) 5 = {3 4- /, 3 - i ); 


1 


b) 5 = { —1 + 2i, —1 — 2i); c)5 = | —— + 
d) S = [4 + /, 4 - /}. 


3/ 

2 ’ 


3/ 


Exercicios compiementares 

C.l a. CJ2 e. C.3 d. C.4 e. C.5 A representagao geometrica e a 
reuniao do conjunto {(0, 0)} com o conjunto doś pontos da circunferen¬ 
cia que iem centro na origem e raio unitario: 



i 1 ' Iw; 
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C.7 b. C.8 a) - J 3 + i e -2i; b) 2,/3 . C.9 b. 

C.lOi = -C.11 a. C.12 e. C.13 d. 

C.14 Substituindo z por cos 48° + i sen 48®, temos: 

(cos 48° + (' sen 48°) 10 + (cos 48° + f sen 48 °) s + 1 = 

— cos 480° + i sen 480° -f- cos 240° + i sen 240° + 1 = 

= cos 120° + i sen 120° + cos 240° + i sen 240° + 1 — 

_ _ I , lj3 1 _ i 1 1 _ ri 

2 2 2 2 

Logo. cos 48° 4- i sen 48° e raiz da eąuaęao z 10 + z 5 + 1 = 0. 

C.15 c. C.16 d. C.17 a. 


Capitulo 64 


Exerc1cios basicos 

li.l e. B.2 a) 3: b) 2; c) 0; d) nao se define. B.3 k # 3 e k # —3. 
B.4 m = 2oum = —2. B.5k=-l. B.6a)47; b)2;c) 1; d)-1 - i. 

B.7 m = 2 e n = 1. B.8 a - —5, b = 3 e c = 2, 

B.9 a) 60 + 60 + 2x - 1; b) 60 - 20 - 8* + 1; c) 240 + 80 - 1 2x\ 
d) 360 + 370 - 19* + 2; e) 8 U 2 - 36* + 4; f) 120 - 80 - 21* + 3; 
g) 54** + 6*- - 21X 1 + 11* - 1. B.10 a = 3 e b = — 1, B.ll c. 
B.12 3(P • Q) = 11. B.13 a) <2(Jt) = 3** + 20 + * - 3 e 
R(x) = 2x + 6; b) Q(x) = 20 + 8e R(x) = ~27x 2 + 28* - 14; c) 
(?(*)= * 3 + * 2 + * + 1 e R{x) = 0; d) <2(0 — 4* + 19 e 

/?(*) = 78.0 + 29.0 + 6x - 22; e) Q(x) = 30 - 20 - 3* + 2 e 

R(x) m 8* 2 + 6* + 8; f) Q(x) = & - O + O - * + 1 e R{x) = 0. 

B.I4 P (*) = * 5 - 20 + 20 - 30 - * + 6. B.15 d. B.16 c. 

B.17 a) rafzes 1 e ——; b) rafzes i e — i; c) rafzes 3, —3, i e —i; 

d) rafzes 0. 2 e 3; e) rafzes — 1 + f e — 1 —i; f) rafzes 4 e 3. B.18 d. 

B.19a = 4 Qb = B.20n = 3,£> = lec = 4. 


Exerdcios complemenfares 


C.i a* C.2 a = 1, b — 0 e c = L C.3 e. C.4 a, C.5 b. C.6 a. 
C*7 d, C.8 c. 


Capftulo 65 


Exerctcios basicos 

B.1 a) P(2) - 33; b) P(-l) = 0; c) p[i-J = -y; d) P{-1) = -2; 

e) P(0) = -2. B.2 e. B.3 m = 10. B.4 a. B.5 P(x) m 20 - 3* + I. 
B.6 P(x) = 30 - 2* - 1. B.7 a. B.8 e. B.9 Vn, n G IN*. 

B.10 a) Q(x) = 60 + 11.0 + 25* + 51 e R(x) = 100: 

b) Q(x) = 20 - 20 + 30 - 3* e R(x) m 1; c) Q(x) - 50 + 17* + 50 

e R(x ) - 153; d) R(x) ® 

e) Q{x) = O + O + 0 + 0 + *+le R(x) = 0. 

B.ll PU) = (* - 1 )(.0 + O + O + * + 1). 


B.12 P(*) = (* + 1 )(.0 — O + O - x } + O — * + 1). 


O 




20 


e R(x) - -2; 


B.13 a) (?(*) ■ -+- + -y- - 3 

b) Q(*> + |e P(*) = 1; 

c) Q(x) - -O - 20 - 40 - 80 - 16* - 32 e R{x) = 63; 

d) <2(0=0 + 20 + ~ e R(x) ~ 44; 

e) Q(x) = 160 — 8.v 3 + 40 — * e /?(*) = ~ 1; 

f) Q(0 = -20 - 4- e/?Wu ~i-. 

B.14 2,(*) Ś 30 + 4* - ~ e P,(*) = 5. B.15 a) rfM 

^ 3 j 

b)i>(-+)=- 1: < : )p(|) = ^-:d ) r[i) = i 

e) P(0) “ -3. B.16 P{*) = 90 + 3* + 1. B.17 a = 

t£m 

B.18 u = 3 e & = —II. B.19 c. B.20 a = -3 e b = -4. 

B. 21 a = — 9 e b = — 1. 

Exercicios complemenłares 

C. 1 a = 2 ou a = 3. C.2 d. C.3 b. C.4 e. C.5 a. 

C.6 a) DividindoO — a 3 por* — a. temos: 


U 

5 

S 

UJ 

s 


= i; 


a 

i 

0 

0 

-a 3 


i 

a 

a 1 

0 


Pela propriedade fundamenta! da divtsao, conclufmos: 
x — a 


x 3 — o 3 


0 x 2 + ax + a 2 
b) DWidindo O + a 3 por* + a, obtemos 


=> O - # = (* - a)(0 + o* + a 2 ) 


—a 

i 

0 

0 

O 


i 

—a 

a 2 

0 


Pela propriedade fundamenta! da divisao. conclmmos: 


*’ + a 3 


x + a 


0 O — ax + a 2 


=> X 1 + a 1 — (x + a)(x 2 — ax + a 2 ) 


C.7a = 6efr=3. C.8 a = —2e b — i. C.9 a = 
C.10P(*) = 10*- 13. 


551 


12 


m 


Capftulo 66 


Exercicio$ basicos 


BI a) 5= {5. -2,-l};b) 5= jy, i, - fj. 

B.2S-|l, 1 . 1 }. 

B.3 a)5 = {2,3, J3 , • ^3 }; b) 5 = j-1,4,0, 2 . 

B.4 a) P(*) = 3(* - 1)(* - -yj b) P(*) = *(* - 3)(* - 1); 
c) P(x) = (* - 1 )(* +!)(*- 4). B.5 e. 
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UJ 

m 

< 

s 


B.6 P{x) • 3(x - l)(x - 2)(x 








mmft. 


B-7 7(a- + 3 )(x — 1 )(x - 2)-(x + 2) 3 = 0. B.8 c. B.9 As outras nuzes 

sao ±r. Logo, o conjunto soluęao da equaęao e S = {— 1, i, —i}. 

B.10 e. B.ll a) basta mostrar que o polinomio 

P(x) = X 4 - 10x s + 25x* + x 2 - 10x + 25 e di visivel por {.* — 5) 2 e nao 

e divisi'vel por (x - 5) 3 ; b) basta mostrar que o poliiiómio 

P(x) = x s - 6.r + Ha 3 — 2x 2 — I2x + 8 e divisivel por (x -2) 3 e nao 

e divisivel por (a — 2) 4 . B.12 a) gran 5; b) grau 7: c) grau L0: 

d) grau 13. B.13 a) 4(x - 3)(x - 2 — i)(* - 2 + i)(X- 2i)(x + 2i) = 0: 

b) (a + 6t‘)(x - 6/)(x — 3i)(x + 3i)(x — 1 - i)(x — 1 + 0 — 0; 

C ) 6(x - 4)(x + 2)(x - i)(x + i)Cv - 1 + D(x - 1 - i) = 0; 

d) (x — 4)(* — 3)(.v — i)(x + i) = 0. B.14 S = {3 i, —3 i, 1}. B.15 a. 

B.16 a) suas raizes racionais sao - J e —-; 


b) sua unica raiz racional e 2; c) suas raizes racionais sao — 1 e 


3 ‘ 


d) 6;e)-3;f) g) 30. B.21 a) 0;b) 1; c) 1; d) Le)-2;f) l;g)l 


B.22 c. B.23 e. B.24 d. 


B.25 


(r t + r 2 + r 3 + r 4 = 0 
r,r 2 + r t r 3 + r v r 4 + r 7 r 3 + r 2 r 4 + r 3 r A 
r,r 2 r 3 + r ] r 2 r A + r,r 3 r 4 + r 2 r 3 r A = I 

rii-nr-sn - 0 . 


= 3 


B. 26S=\j2, -Jl, j. B.27 £ = {10, 20, 30). 

ExercTcios complementares 

C. 1 a. CJ. c. C.3 a = 1 e b = -12. C.4 S = {3, 1}. C.5 a. 

C.6 a) o = — 3; b) 5 = {1, 2, i, -/}. C.7 S = {3,1 + 3i, 1 - 3t} 
C.8 * = -1. e c = 1. C.9 S — {1,2, i, -i}. 

c 2 b 

C.10 A area do retangulo e — cm 1 e o penmetro ś - —y- cm. 


B 


.17 a) 5 — {—1. 2, i, i}; b) S i « . o > J2 i, J2 ii, 2c , , d 3 

1 z J C.ll Aareatotal do paralelepipedo e — cm- eovolumee ——cm 


c) 5 = 


I. 1, 1 + 2 /3 - , ‘ y— }■ B.18 a) 


4LŁ; b) 


2 ’ 

c 


c) -22-, d) 3 =) 3 \ B.19 a) - A ; b) a 


. £? ,, b ^ s b" lidC TJ V 1 . * V '\ T \ ^ a 

c) — i d) —- - ł c) - * B..fcr0 u) 1, O 1 } 2, c) f 

c a 2 c* d 


C.12 b = 0, c = — 3 e d = 2; ou b = 3, c - 0 e d — —4 C-13 4, 
C.14 5 = ( ,Jl t — Jl f 10}. C.15 5- {6 ? 12, -4}. 


C.M5=:{2. -^r\. C.17 a. C.18c. C.19 d. 
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A unica obra escrita com base nas Matrizes curriculares de referenda 
para o SAEB (Sistema Nacional de Avaliaęao de Educacao Bdsica). 

Conteudo programatico dosado conforme orientacao do MEC/INEP. 

Obra compromissada com a educacao para a cidadania. 

Texto5 que promovem a atualizacao, a contextualizaęao e a 
interdisciplinaridade. 

Ouestóes de verificacao da aprendizagem voltadas para o cotidiano 
do aluno. 

Todas as materias trazem questóes exłraidas dos ENEMs, dos vestibulares 
seriados e dos exames de ingresso as principais instituicóes de ensino superior. 

Endereco na Internet — www.moderna.com.br/base — para atualizacao/ 
duvidas, acompanhamento. 

A mais adequada para professores que pretendam implementar as reformas 
propostas pelo MEC. 


Colecao Base — prazer de ensinar; prazer de aprender. 
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